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AVANT-PROPOS. 



Dans la premîôre partie de ce Cours ( du point , de la droite et du plan ) , 
j’ai exposé eu détail la méthode des projections, et j’ai en même temps donné 
complètement ( dans les planches ) la solution {graphique des diverses ques- 
tions; en sorte que cette première partie est un traité complet de 
descriptive théorique et graj)hique. Dans la seconde partie , j’applique la mé- 
thode des projections à la recherche des propriétés générales dont jouissent les 
courbes et les surfaces , en vertu de leurs divers modes de génération , et je me 
suis surtout proposé de rechercher et de démontrer par la seule méthode des 
projectiohs , ou , en d’autres termes, parla géométrie descriptive, les diverses 
propriétés dont jouissent les sériions coniques et les surfaces du second ordre. 

^ J'ai indiqué toutes les méthodes graphiques qui peuvent servir , suivant les 
données particulières de la question , à déterminer les projections des courbes 
intersections des surfaces entre elles; mais je n’ai jamais dans l’Eure construit 
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qu'un seul point de chaque courbe : car, dans ma pensée , autre chose est de 
faire un Cour$ en décrivant point à point et ligne à ligne une épure de géotnétrie 
descriptive , autre chose est d’exposer \ef méthodes de solution et de faire voir 
dans quels cas et pour quelles causes telle méthode graphique doit être 
préférée aux diverses autres métiiodes que l'on pourrait employer, et qui se- 
raient vraies et exactes ^rwOTffr»^Mf»ien< parlant, et ainsi, en les considérant 
seulement du point de vue ^ ^s sunger am applications à l'art de 

l’ingénieur. 

Pour moi, il y a deuxxhoses distinctes dans un cours de géométrie descrip- 
tive : aussitôt que les préliminaires , c’est-à-dire tout ce qui est relatif au point , 
à la droite et au plan , se trouvent exposés , il y a la partie théorique et la partie 
graphique. 

La partie théorique n’exige comme dessins que des croquis. Ces croquis ser- 
vent à aider le lecteur ou l’auditeur à mieux voir dans l’espace et à se placer 
de suite au point de vue de l’auteur ou du professeur. 

La partie graphique consiste en la construction complète de la solution du 
problème proposé, et ainsi en une épure complète. 

Un cours de géométrie descriptive doit donc être divisé en deux enseigne- 
ments différents entre eux. 

Le premier enseignement est oral, et ainsi dans les leçons on explique la 
théorit. 

Le second enseignement est manuel , et ainsi , dans la salle de dessin , on fait 
exécuter les épures. 

A la leçon , l’élève doit prendre des croquis. 

Dans le salle de dessin , l’élève doit exécuter complètement une épure. • 

Je considère donc l’enseignement de la géométrie descriptive comme devant 
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ùlre établi ainsi qu’est établi celui de la chimie , et ainsi comme devant être cutii- 
posé, pour être complet , de leçons orales et de manipulations. 

Dès lors : 1’ exposition de la théorie dans les leçons , et 2 construction de 
relire ( ou maniptUation graphique ) dans la salle de dessin. 

Kt par suite : 1 * autant de leçons orales qu’il est nécessaire pour exposer com- 
plètement les diverses théories relatives à la science de l’espace figuré; et 
2', nombre limité de manipulations ou A'épures , puisque l’on n’a en vue . par le 
travail graphique , que d’apprendre h l’élève : premièrement k dessiner exacte- 
ment , et en maniant avec habileté sa règle , son équerre , son compas et son 
tire-ligne ; et secondement à exécuter complètement et dans tous ses détails la 
solution graphique d’une question, afin de le mettre par là à même d'exécuter 
avec intelligence les épures nécessaires à la rédaction d’un projet int d'un terer, 
lorsque plus tard il sera ingénieur. 
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COURS 



DE 

GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

. <• . \ 

r 



SECONDE PARTIE. ^ 

Oeè coarbei et dea itirfacm courbai, et en partlonUer du lecttoni cnnlqaei 
et dci larfacei dn lecond ordre. '' 



< » 

CHAPITRE PREMIER. 

I 

DES COORBCS ET DES SORFACBS EN CiNÉRAL. 



Ip3. line ligne est en génï-ral engendrée par un point se mourant d’nne manière 
continue, suivant une loi donnée , et l^^ssant dans Tespace les traces de ses diverses 
positions successives. On peut aussi engendrer une courbe le mouvement d’une v 
droite dont les positions successives se coupent deux à deux , de sorte que la série 
des points d’interseriion forme une ligne. Enfin on peut à la droite substituer 
un plan mobile, dont les positions successives $e coupent successivement deux 
i deux suivant des droites qui , elles-mêmes s« coupent deux à deux en des points 
dont l'ensemble forme en général une ligne. Il est évident que ces trois modes 
de génération rentrent l’un dans l’autre , et qu'en réalité , c’est toujours par le 
mouvement d’un point qu'une %nee$t engendrée. ^ 

La ligne engendrée par le mouvement d’un point est dite le lieu géométrique des 
positions successives occujiécs par le point mobile^ Lorsqu’elle est engendrée par 
le mouvement d'une droite ou d'un plan, on dit qu’elle est l'enveloppe des posi- 

Film. 1 
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lions successivement occupées par eçttc ikoite ou par ce plan. Il est liien évident 
que toute ligne et toute surface [murraienl engendrer une ligue, qui serait égale- 
ment l’enveloppe de leurs positions successives, cl celle ligne ou celte surface 
génératrice prend le nom d’rnve/op/iée. On no considère pres(|ue jamais les lignes 
comme engendrées par le mouvement deÿ surüteee, t^aU très-souvent comme pro- 
venant de l'iitlersôciioit do deox iurfâces. ié ’ ' 

191. On distingue deux sortes de conrlws : les courbes planes et les courbes 
puuches; tous les (loinls des premières se trouvent dans un même plan, que l'on 
obtient en le faisant passer par trois quelconques d’entre eux ; tous les points des 
dernières ne peuvent jamais se trouver dans un même plan. On les nomme aussi 
respectivomeut courbes à simple courbure et crmrbfs à double courbure. Pour eu- 
tondre ces dernières dénominations, considérons une'droite D (_^ÿ, 170 ), suppo- 
sons qu’on la brise en un .^inl m' cl (jue la |>urüe à droite de oc point vienne en 
D', qu’on brise encore celto droite en m" pour dairo promlrc à bipartie de droite 
la position D" sans qu’elle sorte du plan déterminé par les fragments de droite D 
et D' et ainsi de suite, la ligne D cesse d’élrc tiroile et aequicrl une seule courbure, 
tous les brisements étant faits suivant une même loi ; mais si maintenant on sup- 

jKisait que la partie m'tn'm'" m" tournât autour de IV pour venir prendre une 

position voisine, qu’cnsuiie I 9 partie tournât autour de D", que 

m" tournât autour de D"', et ainsi de suite, la courbe C acquerrait une 

seconde courbure résulUmt dus brisements successifs do son plan le long dc.s' 
droites D', D", £)'", etc. 

195. Lors(]u’ un point se meut et décrit utte courbe C, trois positions successives 
du |K)int no sont pas généralement en ligne droite, mais deux le sont toujours de 
sorte que chaque poitil forme avec celui qui le suit immédiatement une droite iuli- 
niment petite, composée de deux points juxia-posés ou successifs, c’est-à-dire tels 
qu’entre deux de ces points considérés comme étant successifs et inrinimenl voi- 
sins on ne peut pas placer un troisième portit, en vertu de la raèmcJoi de meuee- 
mc^t , ou. du même mode de génération qui ^rt à déleriuiucr ou à engendrer la 
courbe C considérée. Quebjuefois il se rencontre plus de deux points succes- 
sifs en ligne droite, mais alors la courbe oQi-c des affections (') particulières. 
Cela posé, on {wut évidemment considérer une courbe comme un itol^gono 
formé d’un nombre infini de cètés infiniment [Klils. Deux points ju.\laposés 
Ibrmcol la plus petite ligne que l’on puisse coucovoir, et que, par cette rai- 



Foyçi dftm le ebâpitre VU de rouvrege qui a pour : üée€lopp4m9tkU de géoBbélrit deserip ^ 
et que publié eu 1843, les paragraphes dans lesquels oa Iraile De la nutntère d'enviâuger let 
ipfinimenU'peiiff en géométrie deteriptii^. 
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son, nous nommerons rrctUigne, ou ii^nimein pêiU nrfi<»V/w ou enfin point 

ligne. Jl esl éTÎtlenl i|iw les- éfi'ments rwtilipnes ne sonl pas <^gaux dans les dl‘- 
xerses ronrbes, ni mAme dans ime meme eo«irl>e,- et qu’ainsi une mOme courbe' 
|»eot être rcmplacéê jiîir dixers polygones infinitésimaux, rliaciin d’eux rêpomluiu 
à un mode particuller'de génération de la courbe. 

Si l’on considère trois points successifs, non en ligne droite, ils forment le {dns 
{•etitarc decerelc que l’on puisse concevoir, et que nous nommerons ilémeat ou 
infiniment petit circataire. C’est en même temps l’élément- du toutes les courbes, 
quoique l’on pàt pousser cette distinction aussi loin qu’on le désirerait, nous le 
nommerons donc éti’meni curviligne. Les éléments curvilignes différent entre eux 
i»mmc les éléments rectilignes. 

198. Cela posé, si par un {iginl m d’une courbe C ort conduit nne droite ’ou ne 
autre courbe qui ne contienne pas le point m'dc la courbe C suceessifdn point vil, ces 
deux lignes sont dites ticnntes au point m ; mais si elle passe en même temps par le 
point tn successifde m, ces deux lignessont dilés tangentes nu [Kiiiit m. La droite 
langente ou simplement lo tangente à une courbe est donc le prolongement d’un 
élément rcctili|;hc de la courbé. 

La langente peut avoir deux positions distinctes è l’égard de la courbe: 

1* * Elle |)cut laisser la courbe d’un mémo côté de part et'd’autrc du point de 
contact; 

2* Les portions de courbes situées de part et d’autredu (toini de contact peuvent 
se trouver l'une d’urncété, l'autre de l’autre cété de la tangente ; dans ce dernier 
cas le point de contact ost ce que l'on nomme un pvnt d'inflexion. Enfin dans 
les deux cas lu tangente en un point m, peut couper la courbe en nn |>oint n situé 
à distance finie, elle est alors tangente en m et sécante en n; elle pourrait être 
tangente en plusieurs {joints (*)• 

Lorsqu’une courbe a des branches^ infinies, la tangente au point situé à l'infini 
prendjc nom d'asymptote; mais celle langente n’existe |>as toujours, ou plulél 
elle est qucl(|uefuis rejetée tout entière à l’infini ; de tà , la distinction des branches 
infinies dos courbes , en branches avec asymptotes et branches sans asymptotes, 
ou en branches lujperboliques et branches paraboliques. Nous verrons plus loin le ino- 
tif de ces dernières dénominations. 

197. Une droite ne peut pas être assujettie à passer par plus de deux [Joints, 



.. ■* 

(*) oyez dam le dupitre YI] de TonTref e qui a pour titre : Développementt ie gèoméirie deecrip- 
tive, les ptra^aphee dam IcsqueU on traite i)a diHneê etpéceiSe points sinÿuliert gn une courbe 
plant peut prêteur daht ton evurê. 
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iiiaU il s’en est pas de même d'uae «ourl>e, il faut au moias trois points pour la 
•létermiimr; on peut donc assujciUr unucourbe.à avoir trois, quatre, etc. points 
communs avec uueaulre courbe suivant sa nature ; on peut doue avoir des courbes 
qui aient entre elles des contacts plus ou moins intimes. Cela posé, on dit que 
deux lignes ont un contact de premier ordre lorsqn’ellusont deux pointe successifs 
in et >n' communs i ou un élûmeOt rectiligne mm' commun; qu'elles ont un contact 
(le deuxième ordre lors<|u’eHes ont trois {winte successifs m , m', m" communs ou 
(leux éléments rectilignes mm', m" m'" communs, et ainsi de suite; l'ordre du 
('.oUlact de deux lignes étant toujours déterminé par le nombre de leurs éléments 
rectilignes successifs communs. Le contact du second ordre prend le nom d'ot- 
cêhüon, et les courbes qui ont un pareil contact sont dites oscutàlricet. Deux 
courbes qui ont un contact d'un ordre plus élevé sont aussi osculatriccs, entre elles, 
(le là,, plusieurs ordres d’osculation, _ 

198. ^ une tangcnleà une courbe, on peut faire passer upe influilédc plans 

qui sont tous dits pUmt tangenU i la courbe, mais an plan assujetti i contenir 
deux tangentes successives ou trois pointe successifs de la courbe est dûleriuiné de 
|K>sition dans l’espace, et prend alors le nom de ptanoeculoieur. Il-eetévident qne, 
lorsque la courbe est plane, tous les plans osculuteurs se confondent avec*le plan 
(le la courbe, mais dans les courbes gauches deux plans usculaleurs successifs 
font entre eux un angle inriniincnt petit que l’on désigne par le nom d’atigle de 
flexion. '£ ' 

199. Concevons une courbe C {flg. 170) engendrée par le mouvement id’une 
droite D, deux positions successives D et D' de la droite mobile seront telles qu’on 
ne pourrait placer entre elles Une troisième droite eu vertu de la même loi de 
ntouvcniint de la droite D, ou du meme mode do génération de la courbe C ; si 
donc on les coupait par une transversale quelconque, les points de section 
seraient deux points successifs; il est évident que la droite D dans toutes ses 
positions est tangente à la courbe C, dont’clle est l’cnvcIoppèe (n* tU3); D et 
!>' sont deux tangentes successives de cette courbe, clics font entre elles un 
angle qu’on nonunc angle de contingence, Ccl angle inliniment petit n’(.-st pas le 
même dans toutes les courbes, ni en tous les points d’une même courbe, et 
comme il mesure la quantité dont la ligne a tourné pour cesser d’étre droite et 
acquérir une courbure, il était naturel do le prendre pour la mesure de la cour- 
bure de la courbe. Mais la construction de cet angle est graphiquement impos- 
sible, il était donc essentiel de trouver un autre moyen de mesurer la courbure 
d’uiie courbe; or, si^par le milieu de l’élcnicnt rectiligne rnm' on élévouneper- 
{lendicularrc N, à la droite D, et. par le milieu de l'élément .rectiligne ni'm" 
successif de l’élément mm', on élève une perpendiculaire N,' à la. droite D'; ces 
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et N,' te couperont en un point o, et feront entre elles un nngle égitl 
■j l'angle de contingence. Ce nouvel angle ne «crait pas plus facile à cqnstniire 
()ue celui lôriné par deux tangentes successives; mais remarquons que le point 
o^pout être pris pour le centre d’un cercle 3 pssanl par les trois points successifs 
tn, m', m", ou ayant avec la courbe C les deux éléments rectilignes m m et m m" 
communs, de sorte que la courbure de la courbe C nu point m est la même que 
celle de ce cercle d; niais il est évident que la courbure d'un cercle est la même en 
tousses points, et que les courbures de divers cercles sont en raison inverse de 
leurs rayons, donc les courbures des courbes en chacun de leurs points sont en 
raison inverse des rayons de leurs cercles osculaleurs en çes points (h* 197). 
C'està cause de cette propriété que le corcio osculateur en un point d'une courbe, 
son centre cl son rayon sont nommés cercle (le courbure, centre de courbure m 
rnyon de courbure. 

La délerminalion graphique du rayon de courbure ne serait pas plus facile que 
celle de l'angle de conlingencc. 

£i au lieu d'.élevcr les perpendiculaires N, et N/ sur les- milieux des élémeou 
I octiligues mm et m'in", on él.ève au point m une perpendiculaire N à la droite I) 
et au poiut m' une perpendiculaire N' à, la droite D', ces deux droites N et N' se 
couperont en im point o, et si l’on élève au point m' une |)er|KMi(liculairc à T> et 
au jvoinl iw"une perpendiculaire à D', cesdenx droites N, et N/ se couperont eu 
un point p., et les trois points o, o, , o, peuvent être pris l’un pour l’aulrej car les 
trois perpendiculaires N, N, , N, à In droite D peuvent être considérées comme n'é;::, 
Uint qu'une seule cl même droite, cl il en est de même des trois |>erpcndicula,ires,N', 
N,', N.' à la droite D'. . , 

Cela posé, sien chaque point d’une courbe donnée C on conçoit une perpen- 
diculaire i la tangente correspondante , deux perpendiculaires successives se cou- 
perunl eu un point qui sera le centre d’un cercle oscillateur; trois perpendiculaires 
successives donneront ëvidemnient deux centres successifs formant l'élément 
rectiligne d’une courbe S, lieu des centres des cercles osculaleurs cl qui sera l'en- 
veloppe des perpendiculaires à toutes les tangentes do la courbe C. 

Cette courbe S peut se construire approximaiivonieni, en menant des pcr{>cn- 
diculaires à des tangentes voisines, mais non successives, de la courive C , ou en 
d'autres termes en menant en divers points de la courbe C, cc*poinls étant si- 
tués à distance finie les uns des autres, des normales à celte courbe C, et 
inscrivant une courbe S au polygone fini déterminé par les inlerseciions de ces 
normales prises successivement deux à deux. 

200. La perpendiculaire N à la tangente D^fig. 170) est dite normale ù la 
courbe C au point m, l'on ne peut pas dans le plan do la courbe ci i>ar le |>oint m 
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mener une seconde normale, mais il y en a une infinité d’antres siruêes Itors de 
(* planj -elles sont toutes sur un même plan perpendiculaire à la tangente D, 
eF que r on nomme plan normal. Quand on parle d’une normale menée à un 
|)oint d’une courbe C, sans fa désigner particuliérement, on entend toujours la 
normale située dans le plan de la courbe , si ta courbe est plane’ou située daits le 
plan osculatcur de la courbe au point considéré, sf cette courbe est gauche. 

201. L'enveloppe des normales à une courbe plane C (n* 190) est une courbe 
C', qui a reçu le nom de développée de C; et C est dite alors fa développante de C'. 
I.es normales à la développante sont tangentes à la développée, ce qui permet de 
construire l'une d'elles quand on connaît l’autre. Ainsi quand on donne la déve- 
loppante, on en conclut la dévclopptie par une série de normales trés-rappro- 
chées; et si l'on donne la développée^ en fui menant une série de tangentes voi- 
sines les unes dos autres, la développante devra les couper é angle droit.' 

Si l'on conçoit un fil enroulé sur la développée et tendu de manière que son 
prolongement soit tangent é cette courbe, et que l'on prenne sur ce ftl le point où 
dans sa première position il va rencontrer la développante, et qu’on déroule le fil 
en le tendant toujours de manière qu’il reste tangent à la développée, ce point dé- 
crira évidemment la développante qui pourra être considérée comme formée par 
une série d'arcs de cercles infiniment petits, ayant successivement leurs centres 
situés' sur la développée (n* 199). 

Tout autre point de la tangente décrirait de la même manière une déve- 
loppante de la courbe proposée, donc une développée plane a me infinité de dé- 
veloppantes dans son plan, et deux développantes de la même développée sont 
partout également distantes, leur distance constante est celle des deux points 
générateurs de la tangente primitive. Au contraire la développée d'une courbe 
plane étant déterminée par les intersections des normales successives de cette 
courbe, il est évident qu'une développante plane na qu’une seutè développée dans son 
plan. 

Il résulte de là que si l’on mène plusieurs tangentes à la développée, et qu’on 
les prolonge jusqu’à leur rencontre avec la développante, les longueurs de ces 
drdités dilTérent entre elles d'une quantité égale à l’are de développée compris 
entre les deux points de contact. Et si la développante va couper la développée 
sous un angle droit en un point a, si l’on mène en un point quelconque mde la 
développée une tangente et qu’on'la prolonge jusqu'à sa rencontre au point n 
avec la développante, on aura toujours irm= l'arc an rectifié. C'est d’après cetto 
considération que l'on peut construire par points une développante d'une courbe 
donnée. 

Enfin nous ajouterons que toutes les développantes d'une même courbe plane 
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ne sont paa.(*) féaéralemenl des courbes de nième nature et de mêine forme 
({éomélrique , excepté les développantes d’un cercle , qui sont toutes des courbes 
identiques ou superposables. .. 

203.- Toute ligne qui se meut dans l'espace en y laissant les traces do ses po- 
sitions successives, engendre une surface ; sous le rapport de cette génération, on 
distingue les surfaceseo plusieurs classes ; 

t* Les «ur/occr régléet, ou qui peuvent être engendrées par une droite, et 2* les 
twrfactê courbes proprement dites, -qui n’adnicltent pas de génératrices rec- 
tilignes; : . > 

Parmi les surfaees régtées on doit remarquer les surfaces développables, et parmi 
les surfaces courbes on doit remarquer les surfaces de révolution, qui sont en- 
gendrées par une ligne quelconque tournant autour d'un axe. 

203. Par un point d’une surface et sur cette surface on peut toujours faire 
passer une infinité de courbes; si une droite menée par ce même point est tan- 
gente à quelqu’une de ces courbes, elle est dite'tonÿenfe à ta surface, dans le cas 
contmirc, elle est dite «écaitfe. 

Nous allons démontrer le théorème suivant qui est fondamental en géométrie 
descriptive, les tangentes à toutes les courbes situées sur ta surface et passant par un point 
m de celte surfttce sont contenues dans un même plan, que l'on nomme plan tangent n 
la surface en ce point m, qu'wi dit point de contact. 

Si toutes les tangentes laissent chacune In courbe à laquelle elle est langcnlc 
d’un même cOlé et départ et d’autre du point de contact , le plan langent laissera 
la surface tout entière d’un même côté. Une telle surface est dite conrexe tout 
autour du point de contact ; mais elle pourrait cesser d'être telle à une certaine 
distance de ce point. Si quelqu'une des tangentes laissait au point de contact la 
courbe , qui lut correspond , partie d’un côté , partie de l’autre , le plan langent 
laisserait aussi la surface partie d’un côté, partie de l’antre, et il serait en même 
temps tangent et sécant. De là la distinction des surfaces en deux' classes relati- 
vement au plan tangent, et il faut démontrer le théorème énoncé pour ehacune 
de ces deux e$|>ëces de surfaces. 



(*) Lorsque nous disons que deux courbes ne sont p«s de même nature gcomélriquc, nous entendons 
dire par U que les équations de ces courbes ne sont pas du ludiue degré et qu*aiusi*ti)utes Tes dévelop- 
pantes d'nne même développée ne seroiU pas coupées par une droite en 1e même nombre de 
peints; et lorsque nous disons qno deax couii)es p'ont pas la inêine forme géométrique , no<us en* 
tendons que les imps peuvent présenler des puinl# singuliers, que les autres ne peuvent ofliir. Ainsi , 
prenant la dcvcloppée de rdlipse , parmi toutes les dcvéloppanles ds celle développée, TcUipM est la 
seule (fui soit dn second degré , et plusieurs de cts développantes présentent des points de rebrotrsse- 
ment. 
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204. f * Po«r (a tmfhce* convexe»; supposons-que l'oo coupe une pareille sttr- 
face par un pian suivant une courbe C ‘(Jig. 411), qu'en un point m de cette 

rourbe C on loi mène la tangente T, et concevons d-’autres courbes K, K',, 

(racées sur la surface et passant par le'point la, elles iront couper la courbe C en 

(les points n, p,. et les cordes mn, mp k seront toutes dans-un même [dan 

avec la tangente T. Si l'on fuit tourner le plan sécant autour do ht tangente T de 
manière que les points d'intersection avec leseourbes K., K'..,..., se rapprochent 

(In point m et viennent par exempte en n, p' la tangente T et les sécantes 

nin', mp', seront toujours dans un même plan, et cette condition sera toujours 

remplie lorsque le plan sécant coupera la surface successivement suivant les 

courbes C', C", C", Donc ù la limite, lorsque les peints n, p,..,... serontde- 

venus les successifs de m et qtie par conséquent les sécantes ma, mp seront 

devenues des tangenlea aux courbes K, K' elles seront encore toutes contenues 

dans un même plan, ce qu’il fallait démontrer. 

• 2“ Dans les surfaces non couvoxes, on peut toujours trouver en un point quel- 
conque une tangente telle que tous les plans sécants menés, par cette. tangente 
(.‘Oupeiit la surface suivant des courbes telles que G {fig. 172), Si par le point de 

contact »] on fait passer d’autres courbes K, K', clics couperont C en des 

pciints n, p, et les sécantes mn, seront toutes avec T dans un même 

plan. Si l’on suppose (|ue le plan tourne autour de T de manière tpie les points 

n, p SC r.'ipproclient de m, les sécantes mn, mp et la tangente T pour 

cbaque position du pian sécant seront toujours dans- un même plan, il en sera 
donc encore de même lorsque ces points seront devenus les succçssiis tle m, et 
que -par conséquent les sécantes seront devenues des tangentes aux courbes K, 
k'..,.., (ib qu’il fallait démontrer. 

205. Il suit naturellement de là que pour mener le plan tangent en un point 
d’une surface, il faudra faire passer par ce point et sur la surface deux courbes, 
mcMr les tangentes à ces depx courbes, puis le plan de ces deux tangentes. On 
doh, dans chaque cas, choisir les courbes les plus faciles à construire, ou celles 
auxquelles on sait mener les tangentes rigoureusc*ment ; par exemple des cordes, 
([uand la nature de la surface le permet, ou bien des droites parce qu’elles sont à 
elles-mêmes leur propre tangente. Le plan tangent en un point d’une surface réglée 
conticiil donc toujours la génératrice droite qui passe par le point de contact. Et 
rais surfaces se distinguent en deux classes suivant la uianiére d'ètre du plan tan- 
gent à leur égard. Dansles unes le plan tangent en un point d'une génératrice droite 
est lang(<nt en tous les autres points dé la même génératrice, dans Icsautreé le 
plan tangent en un point d’une génératrice droite n'cÿt tang<‘nteo aucun autre 
|>üint de cette mémo génératrice. 
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90t>. Ea effet , «oaslraisoM un |4an T (fig. 173 )ut dansée plan trois droites ' 

G, ntf, ni' non parallèles, {wit on deliors du plan T doux courbes C et C' qui aient r 

pour tangenU» le* droite* au, ni' aux poiuts m et a où elles rencontrent G, enfin • ' 

supposonaqu'nn&aurrace règlèe^ait pour génératrices des droites G, G„ G.,G„... * 

s'appuyant sur les deux courbes Cet C'; le plan T contenant la génénilrico G et la 
langcn tenu i G est dés lors langent à la surface £ au point m; de même ce plan conte- 
nant lagénérntriceGet la Ungenle al' à C'est aussi langent à la surface £ au point n; 
je dis que dés lors- la plan T est tangent à la surface £ en tous les autres |>oint8 de 
la même génératrice G. 

Pour le démontrer, menons la génératrice G' successive de G ; elle rencontrera 
les courbes C et C' en des points m' et »' successifs de m et n , et par conséquent 
appartenant aux tangentes mt et nd, et par suite au plan tangent T, donc G et G' 
sont dans ce même plan T ; coupons maintenant la surface £ par un plan quel- 
conque déterminant la courbe K, qui rencontre O et G' aux points successifs p 
et y qui sont dans lo |dan T, la tangente p9 à la courbe K est donc dans le plan T ; . 
donc enfin le plan T est tangent à la surface £au point p arbitrairement pris sur 
la génératrice G , et par conséquent en tout autre point de cette génératrice. 

Deux génératrices droites successives de ces sortes de surfaces étantdans un même 
plan, déterminent une petite surface plane, qui est l'ilémtnt de la surface, infiniment 
petit dans la sens de la largeur, mais indéfini dans-lésens de sa longueur. Si l’on 
fait tonmer l'un de ces éléments autour d'une génératrice droite pour le ramener 
dans le plan do l'élément' snivant , puis si ces deux éléments réunis tournant au- 
tour de la génératrice suivante pour les ramener dans le plan du troisième éléraeoi, 
et ainsi de suite , la surface sera tout entière déroulée sur un plan sans déchirure 
ni dupticalure ; cette propriété lésa fait nommer surfaces développables. 

3* Ayant comme ci-dessus un plan T , et dans ce plan , trois droites G , ml, ns , 
nous construirons hors du plan deux courbes, l'une C ayant mi pour tangente 
au point m , l'autre C' E laquelle ns sera sécante au point n, de sorte que la tan- 
gente ni' à C'sera située en dehors du plan T. 

Cela posé, si l'on conçoit une surface réglée £ ayant pour génératrices des ^ . 

droites G , C, , G,, G„ qui s'appuient sur les deux courbes C et C', le plan T 

contenant -la génératrice G et la tangente mii la oourbeCsera tangent à la surface £ 
au point m; mais au point n ce plan ne contenant pa^ la tangente nd è la courbe C 
ne sera pas tangent à cette surface £. Je dis que dès lors le plan T n'est tangent à In 
surface £en aucun autre point de la génératrice G. En effet , la génératrice G' suc- 
cessive de G, rencontrera C au point m' successif de m, et par conséquent appar- 
tenant à la tangente mt et aussi au plan T ; de même G' rencontre C' au point n' 
successif de n , appartenant par conséquent à la tangente nd, et par suite situé 

2* rAKTIt. g 
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lion du plan T, donc la génératrice n’a q«e le point m' sur k plan T; «ela posé, 
si l'on ooupela surface par un plan suivant une courbe K, rencontrante et G' aux 
points successifs P etp', le point p appartiendra au plan T et lo^inl p* sera hors 
de cc plan ; donc le plan T. ne contient pas la tangente p9 à la courbe K donc il 
n'est pas tangent à la surface au point p. 

/ L'élément superAciel compris entre deux génératrices successives G et G' n’est 
plus plan, de sorte que la surface ne peut plus se dérouler sur' un plan; on 
nomme ces surfaces, des turfaeet gaudtet. Remarquons que les génératrices suc- 
cessives G et G' ne sont pas dans un même plan , et cependant il est impossible 
d'en placer entre elles une troisième , circonstance difficile à admettre d priori, et 
sur laquelle la démonstration précédente ne peut laisser aucun doute. 

207. Il résulte de ces démonstrations que-dans une surface réglée : -1* si le pian 
tangent en un point d’une génératrice droite, est tangent en tous les autres pointa 
delà même génératrice , deux génératrices successives sont dans un môme plan; 

2* Si le plan tangent en un point d'une génératrice droite n’est Ungeoten aucun 
autre point delà même génératrice , les deux génératrioes successives, ne sont pas 
dans un même plan. > 

208. Les réciproques de ces propositions sont également vraies, c'cal-à-dire 

que dans une surface réglée, 1’ si les génératrices successives sont dans Ko 
même plan, le plan langent on un point d’uae génératrice est tangent en tous les 
points de la même génératrice ; 2* si les génératrices successives ne sont pas dans 
un môme plan, le plan tangent en un point d'une génératrice n’est tangent en 
aucun autre point de oette génératrice. > . 

En effet, 1' si nous considérons la sériodes tangentes G, G', G" (fig. 174) 

à une courbe gauche C, elles formeront une surface, et deux génératrioes sueoes- 
sives do celle surface seront dans un même plan osculateur de lacourbe C. Con- 
sidérons une génératrice quelconque G , et monons les plans tangents à la surface 
en deux points n etp ; pour cela sur la surface et par le pointn nous ferons passer 
une courbe K qui rencontrera C'en un ]H>iot n' successif de a, et l’élément tm' 
prolongé donnera le tangenlo T é la courbe K, lo plan tangent en n déterminé 
par les droites G et T contiendra lea trois points n, m', n, donc il contient les 
deux génératrices successives G et G'; de même sur la surface et par le point p 
faisons passer une courbe X , elle cotipera G’ en un point p' successif de et l'é- 
lénaeotpp' prolongé donnera la tangente 6 à la courbe X, le plan tangent en p 
déterminé par les droites G et d, contiendra les trois points p, m', p'; donc il 
contient les deux génératriooe successives Gel G'. Les deux plans tangents en n 
et p se confondent donc, et il en est évidemment de même des plans tangents en 
tous les autres poinu de la génératrice G. ^ .u . • . " ■ 
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tr Soieni G et G'OSjr. ^'îS ) «feu» généraHÿw — cqea»iW|d'Mn««urfaoe réglée et 
non situées dans un même plan, prenant deui points qiieléonques in et n sur l’une 
d'elles G , par ces deux points et sur la surface menons deux courbes C et C' cou- 
pnntG' aux points m' et Rsucoeasifscleniet a,desorleqiieleséléiDents nmi' et nn' 
prolongés donneront les tangentesnxet nt' aux courbes C et C'; le plan tangent en in 
est déterminé par lesdroitesGetait; ilcontientlepointm'deG'; maislepointn'esten 
dehors de ce plan, dunent’ n’est pas dans ce plan tangent; maiscette droite est dans 
le plan tangent au point n, donccesdeux plans tangents sont distincts l'un de l'autre . 

209. On déduit de tout ce qui précède les deux caractères distinctifs des deux 
espèces de surfaces réglées , savoir : n i: 

t* Toute surface réglée dont deux génératrices successives sont dans un même 
plan, est développable; toute surface réglée dont deux génératrices successives ne 
sont pas dans un même plan est gauche. 

Toute surface réglée, pour laquelle le plan tangent en un point d’une géné- 
ratrice , est tangent en tout autre point de la même génératrice, est développable; 
toute snrface réglée pour laquelle le plan tangent en un point d'une génératrice, 
n'est tangent en aucun autre point de la même génératrice, est une surface gauche. 
On doit aussi se rappeler que réciproquement : 

3* Dans toute surface développable, deux génératrices successives sont dans 
un même plan, et le plan taagent en un point d'une génératrice est tangent en 
tous les points de la même génératrice; 

4* Dans toute suriaco gauche, doux génératrices successives ne sont pas dans 
un même plan, et le plan tangent en un point d’une génératrice n’est tangent en 
aucun autre point de la même génératrice. « u 

Nous avons répété ici oca principes, qu’il faut bien se graver dans la mémoire , 
parce qn’ils sont d’un usage continuel dans la théorie des surfaces réglées; nous 
jouterons encore que plusieurs surfaces sont gauches, suivant certaines généra- 
trices, et développables suivant d’autres génératricea, c’est ce que nous recon- 
naîtrons plus iacilement en ayant recours au second caractère, quoique le 
premier soit celui quel’on adopte pour délinirlesdeuxespéccs de surfaces réglées. 

S40. Tout plan ooaduil suivant une génératrice droite G d'une surface gauche 
est un plan tangent, car il coupe la surface suivant nne courbe C, dont il con- 
tient la tangente au point m (en lequel la courbe C coupe lagéDératriceG)en même 
temps que cette génératrice G. On peut donc se proposer sur les surfaces gauches 
les deux questions réciproques suivantes : 

Par un point d’une surface gauche faire passer un plan langeut; ce pluu 
est déterminé par la géuératriee et la tangente à une courbe <pielconquc tracée 
sur la surface et passant par ce point ; 
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2* Étant donné un pian P poMant par nne génératrice G, trouver son peint de 
contact ; c'est celai où la courbe d’intersection G de la surface par k pkn P coupe 
la génératrice G. ' ■ 

211. Une surface développabk peut être engendrée de bien des manières dif- 
férentes , parmi lesquelles nous distinguerons les suivantes : 

'l' Par un plan roulant sur deux courbes , c'est-à-dire restant loujenrs tangent 
à l'une et à l'autre; . ’ 

2* Par un plan roulant snr une courbe et sur une surfMe; 

3* Par un plan roulant sur deux surfaces; 

4* Par un plan assujetti à se mouvoir en restant toujours nornral à une courbe ; 

5* Par un plan tangent à une courbe et restant toujours perpendicalaire au 
plan escniateur; 

6* Par un plan se mouvant sur une courbe en lui restant toujours osculateur. 

Ces six modes de générations peuvent se comprendre sous ce seul énonpé : 
Tout plan te mouvant suivani une loi déterminée engendre , par tet inurteciiont inoott- 
tivet, une turface développpable. Il ne kul donc pas que le plan se meuve pnralléle- 
ment à lui-roéme. 

7* Enfin , par une droite mobile demeurant toujours tangente à une courbe à 
double courbure. 

Lorsque la surface est engendrée par le mouvement d'un plan, on dit qu'elle 
est Venveloppe des positions successives do plan, qui prend le nom d'enveloppée. 
En général, une suriaoe mobile, qui en engendre une autre, prend knom de 
turface enveloppée, et celle qu'clk engendre et qui lui est tangente dans toutes 
scs positions a reçu le nom d'enreioppe. ■ i" 'in' 

Lorsqu'une surface est engendrée par k mouvement d'une droite, oasdit qu'elle 
est le lieu des positions successives occupées dans l'espaeo par celte génératrice 
droite. Les six premiers modes de génération rentrent, au reste, dans ce dernier, 
car les plans mobiles se coupent suivant des droites, qui sont précisément les gè- 
ncralrices de la' surface et celles-ci se coupent en des points dont la série forme 
line courbe à laquelle les génératrices droites sont toutes, tangentes. i ' 

212. Le lieu des intersections successives des génératrices droites d'une surface 
développable est une courbe à double courbure, à laquelle Monge a donné k nom 
d’aréte de rebroustemeni. I.a courbe à laquelle la génératrice droite reste toujours 
tangente dans le septième mode de génération (n* 211) est précisément l’aréte de 
rebroussement de la surface engendrée par celte droite. 

Toute surface développable est séparée par l'sréte de rebroussement en deux 
parties ou nappet , qtii vont en s'évasant à mesure qu'elles s'éloignent de celle 
coiirlio, de sorte que la surface éprouve un i étrécissement le long de l'arèlede 
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rebrooasemeDi. Mai* pour que la courbe ,^le long de laquoUe.uoe turface est ainsi 
rétrécie, soit une arête de rebroussement, il faut qu elle soit produite par Tes in- 
tersections des génératrice* successives, lors même que ces générauices.ne se- 
raient pas droites. On doit donc définir d'une manière générale l'arèlo de re- 
broussement d'une surface, la combe aaeloppe dee génératrice* de la turface. Toute 
autre ligne , suivant laquelle une surface éprouve un pareil rétrécissement, se 
nomme ligne de gorge. ■ 

On a aussi des rétrécissements produits par les intersections de génératrices, 
silttéesé distance finie les unes par rapport aux autres, ou plus généralement, (>ar 
l'intersection de deux nappes'de la surface , on les nomme alors ligne* de striction. 

1213 M*. Nous allons démontrer doux théorèmes relatifs aux surfaces dévelop- 
pables et dont Bons aurons besoin plus tard. 

TstoBtBE 1.‘ £<anl donnée une eurjace déveloftpable X par ion arête de rebrouise- 
ment C , si toute* le* tangentes T à la courbe G *’ appuient star une droite Ë, la tprface 
développable 2 est m plan , et la combe Ceet di* lar* une courbe fdane. 

Ein cfTet : 

Prenons troiséléments rectilignes sucoessifs nm' et m'm"el m"m" deJa courbe C , 
oeséléraents prolongés donneront les tangentessuccessivesT, T', T" de la courbe C, 
et ces tangentes seront des curaetérietique» ou génératrices droites successives de 
la surfece 2. < > 

Les deux droites T et T déterminent un plan 6; traçons dans ce plan une 
droite B ; les deux droites T' et T" déterminent un plan 0s ^ ^ droite T" s'appuie 
sur la droite B, les trois droites T', T" et B seront dans le même plan mais 
la droite B est déjà tout entière dans le plan O , il faut donc que les deux plans 6 
et 0^ se confondent ; il Ctut donc que les trois éléments rectilignes de la courbe C 
soient dans un même plan. On démontre donc de nette manière que si toutes les 
tangentes à la courbe C s'appuient sur la droite B, elles sont toutes situées dans 
un-méave plan, et que dés lers tonales éléments rectilignes de la courbe Csoiit 
situés dans un mémo plan ; la courbe C est donc plane. ,-> ■ 

TstoaÈUE 3. Lormfu’onfait rouler un plan P *ur deux courbe* C et G', (enveloppe 
de i’mpa ce psreesrs par le plan P «si une turface développable j, et qui évidemiatut 
U est pat plane; ti toute* le* génératrice* droite* de la turface X* appuient sur une même 
droite B, ellet doivent néeetaairement toute* ta couper en un même potntb.' 

En eflet: soiont les posilionssucoesaives P, P', P", P'",etc., defonveloppée Pi P 
coope P' suivant la génératrice droite G y P' coupe P" suivant G' ; P'* coupe P'" 
suivanttt', etc. Les droites G, G',jG", etc. sont des génératrices successives et in- 
finiment voisines de la surface 2; dès lors , G coupe G' en un point m. G' coupe 
G" en un point m', etc. , et les points m, m', Ole-, sont- des points successifs et 
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inftniiH«nt voisins qui détanniaeiM la courbe C, «réie diL rebrinm^tnemi de l» 
surface Z , ei mm' en est t' élément rectiligne. 

Supposons maintenant que toutes les droites G, G', G", etc., s’appuient sur 
une droite B. 

G coupera B en un point é , G' coupera D en on point à', G" coupera B en un 
point t>", etc. 

Or, G, G' et B seront dans un mémo plan P' ; G’, G" et B seront dans un même 
plan P", etc. 

Il est donc évident qu'il fiiul, pour que les plans P' et P" ne se confondent pas 
(ce qui ne peut être, puisque la surface Z ne peut être un p/an en vertu de son 
modo de génération) , et que cependant ee qui vient d'èlre établi subsiste, il 
faut , dis-je, que les points 6, b', b", etc., se confondent en un seul point bi 

Ou , en d’autres termes, il faut que la surface développable 2 soit une suafiice 
conique dont b est loaommel. 

Parmi les surfaces développables , nous étudierons d’une nuioiére spéciale les 
surfaces conique* et cylindrique*. 

34S. Une surface conique est engendrée parle mouvenaent d’uoedroiteassujetiic 
à passer constamment par un point fixe qu’on nomme le *ommet ( point qui dans 
certains cas est le centre de la surface), età s’appuyer constamment sttr une coorbe 
donnée que l’on nomme la directrice de lasurface. V aréu de rebrouuement de cette 
surface se réduit à un seul point, qui est le sommet, lequel divise la surface en 
deux nappe*. Ce point joue en même temps le réle de ligne de t^nction et de ligne 
de gorge. 

Une surface cylindrique est engendrée par le mouvement d’une droite s’ap- 
puyant constamment sur une courbe donnée, qui est la direeoiee courbe de la 
snrface , et restant tonjours parallèle à une même droite , qui prend auaei le nom 
de tbrearice droiie de la surfoce. - 

On pourrait remplacer la directrice courbe des surfaces coniques et cylindri- 
ques par une surface 4 laquée la génératrice devrait rester tangente ; mais oss 
données nedifforeat pas des précédentes (sous le point de vue Ibéorique), car on 
peut, à lasurface «ürectrice, subslitum- la courbe, lieu des points de contact de 
tontes les génératrices avec celte surface. 

214. Il résulte de là que les surfaces projetant horixonmlemant et verticak- 
ment une courbe ( n* 25) sont des surfaces cylindriques; il en serait de même 
de lasnrfoce qui la projetterait obliquement (n* iô8); c’est pourquoi les deux 
systèmes de projections, orthogonale et oblJq;|e , ont reçu le nom de projoctioiH 
cylindriques (n* 450). 

Dans le système des projections ordiogonales qui est le plus usité, une courbe 
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esidonc loojours rinloreection de deux surfaces cylindriques dont les |;énérs- 
trices sont perpendiculaires pour l’uno au plan horixontal et pour l’autre au plan 
vertical de projection. En général , une courbe est l'inierseclion de deux surfaces . 
et au lieu des deux surfaces cylindriques projetantes, on pourrait donner deux 
autres surfaces quelconques se coupant suivant cette même courbe, qui serait 
également déterminée, mais on se la représenterait plus diffîcilement. Toutefois 
une courbe plane ne peut être définie d’une roaniéreexacte qu’en choisissant son 
plan pour l’une des surfaces, car on pourra toujours alors retrouver la seconde 
projection , tandis que deux courbe.s arbitrairement tracées sur les deux plans de 
projection sont rarement les projections d'une courbe plane de l’espace. 

Deux cylindres se coupent ordinairement suivant plusieurs courbes ; pour savoir 
par conséquent quelle est celle dont on a les projections, il ne sullit p.is de 
donner ces projections, ilfaut encore fixer quels sont les points de la projection 
verticale qui correspondent aux divers points de la projection horizontale , lorsque 
la même perpendiculaire à la ligne de terre rencontre les deux projections cha- 
cune en plus d'un point. Lorsque l’on ne fixe pas cette correspondance, le pro- 
blème de trouver la courbe dont on a les projections , admet plusieurs solutions, 
quelquefois on peut ol l'on doit mémo les adopter toutes, d’autres fois on re- 
connaît facilement colles d’entro elles, qui doivent être rejetées. 

2*5. Dans la théorie de la perspective ou des projections polaires (n* 150) la 
surfiice qui projette une courbe sur le tableau est une surface coniqne ayant son 
sommet au point de vue, c’est ce qui nous a fait donner à ces projections le nom 
de projections coniques ; mais la projection sur le géométral étant toujours ortho- 
gonale, et par conséquent cylindrique, la courbe est dans ce cas l’intersection 
d’une surlace conique avec une surface cylindrique. Ici encore , ces deux surfaces 
se coupent généralement suivant plusieurs courbes, de sorte que le probIcriK* 
admet plusieurs solutions lorsque les données ou la nature de la question ne 
font pas connaître celle de ces courbes qu’il faut seule conserver. 

216. Les courbes, projections d’une courbe de l'espace, peuvent comme 
telles se terminer on des points, au delà desquels. elles se prolongeraient si on 
les considérait dans leur plan et indépendamment des courbes projetées. On dit 
alors que ces courbes reçoivent les projections des courbes de l’espace , lesquelles 
projections semblent se terminer brusquement en certains points par des motifs 
que nous aurons l'occasion d'étudier plus tard. 

217. Les projections des tangentes à une courbe sont tangentes aux projections de ta 
courbe. En elTct, soit une courbe C et sa tangente T au point -m; les points sue- 
cessifs m et ni' appartiennent à la fois à C età T (165) donc et m** se trouvent 
en même temps sur C* et sur T*; mais il est évident que m* et m'* sont deux points 
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suocascir» (194), car si l’on pouvait placer un troisièiue point entre eux , en éle- 
vant par ce point une verticale, elle serait placée entre les verticales élevées des 
points et m'*, et irait couper la courbe C en un point placé entre les poinia m 
etm', qui par conséquent ne seraient pas des points successifs, contrairement é 
notre Itj pothèse. Donc T* est tangente à C‘ au point m\ projection du point de con- 
tact m de T et C. On montrerait de môme que T’ est tangente à C’ au point m*. 

La réciproque est évidente, car si T* est tangente i en et T' tangente à 
C en m’f les points successifs m et m' seront communs à T et C; donc T sera 
tangente à C au point m (*). 

218. Supposons un fil enroulé sur une courbe Cà double courbure et que l’on 
tienne ce fil tendu ( afin qu’il reste toujours tangent i la courbe) en le déroulant, 
il engendrera par ses positions successives une surface développble (n*2l1 , T) 
et un point quelconque de ce fil engendrera une courbe , qui sera une déver 
loppante de la courbe proposée C. Donc une développée à double courbure a 
une infinité de développantes situées sur la surface développable, dont celte dé- 
veloppée est l’arèie de rebroussement (n* 211). 

219. Si par tous les points d’une courbe plane C {fig. 17S)4>n mène à cette u»urbe 
eldansson plan des normales, ellesdélermiMnt par leurs interseclionasuocesaives 
la seule développée plane C'que puisse fournir la courbeC(n*201). Mais considérons 
la série des plans normaux à la courbe C ; par leurs intersections socoessives, ils 
forment une surlacc cylindrique A (a* 213), car tous les pians normaux étant per- 
pendiculaires au plan de la courbe C, leurs intersections sont perpendiculaires à 
ce même plan , et par conséquent parallèles entre elles. 

Cela posé , concevons par le point m de la courbe C , une normale N non située 
dans le plan de cotte courbe , elle sera sur le plan R normal à la courbe C au point 
>n et rencontrera les génératrices droites successives G et G' de la surface eylin- 
driquo A aux points m"et a"; si l’on joint nn", eette normale N' successive de la 
normale N sera située dans le plan normal R' successif du plan R et rencontrera 
la génératrice G" du cylindrcAen un point p"; si Ton jmnt encore pp", celle nor- 
nulesera dans le troisième plan normal, et rencontrera la génératrice G'" de la 
surface cylindrique en^" et ainsi de suite ; la série des points m", n", p", ... forme 
uœ courbe C'A laquelle les normales de la courbe C sont tangentes , C" est donc 



(*)Celhêorèm«o*est vrai qu^autaotqueU Ui)|^iit«T, an point m de la courbe C, n*eat pes perpendim- 
Uireau plan de projection. Ixiraque la tangente T eat perpendiculaire an plan de projection borixontale, 
per exempte, akirt T* eet tfn point qui ae confond avec m*. Dana ce cm parUenKer, Ja courbe C* offre au 
poiotsiA un potnl de rr6roi*afement , et ta Un^aBte, a« point eaC U projection enr le plan borinottlal 
de la normale au point m de la courbe C, Minée dmna plan oaculaleor an m à celle courbe C. 
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line développée de la courbe C (n* 201). On en conclut (ju'une courbe plane ou 
«léveloppntc plane, a une infinité de développées à double courbure situées sur 
le cylindre enveloppe des plans normaux à cette développante. 

220,Toutes les dévclop|)ées à double courbure d’une développante plane C, sont 
des hélices ayant la développée plane pour projection commune sur le plan de la 
courbe C. La dernière partie dé la proposition est évidente, puisque toutes les gé- 
nératrices du cylindre sont perpendiculaires au plan delà développante. Quant à 
la première partie, on nomme liéticeune courbe tracée sur une surface cylindrique, 
et telle que tous scs éléments ou toutes ses tangentes font le même angle avec les 
génératrices du cylindre. 

Cela posé., soit une normale de direction arbitraire dans l'espace (fig. 175) et 
menée au premier point in de la courbe plane C, elle rencontre les génératrices 
successives Cet G' sous un certain angles, et aux points m" et n''; joignant nn", je 
dis que cette seconde normale coupe les génératrices successives G' et G" sous le 
niémeangle, etc. En effet, la courbe C étant la développée plane deC, l’arc mucai 
un élément circulaire ayant son centre en n', donc mn' = nn' et les triangles rec- 
tangles mnV et nn"n' sont donc aussi égaux; par conséquent un a :mn"n' = mi"n'; 

on démontrera de même que np''p'=p"p'p, et ainsi de suite. Donc, etc. 

22! . A l’égard d’une développante à double courbure C, l'enveloppe de ses plans 
normaux n’est plus une surface cylindrique, mais elle est toujours une surface 
développable 2; si l’on mène une normale N de direction quelconque dans l’es- 
pace et au point m de la courbe C, elle est située dans le plan normal en ce point, 
et rencontre par conséquent en un point n la génératrice G de la surface dé- 
veloppable 2 ; si l’on joint nm' cette seconde normale N' cou[iera G' en un point n', 
joignant encore nm", cette troisième normale N''coupera G" enn", et ainsi de suite, 

les normales N, N', N", etc par leurs intersections successives déterminent 

une courbe C' à laquelle elles sont tangentes, et qui est par conséquent une déve- 
lopp«';c de la courbe C. Donc «ne développante à double courbure a une infinité de dé- 
veloppcet à double courbure riluées sur la surface développable, enveloppe des plans nor- 
maux d la courbure C. 

Chacune de ces développées est l’arête de rebroussement d'autant de sur- 
faces développables contenant la développante à double courbure proposée (n*2!7). 
Donc une courbe à double courbure peut toujours être placée sur une infi- 
nité de surfaces développables. Il en est évidemment de même d’une courbe plane. 

Remarquons que pour les courbes planes, le lieu des centres des cercles oscu- 
lateursaux divers points de la courbe est précisément sa développée plane : dans 
les courbes à double courbure le lieu des centres forme encore une courbe, mais 

2’ r»»Tit. 3 
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elle n'est plus une développée de la courbe proposée, car les norasales k la courbe 
à doubk courbure ou gauche donnée C, qui sont respectivement situées dans les 
plans osculateurs de celte courbe forment une surface gauche (*). 



CHAPITRE II. 

I>LANS TANGENTS AUX SURFACES CONIQUES BT CYLINDRIQUES. 



222. Une surface conique est engendrée par une droite assujetlie à passer tou- 
jours par le tommet et à s’appuyer sur la directrice (n* 213 ). Si on la coupe par 
une série de plans parallèles on obtient des courbes de grandeurs dilTérentes, 
que Ton peut considérer comme des génératrices de la surlace. Une surface 
conique admet donc une seule génératrice constante de forme, qui est la ligne 
droite, et une infinité de génératrices courbes dont la forme ou la grandeur varie 
d.ans chacune de leurs positions. 

Il est évident que l’on peut prendre pour directrice une courbe quelconque, 
tracéesur la surface et rencontrant toutes les génératrices droites ; si parmi toutes 
CCS directrices, il en est une qui soit un cercle, et si dans ce cas le sommet et 
le centre du cercle sont sur une même droite perpcndiculaireau plan du cercle, le 
(■j)ne prend le nom de cône droit, et la droite menée du sommet au centre du cercle 
est dite axe du cône. Remarquons que les anciens géomètres donnent à cette 
droite le nom d'axe, même quand elle n’est pas perpendiculaire au plan du 
cercle (**). 

223. Une surface conique est déterminée par son sommet « et sa directrice C, 
c’cst-à-diEC que ces données suffisent pour fixer complètement un point m, de la 
surface conique dont on donne une projection , par exemple, m* ; en effet par ce 



(') A ce njat , coyrz !« derniéra pA)|«sdu Traite ie feomeirir éeteriptive d« M«sos. 

(**) AbftiiBAnt datomixMi S d"an o^ne oblique uoe perpenUicnlâire Y sur le plan du eercle C, baM de 
ce càne, et unissant le sommet S stcc le centre o du cercle C par nue droite A (dite »e) , les anciens 
gc^mèires sppelaient le plan (Y, A) p/an de Vaxe. 
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point m passe une génératrice droite G, dont la projection passe par et m*, 
elle rencontre la courl)c C‘ en un point n* (|ue l'on projette verticalenicnt sur C* 
en n'; unissant n' et on aura G* qui contient m'. 

Un pourrait se donner le point n’ et chercher à déterminer n‘ de manière à ce 
que le point n fût situé sur la surface conique; pour déterminer n‘, on unirait 
les points s' et n’ par une droite G,* laquelle couperait la courbe G’ en un point 
* q* ; on déterminerait q* sur la courbe C‘ et l'on aurait la droite G/ en unissant les 
points et le point n* serait sur la droite G,*. 

Ainsi l'on voit que les constructions à effectuer |K)ur trouver le |M)intm% s’étant 
donné m*, ou le point n*, s’étant donné n*, les points m et n devant être situés sur 
la surface conique , surface qui est écrite graphiquement au mojen des projec- 
tions de son sommet et des projections de la courbe directrice du mouvement de 
ses génératrices droites, que les constructions, dis-je, n’exigent |>as autre chose 
<|uc cesqtrojections, en se rap|>clant toutefois (|iic toutes les génératrices droites 
rl'iine surface conique passent par le sommet du cône et s'appuient sur la direc- 
trice courbe, ou, en d'autres termes, en se conformant, dans les constructions à 
exécuter, au mode de génération qui définit ht surface considérée. 

Lorsque l'on considérera une surface (|uellc qu’elle soit, il y aura deux choses 
à considérer ; 4* le mode de génération de cette surface, mode qui la définit, et 
2° la représentation graphique de cette surface, représentation qui sera dite 
complète au moyen des projections de certains points et de certaines lignes ap- 
partenant à la surface , lorsque l’on pourra résoudre graphi(|uement le problème 
suivant , étant donné un point m‘ ou un point n' déterminer la position que le point 
m' ou le point n* doit avoir pour que les points met n de l'espace soient en effet situés 
sur la surfaee considérée^ et il faudra ijue la détermination ou construction de ces 
(loints m' et n‘ puisse s’effectuer au moyen de tracés ou constructions graphiques 
n’exigeant pas autre chose que In connaissance des projections des points et des 
lignes dites, seules nécessaires pour In représentation ou définition graphique 
complète de la surface, et en se conformant d'ailleurs dans ces constructions au 
mode de génération indiqué comme étant celui rpii appartient à la surface. 

Lors donc que par la suite nous examinerons une surface, nous commencerons 
par l'écrire graphiquement et par vérifier au moyen de la solution du problème 
précédent si un effet la surface donnée est bien complètement écrite: cela fait, 
nous pourrons nous livrer à la recherche de la solution des divers problèmes que 
l'on pourra se proposer par rap|>ort à cette surface. 

‘224. PaoBLÈNE I. Mener un plan tangent à une surface conique par un point pris 
sur la surface. Le point ne peut être donné qut par l'une de ses projections , par 
exemple on détermine sa projection verticale comme ci-dessus, (n* 22‘2). 
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La surface conique étanuléveloppable, le plan tangent au point m, est tangent en 
tous les poinU de la génératrice droite G (n* 209, 3*) qui passe par ce point, et par 
<x)nséquent au point n où elle rencontre la directrice C; il doit donc contenir cette 
génératrice G et la tangente T au point n à la courbe C. Le plan tangent est com- 
plètement déterminé par ces deux droites. 

Si ladirectrice C était la trace horizontale de la surface, c'est-ù-dire son inter- 
section par le plan horizontal (et alors la courbe C peut être dite bote horizontale * 
du cène) la tangente T ne serait autre que la traee H' du plan tangent; on trouve- 
rait facilement la trace verticale V’, puisqu'on connaît deux droites H' et G situées 
sur ce plan T. 

Si ladirectrice C était une coui'l>c plane donnée par l'une de ses projections 
et par son plan (n" 2t4 ), on aurait tangente à C* et l’on en conclurait 6* par 
la condition que la tangente 9 soit dans le plan de la directrice, et en outre 8° 
devrait psser par la projection n" du point de contact. • 

Dans tous les cas, on est conduit à mener une tangente en un point d’une courbe 
donnée par son tracé , la nature géométrique de celte courbe étant inconnue ; ce 
problème présente de très-grandes difficultés et ne peut se résoudre i|u’à un degré 
d'approximation très-loin d’ètre satisfaisant. Je suis parvenu à résoudre ce pro- 
blème d'une manière générale pour un point simple ou multiple d’une courbe 
dont on ne connaît pas l’équation (*); Haclictlc l'avait déjà résolu pour un point 
sinqile ; mais les méthodes que nous employons reposent sur dus considérations 
irès-élevécs et conduisent à des constructions très-compliquées et ne donnent 
en définitive qu’une solution approximative; de sorte qu’une semblable re- 
cherche est plus curieuse sous le point de vue géométrique, en ce sens qu'elle sert 
à démontrer que la géométrie descriptive a comme science une puissance qui lui 
est propre , qu’elle h’est réellement utile. 

Lorsque pour la solutiongraphiqued'unproblémconscra conduità construire la 
tangente en un point d’une courbe C*ou d'une courbe D', on devra dire que le pro- 
blème est résolu sous le point de vue géométrique, mais non sous le point de vue 
graphique, si la courbe C* ou la courbe D' est telle qu’on ne sache pas construire 
rigoureusement la tangente en un de scs points ; et lorsque l’on ignore la con- 
struction de cette tangente, on devra chercher à modifier la solution de manière 
à la faire dépendre de la construction d’une tangente i la courln: C* ou à la courbu 
D", menée par un point extérieur à cette courbe; car alors il n'y aura que très- 



(*) f'vyez (latu Tauvrage qui a pour liure : Cumpiéineni de geomélne deKnplteey le mémoire qui * 
pour titre : Conitlrnetion de la taugenfe en un poinf d*une courbe plunedont Cèquotion est inconnMe. 
Ce mémoire « été public pour la première foiadaiu le ?1* cahier du Joumal^e Tf^oola polytechnique. 
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peu il’incertitude sur la position exacte du point de contact ( la tangente étant 
men^ à vue et au moyen de la règle), tandis que dans le premier cas, la tangente 
étant menée a vue et au moyen de la règle, il existe une très-grande incertitude sur 
sa véritabledirection ; en sorte que si l’on doitemployer pour la suite des construc- 
tions un point assez éloigne do point de contact et situé sur la tangente, ce point 
pourrait avoir une position très-différente de celle qu’il devrait occuper réellement 
sur le dessin. 

Ainsi noos admettrons è l’avenir comme solution graphique suffisamment ap- 
proximative, toute solution dé[)endant de la construction d’une tangente menée 
par un point extérieur i une courbe inconnue et seulement donq^ par son tracé. 
Mais nous rejetterons comme ne pouvant avoir une approximation suflisante toute 
solution gnpbiqae dépendant de la tangente en un point d’une courbe don- 
née par' sonr tracé, et dont on ignore la nature géométrique et par suite la 
construction rigoureuseet géométrique de la tangente. 

225. ProblÈkb 2. Mener un plan langent à une surface œnique par un poiiii situe 
hors de la surfaee. Soient une surihee conique donnée par son sommet s et sa di- 
rectrice C, et un point m de la surface, le plan tangent T devant contenir une gé- 
nératrice, passera par le sommet s; donc la droite D, qui unit les points s et m, y 
sera contenue tout entière,- mais le plan T contient en outre la tangente G à la 
directrice C, au point où elle est coupée par' la génératrice de contact G, les 
droites 1) et O se coupent, donc la droite D coupe la surface développable, lieu des 
tangentes à la courbe C; cherchant ce point d'intersection n et menant par n l.i 
tangente O à C, puis la génératrice passant par le point' de contact x , nous aurons 
trois droites D, O, G situées dans le plan T, il sera donc déterminé. 

226. Pour obtenir le point n, il faut par la droite D faire passer un plan auxi- 
liaire quelconque X, chercher son intersection I avec la surface développable 
formée par les tangentes à la courbe C; elle contiendra évidemment le point u, 
qui est par conséquent à la rencontre de cette intersection I avec la droite D. 
Mais cette construction se simplifie beaucoup, lorsque la courbe C est une courbe 
plane , car alors la surfiioe lieu des tangentes à cette antre courbe n’est autre 
chose que son plan P, et l’on a à trouver l’intersection de la droite D et du plan P 
(n"màH3). 

227. Dans le cas d’une directrice’gaochc ou à double courbure C, il est plus 
simple de couper la surlacé conique par un plan quelconque déterminant une 
courbe K que l'on substitue è la courbe C èt pour plus de simplicité, on peut 
chercher laltase sur le plan horizontal ou vertical de projection delà surface conique, 
lorsque celte base on trace se trouve dans les limites dudessin. Cette construction 
s’effectue facilement et sans erreur sensible, car les génératrices droites de b 
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surface conique peuvent toujours s’obtenir eiactemeut ; il n'en est pas de même 
des tangentes à la courbe C, ainsi qu’on l'a dit ci-dessus ( 224 ). 

228. Problème 3. Mener un plan'ungentàtme atrface conique parollélement à une 
droiu donnée. Le plan tangent devant contenir uncgénérairice droite passera par le 
sommet «de la surface conique; cela posé, si par un point quelconque d’un plan 
parallèle à une droite, l'on mène une parallèle à la droite , elle est tout entière 
dans le plan ; donc si par le sommet s ou mène une parallèle Ü à la droite donnée B, 
on sera conduit à construire le plan tangent par la droite D, ce qui est précisé- 
ment le problème 2 précédent. 

229. Problème 4. Mener un plan tangent commun à deux lurfaces coniquet ayant 
meme tommet. ^ les deux surfaces coniques sont données par des directrices à 
double courbure, ou par des directrices planes , mais non situées dans le même 
plan, on les coupera par un même plan P, et l’on considérera les courbes C et C 
d’intersection comme les directrices des deux surfaces. Cela posé, le plan langent 
doit contenir une génératrice droite de chaque surface et les tangenlesaux courbes 
C et C' aux points où elles sont rencontrées par les génératrices de contact , mais 
ces deux tangentes étant l’une et l'autre dans le plan P et dans le plan tangent se 
confondent en une seule droite intersection de ces deux plans. Il faut donc mener 
une tangente commune O auxeourbes C et C', puis les génératrices G et G', qui pas- 
sent par les points de contact, et le plan tangent devra contenir ces trois droites. 

Si l’on prend les bases ou traces horiiontales des surfaces coniques , leur tan- 
gente commune sera la trace horizontale du plan tangent. 

Si les deux courbes C et C' sont extérieures l’une à l’autre , ou si elles présen- 
tent des parties saillantes et des parties rentrantes, il sera généralement possible 
de leur mener plusieurs tangentes communes , qui détermineront autant de plans 
tangents communs. Mais si les deux courbes C cl C' sont convexes et que l'uue 
d'elles soit intérieure à l’autre, il sera impossible de leur mener une tan- 
gente commune, et par suite les deux surfaces coniques proposées n’auront pus 
de plans tangents communs. 

Remar(|uons en passant que si l’on coupe les deux surfaces coniques par un 
plan quelconque, les courbes d’intersection présenteront toujours les mêmes 
circonstances , ce qui est évident. 

230. Let plans tangents à un cône droit font tous le même angle avec «a pim perpen- 
diculaire à l'axe du cône. En effet, soient so (fig. 170) l'axe d'ua cOne droit, 
perpendiculaire au plan horizontal « et C sa base sur ce plan ; le plan tangent T 
le long de la génératrice sa coupe le plan horizontal suivant la tangente 0 au 
cercle C, mais le rayon oa étant perpendiculaire à 6, l’oblique sa est aussi per- 
pendiculaire à 6, donc l'angle dièdre formé par le plan T avec le plan horisontal 
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est mesuré par l'angle *r» formé par la génératrice de contact sa avec le rayon aa , 
ou avec le plan du cercle C , mais toutes les génératrices font le même angle avec 
le plan du cercle C, donc aussi tous les plans tangents font le même angle avec ce 
plan perpendiculaire à l’axe. 

231. Prodlêmc 5. Mener é une surface coiùque un plan tangent faisant un angle 
donné avec un plan donné. 

Soient* (yîÿ. i77)le sommetet B la bascou trace horizontale de la surface co- 
ni(jue 2 proposée, cherchons 1 * un plan langent faisant avec le plan horizontal un 
angle a. Considérons un cône droite ayant son sommet en «, son axe A vertical, et 
dont les génératrices droites fassent avec le plan horizontal l'angle a ; la projection 
vcrticalcpdc la génératrice r du cène A qui sera paralléicauplan vertical fera,avec 
la ligne de terre, l'angle a, et elle rencontrera le plan horizontal en un point a 
déterminant le rayon »*a delabasecirculaireou trace horizontale C du cùne A. Tout 
plan mené parle point « et faisant avec le plan horizontal l’angle a sera tangent à 
ce cAnc droit A, donc le plan demandé doit être tangent à la fois à la surftcc co- 
nique proposée 2 ou (*, B) et au cène droit A ou (*, C); sa trace H’ sera donc 
tangente à la fois aux deux bases B et C , qu’elle touche aux points p et 7 , d'où 
l’on conclut les génératrices de contact G et F; la trace verticale V’ devra passer 
par le point {, intersection de H' et de LT, et par les traces verticales des deux 
génératrices de contact ; lorsque ces points sont hors des limites du dessin, on 
trouve un point b de V’ par une horizontale K du plan T, menée par le sommet «, 
ou par tout autre point de G ou F ; ou encore par une droite quelconque s’ap- 
puyant à la fuis sur deux des trois droites IF, G et F déjà connues dans le plan T. 
Dans la figure 177, outre le plan T construit , il en existe trois autres , car les 
deux bases B et C ont quatre tangentes communes; nous n’en construisons 
qu’une pour ne pas embarrasser la ligure. 

2* Un plan tangent faisant avec le plan vertical un angle p. On devra eonsidérer 
un cène droit ayant son sommet en *, sou axe perpendiculaire au plan vertical et 
dont les génératrices feront , avec le plan vertical , l’angle^; puis mener un pian 
langent commun à ce cène droit et à la surface conique proposée. 

3’ Un plan langent faisant un angle y avec un plan donné P. On devra con- 
sidérer un cène droit ayant son sommet on *, son axe perpendiculaire au plan P 
et dont les génératrices feront avec le plan P l’angle y, puis mener un plan tan- 
gent commun à ce cène droit et à la surface conique proposée. 

232. Si l’on coupe une surface cylindrique (n* 213) par une série de plans pa- 
rallèles, les courbes ainsi obtenues sont toutes égales entre elles , et l’on peot 
concevoir que l’une d'elles engendre la surface en glissant parallèlement à elle- 
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nièrac , de sorte que la surCaoe cylindrique a une iolioité de génératrices courbes 
toutes constantes de forme et de grandeur. , 

233. Une surface cylindrique est déterminée par ses deux directrices, c’est-à- 
dirc que ces données suffisent pour fixer complètement un point m de la surlace, 
dont on donne une des projections, par exemple , m*. En effet, par ce point m passe 
une génératrice droite G de la surface , sa projection verticale G' passe donc par 
m' et est parallèle à la projection verticale D° de la directrice droite D de la surface; 
elle coupe la projection verticale C' de la directrice courbe en un point projec- 
tion verticale du point n d'intersection de C et G; on en conclut la projection hori- 
zontale n* sur C‘, puis G* menée par n* parallèlement à I)*, et la projection hori- 
zontale m* doit être sur G*. 

ün voit par là qu’un point m” du plan vertical ne peut être la projection verti- 
cale d'un point de la surface cylindrique, qu’aiitant qu’il satisfait aux conditions 
suivantes : 

1* Qu’une droite G* menée par ce point parallèlement à D* rencontre C* en un 
point n° ; 2° que la perpendiculaire abaissée du point n' sur la ligne de terre ren- 
contre C^. Quand ces conditions sont remplies, il y a généralement plusieurs 
points qui ont la même projection verticale. Il en serait de même si l’on se don- 
nait d'abord la projection horizontale m*, et que l'on]se proposât de déterminer m' 
de manière à ce que le point m de l'espace fOt réellement situé sur la face cylin- 
drique. 

D’après ce qui précède, on voit qu’une surface cylindrique est écrite graphi- 
quement et d’une manière complète , lorsqu’on se donne les projections de lu 
directrice courbe et de la droite à laquelle toutes les génératrices droites 
doivent être parallèles (n*224). 

234. Problème 6 . Mener mplan lantjenlà une turface cylindrique par un point 
pris sur ta surface. Le point ne peut être donné que par l’une de ses projections 

. m*, on trouve l’autre projection m', comme ci-dessus (n’ 233). La surface cylin- 
< drique étant développable, le plan tangent au point m est tangent en tous les 
points de la génératrice droite G qui passe par ce point , et par conséquent nu 
point n où G rencontre la directrice courbe C; le plan tangent doit donc con- 
tenir cette génératrice G et la tangente T au point n à ia courbe C. Le plan tan- 
gent est déterminé par ces deux droites. 

Si la directrice courbe C était la base ou trace horizontale de la surface cylin- 
drique, la tangente T à cette base ne serait autre que la trace H' du plan tangent. 

235. Problème. 7. Mener un plan tangent à une surface cylindrique par un point 
Mtuê hors de la surface. 

Soient une surface cylindrique donnée por ses deux directrices C et D, et un 
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poiDi m «iué hori de la «orfaoe ; te pfan laftljeniW^^al conicnir une g^n^rairJw 
ilfone G , si par te point m on mène une parallèle A ^ petie cèuèralrice Or elf* 
MM toui cmiôre dans le plan tangcm T, mais ce pian T coniieni on opt« la taîl- - 
««Ole e à la direclricot^be C , au point où cite asi coupite par la Bènèratrire-^./ 
OMlMt 6; les -dftfhesA et © sîinéd# daos-un »ôniè'j»lan se toupeul,; donc îii . 
<^te A renoontra la sorfi^ déMloppaltlelicndeslengenresà la courbe G ; chét;.' • 
^tce point rfiniècsectio'ü a, et menant jiar li £| tangenfeè A Ctipûtfla gériè^ 

' ratriceG passani par le point de contact xrnous.aùi^ijs ttoU droites a', B -GV lfr 
'Méesdaicrie pian langent T. ■* ' . f’: '■ ’ 

V Loi^uela equrbé g est plane, le fieu de sIm Wngqnifls i'esi Sèe q„c âonilàn*’ 
P, cite pona n est alors rmlerseclion de la droite A et dii plan P. Mais si la 
cwbdC i»l à double courbure, la détermination du ,K>îni i. serait très-êonii . 
plaquée. Dans cp.cas,.on |)«ul couper te «urfooery'tindriquopar'ite plan W-*' • 
époque P, orrobiieoMihsi fine courbe plaiie' K ,AfueVôn 'peut péeqdre poMr .Ifr ■ 
loctrîçei^urbe d# b ^rfacef et jdus «impleraent encore on cberefie l4 rmce 
Uor^Mtale-Oubase «te;te .surfaçc,/ilo« le’|K)iiis n est la t'raM.hdrizomnfi^ 
de te dfoUpA<et la twigepte a devieitt U. tracé horixonute rW plan t:m- 

gemT. '.*■ ;r». . ' fi' .*'• 

^ im. PaoBLtaE 8. Mener mpktà langeni A, une surface pu^tiëemçui à 

aroue lionnve, ' ’ ‘ ' ' , --'i*-' 

%vla 8urlV» eyliodriqneesl donnée parnn^irectiTefl'à dWile courl.u7è) Ah 
fteoupera par un phin P suivant une courbe plane C, que Ion prendra pour jii 
reoiric8de^Jn,surtece; ou raieu*, si les limites de te fenille de dessin le ' ’ 

T!‘’ )««« «"^ce horizontale de la sur0fc(»c) lindriquè<l<)Dnérl!r 
ixda laR'.'Si par uq |>oint m quelconque dq la droite donniie A/ oiv.codduil ohî' ' ‘ 
dr^.te-BpwaUèle aux génératrices droites du cylindrq^ le-pten Q de ces deuV' 
daoites Aet 11 sera parallèle au plan tangent t demandé, pr il contiendra dou\ * 
telles paralteles à ce plan et non iwraltèlcs entre eUcs; .dooe son iniersection 1 - 
^ le plan P sera parallèle àl'intérscctionidte.pJaDs^ P èl T.; or, celle dcfii^' 
^tc videjnin^ être teogcnie à fa dieeotrice % donè mqnarit Mte-cohrbe G u^é " 
parallèle à H, puis te g(Toératrice.di»ûe G appartenant ab' irylfndèè' 
te^uclJe pa^par te |M>iQi de contact j ces deux aroilcs © et 6 détertninertnt'te^ 

Iteo langent demandé T. j" -■ ^ 

%,!P7. paoBi-LuAtA Mener- ws .ptan tangent amimuii â deux surfaces cMndrUtm ' 

jmümt SfM A nnaÀ>ks^L ^/a ^ ! æ ^ uy es 



«Ane dsreetnee droite. Si les surfaçi», cy Hndriques sont donlnW par .lok , 

<H»W«io«fccuui:bwè double ^urbpret^u pVdesdircctrioescouriies pte'iHsii^' 

*n^ même plan, on lescoiipfra par un plan P suivant desc(.ui*e«^; 

iMfl!»e !,^îte«Wt« prtti^dûwsb^^ 8uriii^i«t:«Ppteit-n ; 

V .-a* «iWr*. »>•* . ■; -• -r_ 
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cuupora te (rféo tangent T , suivant Une tangente commune gux deux C(>urbetX<^ 
et.'6'i construisant donc celte langcnle'' commune H, puis tes deux génén^ 

■ ti^»s droites G et G' passant respectivement pr les points de contact de ■ 
.'avec € cl C', on aura trois droites 0, G et G' situées dans la plan tangent dar 

mandé T. • 

•!'VU38. PnOBLSHE 1(K Cotttlfuire -a me turface cytmdrûfue un plan tangent faiigSt 
wi angie difiuÉ iwee un plan duéné P'* Soit donnée la- surfaeê cylindrique, par À . ' 
.ba£aou trace liorkontale B et par sa directrice droite I); prenons un points. quel- ' : 
conque pour sommet d’une saef^ conique A do révolution , dont l’axe soil per- 
(lcnüicd^airaou■pian P ef dont les génératrices fassent avec cé plan' l’an.gledoni^; 

«y.' par le somineta menons une droite K parallèle é D, puis par ceue.dimite-ùn 
plan 0 langcnl 'à la surface conique A, ce' plan ; s’il n'est jm tangent é la sur^cc. 

• <’y)iudrii|uê, sera paridléie au plan tangent demandé T, donc 11’doi.f être para'l-' 

■ léle à U* et tangente à B. Un' voit qUe le problémè sera possible cltaque'fi)^ - 

quel» droite K ne percera pas le plan P en dedans du Cercle, base de la suV 
taco ooniquê 'iTç rév^lution^' ot dans ce cas il y aura généralement plusmirs ' 
.jutions..' ’■ 

,T 23iK pRt)BLbMK /iwfttiure uu pia/t tanfjfmi conmutrt^ drim sutfàix^ ami^ùes . ' 
/rÿaiil n«c indtne ikreêtrioe'el \let lomitiets diffirenu: Solcut-C. la directrice cou^ 
îVnn.nHine, les deux sommets, le plan langeai passera )iar les deux soinmè^ : 

Pt par conséquent H eoniiendra la droite D qui les unit ; il Contiènt en outre une 
UitigenieQ à C, dont ôn trouve le point n d'intersection avec Ü en cherchant rinl> 
tcrsection de U avec la surface développable, lieu des tangentes à la courbe G. v' 

^ ’Gelle conslriKtion est ‘très-simple quand la courbe Cest plane; dans le'caÀ'CnA*» 
-hairc on peut couper' les suriâcos çoiiiqués par un plan P, sniVant des courbés 
k et K-i chercher l’intersection m de cfe plan et de la droite D, et menantde m upe 
tangente é la courbe K, on est assuré qii^elle est en même temps tungente i K^-' 
cette tangente et la. droite G déterminent le |tlan langent. Il est évident qfu> ■ . 
le problème serait impossible si de point m était intérieur é l'une des courbha '• 

k;«ll k'. !.. ' ffi-'.. 

‘ "SéO. PnoncÈac i'i.ConnIruire un plan tangent commuh à deux turjaceeeglindrtqttè» ' 
npouuii^ iiième'directrtce courbe. Lc-pISii langentdevanvcunienir une ^néralr^' ' 
droite d» chatpm surface, .si par un point quelconque m, gii mène des droites 
’ et A’fcspcctivemOnl parallèles aux générdtrices droites des deux cylindres donii'^pi* 
puis le plan déteruiiiiô par cas droites A et A', le plan langent cherché T, séfo ; 

’ |tarallèle au |)ian P; on 'roupera donc les cylindres et le plan P par-an plab:,4|}k '< 
aùivanl lercourbes k et k' et la droite I, on mènera à k et k' UQ$ lang^te^^ 
canuuuae, cl. comme Vériücation 0 sera parallèle à k'HKbk an ihèoet;» les^j^ilÀéhi- • • 

’ ''•■..•V ' 

*• ^ « • w • ^ .**%*. 

.V X * *• 4 ■ . ■ ' 

•' ' f ‘ 't • ' 'a 
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tripes 4)rujtes-du;conlacl G ' ét G'; el l'ôa aura trois 



tn n iki Tt savoir G, G’ et 9.' . 



rois droites do 4ila^4aagent'4^'^ - 

■ ■ ■■■■^ 

► fl ^ ^ ‘ » V • 1 

* . . • O * * V . 1 



1 . 1*ROBt.ÈME 13.^ Construire un ptaii tangent commun à une surjàce conique et /) 
uuè.eurface cgtindrùpK ayâni mdptf di/vetrice coar^. Ce pian doit passer jar le soniTv, 
nieC i( cia oûne et'Ooateoir une droite D raeodê. pârce s&nmet parallèlement ' 



■- < 






’aujt génératl’ices droites du cylindre , l'on rentre doue dans la construction d'tiij 

*, ^biéme déjà rmlu (n* aU8)[. •** ■.* i-î r ' * •’ /'J 

,.H est évident qoo l’on devrait effectuer les mêçaes construetibris si r<{n cMûuail ‘ • 

. dqiu Surfaces coniques, ou deux sarCices cylindriques^ *00 m»<ssurfaécco(biqUé^<i', • . 
uné'surnics cyliAdriqua, qurn’auraient |)as de ÜircctrrcO'eodi'be aimmune, mais'’ 

<tsin ce cas le problème est généraleiiientjuipossiLlu, excepté dans, des cas prti' • . 
cutiers, qu'il serait facile de concevoir , d’aprôs ce qu'on vient de dire (n**2^,- 



rnwij: 

^42. PnoBLèiu: 14. Mener des plans tangenttÿ parallèles entre eux , àjdetàe tutfe^e' 

' coniques de sommets difftrenû: Soient s et l' les Sommets^ B Cl B' les bases ou traces ^ 
Itsrizonlaletf des deux surfaces coniquos, concevons les plans tangen^ T et T'ooya^ 
stroils et supposons que le cdnô (*', B') sè meuve paralléienioirt à lui-même Jus^ - 
,qu'4 ce que son -somirict vienne emneidor avec le soramét « dq edtid 3i 

œ moment les plalisT et T' coincideront. Si donc nous construisons la"base pii 
iràcc horizontale B" du çdne ( B' ) dans sa nouvelle position, qu* sc fera fa..' • 
uilcmcnt en menant par s des |>arallcles aux diverses génératrices de ce cène,' , 
' il restera à mener un plan tangent J commun aux deux oônes J(s , B )<et (r, B") 
ayant même sommet ( n‘ 228 ),- puis par le somipel • un phni T parallèle S'.ct' 
plan T. . , ' V 

On voit qu’il y aura autant de solutions qu'il existe de tangentes communcsaux . 
fieux bases B et B^'; si l’une de ces courbes est enveloppée par Vautre, il sera ira- 
■ possible (ie meiier-des plans tangents, parallèles entre eux, aux deux èurlàces 
' ■ uOniqiies ( 1 , B) et (VB'^, 4 moins cependant que les courbes B et B" ne présentent , 
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dès parties saillantes ol des parties rentrantes, auquel cas elles pourraicnLencov^ 

ne. 1 ' ■' - ' '-V. 



avoir (|uclque tangente commune. 

243, Problème Mener^deùx plans tangents, parallèles ettire eux, à une surjeux 



'^eaniqlnf et à' une surface cylindrique! Le plan tangent T' à la surface cylindrique- . . 
devant contenir une génératrice droite dc-celte surface, si .|iar le sominot • de Iji ' 
surfaee conique on mène une droite i) parallèle aux génératrices de la surfaeê... 
cylindrique, elle doit être entièrement situéo dans te plan langent T, on est ^ . 
donc conduit 4 mener par cette droite D un' plan langent T à la surfucç-t^ 




• uîque'^.pu'is un plan T' tangent 4- la surfupc cylindrique et pairaljèleau plan-^^ -? 

n•23ff). >' . , - ..-V ^ • 

. • • •' • ‘ ♦• . V- V* . ’ v i ^ ••k':.. . . . 
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Meuer ries plxm* lônginu i fàrnt\è»s entre exùi, à deux sMrf(^s_ 
plan langcni T à la pr«*(»i^ surfa re doit contenir une généra-' 
'^e celle surface, le plalV' tsin^euf T à la seconde |to4ie« 6on- 
icnlr nne généralrice droilo G' de celle surfhc«i si donç par uApSint /{oelconquc. 
n» on'fail passer deut drtjites-D et D'Te^wliYement paraflêles ^ jbes généra,- , 
‘iricès G el G' el un pfcin J’par ces deux déoil^j'fi et D', il n’y aura ^furifu’à 

• mener des plaus langertls aux surftices proposées qui 'soient, parallèles â ,r,e 

■ •'" 2-15. Paoiaiye 11. Jlfrnrr unejiormnie commune à detu surfaces coniques., b» ù ' 
«»»c surface cniiique et ri me surface ajUndrique, ou enfin ri deux surfaces ajimdriques.' 
Une normale » une surface en un'poinl m est perpendiculaire au plan tangent à 

la surface en co point, une normale commune à deux stufacos en despèints »ii cl 
'‘à esl |)crpcndiculaire à la lois aux plans tangents, menés aux deu* surfaces en c<^ 
points m et », donc ces plans tangents sont lîarallèles; pour résoudre le problème ' 
■actuel, il faut donc construire lesplans tangents, parallèles entre' eux, aux deux 
surfaces proflfesées (n**212, 2t3,‘2A4),' trou?er les génératrices droites de con- 
- tact, el lardroiie qui’mcsuro la plus courte distance do'ces deux' génératrices de 
coulaci (n* 437) est la normale commune demandée. ‘*‘4 ■ ' vè'/ V 

■ f ' iHübis. Lorsque nous^nsidéron^ le plan langent T i nne surface conique (t/Q, ' 

' dont le point s est le sommet cl la courbe C la directrice „ el que nous disons le 

plan T est tangent au cènosuivant une génératrice droite G do la surface, nousepif 
ployons une cxpVcssion 'particulière' pour abréger le (lis'couraj.eat* si noos rôiiHoè- 
vons fa droite G , elle coupe la courbe C en un point m , et si en ce point m noua 
menons la tangente 9 à lu couébe Ç, le plan T est détorniiné por Icsdroites-Q et 
orla tangente' 0 contient les deux, points successifs m et m' de là courbe C ,,dés 
fors le plan T coptient les deux génératrices successives G et du cène", la pre- 

■ passant par le point m , et la seconde par ie point m', de telle sorte qu'eq . 

, r^lér le contact n’est pas une droite G entre le cône et son plan tangent, mais' 

bien deux droites successives G el G', ou en d'autres termes l’élément superficiel 
l't n'ngiilairc compris entre tes deu,x droites successives G et G'. - . 

li en est évidemment de même pour une surface cylindrique', son plan langent . 
contient aussi deux de ses génératrices droites successives'^, mais pour abroger le « ■ 
discours, nous disons /a droite de contact au lieu de dire t’ élément Hffterfieiel 
rommvn àù cylindre'el à son plan tangent.' ■. ■-'<e- 

■lairsqite doux cônes £ et £' ont une gépétatrice commune-C , et'Icurs sommets ■ 
•V et / siltiés sqr’ cette droite G ,''’si ôb les coupe par un plan-P on obtient deôx 
courbeé C eiX' ayant eiteoimhiin le 'point m cti Icquebk droite G est coupée par 

• Wpian P.. ‘ 



\ • 




■Si les deux courbto C ei C'sc croiséniau poîiU ni, i«s deox eOoe» Set y^'wr- 
irecoiipeot suivant la droite G ,■ mais si les deux courbes Cet C’ ont une* tsngeolb 
oommunee aupoînl mf alors les deux cônes 2 êlï' Sont tangents Fiin à Pauiro . * 
suivant la droite G, c’esl-à-dirc qu’ils ont un plan tangent commtin T ddterminô •• 
par les droites G et ' à ' v 

Mais la.droite © ayant en commun àvec lés courbes C et C'î les deux_points>suc» , 




De sorte que l’di^ent sùpei^Gciel de conlâct du^no 2 et d^on plan tangent^ 

T J nlesl paé le^môme que l-élément''8U|icrliciel de côniaot du cône 2' et' de ce 
même plan T; 'en d’autres te^raesV les deux cènes i et 2' n’ont pas en commun - , 
deux ginératri^ droites successîvqs, mais seulement en oomnkio une gwtlei^ •• 
deux éléments superficiels* forroanl leur .contact avec 1^ plan Tandis 'quê^ 
lorsque deux. cylindres sont’en contact sulviinL une gén^atrlce droite G , ife Dut 
toujours en commun deux génératrices successives Gel g'. ' ^ 

'On peut rendre compte deée (pilee passe entre Jeux cdncd et deux cylindres 
tangents entré eux vivant une génératrice droite ,,de la- manière suivante ; ; . • . • 

. '! 1‘ Un plan peut étrejîngendré par une droite passant par ^ point l«c; et s’ajK . 

payant dans son mouvement-sur une droite;’ dans ce cas le plan a le 'mèmè mode 
• lie généraliori que le cène. ■ ^ 
. . 2* Un plan peut être engendré- |)or une droite se mouvant psraUètemeifl à élle-, ^ 
même en- s’appuyant sur une droite;. dans ce ras ..le plan a le même mode •' 
génération que le cylindre. ' ' . . ' '•t'"'. 

Or, lorstjüe l'on considère un cène et son plan ungeiti, suivant la généra(noe’. 

G, on peut sup'poser le jdan cngendré|)ar la droite G passant par le sommet « du * 
rêne, et se mouvant sur la tangente © à laùürectricé courbe C de .ce côiie;. I«^ 
deux surfaces, Côoe et plan , ont donc le raeine tnode de génération. -t - 
Mais si. Ton a deux cène8'2 et "2’ tangenîs entre éùx' suivant une droite G, et 
‘ ayant dos sommets dilTérents.x et v'siluéssur le plapT tangent au cène 2 suivant G, 
ce plan T devra être considéré comme engendré par ta droite G, s’a|ipuyant^ur la 
^ langenlo ©à la courbe' C en passant toujours par le points, et.ee même plan T- 
uomme tangent au • cène 2' devra être considéré comme engeüdré par la même 
, droite G s’appuyant snr la mèmè droite © tangente i la courbe C' ( puisque Jes-- 
•'.ourbes C et C'sont par hypothèse tangentes Tnne è l'autre), mais en passapi. . 
constamment non plus par le sommet s, mais au eonlraire pprle sommet 
.*,^En sorie.que le plan T n’a pFus le même mode de génération lorsgb'on le coiir 
sidèhe comme ia'ngenld'abo'rd atilrène 2 et ensuite atkcène 2'. vl.‘ ; ’ 

•' - . * ^ \ ' C • • ' I*» *• 
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,'Lm' élémeols superflcitifs de contiicl né sont 1deQti<)uctiicnt les mêmes que , 
itour deux' surracés ayant idcuiiquement le ibéntc'mode de génération, ainsi 
jMuir deux cOnés ayant même' sommet ou d«u% cylindres àyopt jeûrs génératrices . 
droites parallèles (*);^ 1 . • ; ■ ‘ ^ 
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■ . ’ . . ■ J ' ; % - ■■'V. _ ,t 

,2i0. -line surface 2 est en général 'engendrée par le niouveincnt continu ühinc 
ligne G droite ou courbe (u* 202); elle est alors dite lo lieu fféomèiriifm^des \io- •' 
KÎtioés successives occupées par la ligne mobile G, et ceito ligne est dite généra- ■ 
triee de la surface 2. La géncratricerdans son mouvement , quittcl’une de ses po-, ' - 
sitiuns G pour venir instantanément en occuper une autre G', de sorte qu en 
vertu de la loi de son mouvement ou du mode de génération de la surface 2 , il 
>4t im|>ossible de placer sur cette surface une position' de la génératrice. entre les 
deux G et G', ct^deux génératrices sont dites , fmr cette raison , génërairicei tue- ■ 
Teasive* > elles comprennent entre ell^une portion de la surf;^ 2 qui est iiifini- 
«iient petite dans le séns du mouvomfflt de la génératrice G. surface se trouve- 
rait ainsi décomposée en une thPinilé (Kélémente superficiels iuCoimcnlpcüts dans 
un sens. -Mais en changeant le' mode de génération de la surface, ou , ce qui 
revient au même la loi du mouvement de sa génératrice, lo surface se trouvera 
décomposée en un autresystème d’éléments superikicis également compris par 
dèux positions sücceaTivos dé la génératrice dans ce nouveau mode de génération. 
..'247. Au lieu d^engendrér ainsi laaucface par le mouvement d'une ligne gëu- ^ 
métrique, on peut concevoir une mrface S se mouvant également d'une manière 

' • r *" r-» s 

- “J,' . -eV . . 

chapitre Ttlde TVmrrage a^pant pottr titre : J)év 0 lopftmfnti dt géométrii dtêcfif- 
Itf*, Icf |»rS;gnpfc«'eiiui««|iii*1<]'*iatpMilti dtoviV moderde gÀiéntioD da nirfacw. 
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. (tuntinuc, «le sorte qbc cotl^ surfiusc quittera l'ufit Je ses positions S pjur veiiir. . 
innaqtanément en qdeuper une aulrê $', Je 4orte que &et, $' sont deux |>ositidin • 
successives de la suribee mobilé, car bn vertu Je la loi de son mouvement il n*; • 
a pas'de position de cette surface comprise entre Iqs deux & et S'. Si nous cô^sj dé- ' 

roDS'S.et S', non plus comme deux positions' diiférentns d'une surface mobile^ 
mais bren comme étant deux surfâtes distlnctoi; , qui peuvent*étre ou n’ôtrs pas .* 
ijtntjqqes, ce; deux surfaces se- couperont suivant une li^no C. Considérant une ' ' 
-tpnsième position de la surfiice mobilcj iesttw'aces S'el'S.'^se coupi^ol'Sui- * 
vaiK una.oourbcC’; en continuant de la même manière on détomânera une bérie 
de oourbcs G;C',:.C"^.fy, Je dis que Jeux de ees courbes G ^G'céhséculîVes' ; 
sont tçllés' qu'on pO peut pas cA pLaoeir une (roisiéiBe en vertu de la foi -par laquelle- 
éties onf été produiles;en êlTet cette t|oUiérae courbe Crt St.elJe existait, nc^poyJ- • 
r^ii'pros’énir q^e de rihtêr^ecUdn *de Fune des surface S, avec une surifoçe ' , 
comprise entre^itet ^ entre. S' et 8'', ce qui.éér impossible,* en «fertu de laJui. 

'du mouvement de la siirlboivS, donc c^te courbe CrO'exiate-fAs- Onviml dés'dora 
queGr G’’,^'^..V' Pcuveiilétr^ considérées comme les positrons successives d’une 
■»urbc G; qui pat son mouvement engendre une .surface >g. Cette aurfaco serait . 
le-lieii géométrique des positions: de la génératrice G,- mais comme mode, do ''■■ 
génération p est qbtonu qu'd ponerkvi, et qtie la surlacc 2 est réelloraenT engeB- •' .. 
drée par le moiiVepient «le la surfaces, on dit que ceuesorfi^ S, eti'V enveloppe «it* ■ ' 
. positions suuceSsîvementticcupécspar la surface mobi|p S, et les surfaces S, S',SV*>J ‘ 

4^1 ne ^nl que là surface S à divers instants de son mouvem^éntj- wnï dileS'Ies . 
envàoppée^ de la surface Zl'Lcs enveloppées successives so ctuipent suivant lea. ^ ■ 
’vourbes C,'G',*p" •:••• que l’pn nomme rùrtitrién'sîû/ars de la surface enveloppe -J/ 

^llri les caractéristiques successives Se coupent en des points évidemment sûè-^ 
pessiji' en vertu dé la Lui qui lOs détermine, et forment.,, par conséquent, VBe. " 
»oÙ*^bel'» «|ui est l’atete de rebroùuen^ui de la surface ï.{n* 21*2), -et ^:laquel|ir ' ' 
toutes leâcanfcterisùfpjés sont mngeotes'. . “ _ ' ' ’f- 

> . 248. L'envekippe ieft langrutf jiiime enveloppée quelconq^éa eh Vnuki pobntifè' *' 
lhcnractérixtiqiie'Ç,iater*epfion ddpettê&vetpppée S' eide V enveloppée pféddente 
'f )0 cll'ei la cai*HCtérUii(iue C rnierseciion do S et S', et la c«ract«jri8tiqoe C'niiei^ * 
siAJtion de S' et .S”; sont deux Courl>es situ^ é la fois sur les deux suriatass 2-el 
; ^par un point m quelconque de G-, on fêilpOsser un plan sécadt.P, oc plan coypera 
G* en un' point W iulinlment'Voisin de m êt lqs,ilcuxp6inlS:m etm^ seront deux _ '* 
teints successifs communs à' la courbe K intersecliua du plan P et déTenvoloppe • 
i,'^ef à fa courbe K' intersection du plaît P et «Je f enveloppée S'^ d« sorteqae,éos ! * 
«isiix tfüurltps k et k' auront mémo, tangeute au point.m- Gela poaé^ ie plan tan- • 
m^.^'«Dvôlop^e^X epadéUymioé par lesjangfeole»T(g|ft'imrconiibiM.t«ncÂ^^ *. 

• : > •' \ * '■ . 

• : •• * . = ■ • • x'W. • •/ * ; • 

■ . 'V »•-/„ ; . . t 
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l'j'ct k sur eeile le planùngenlcnm àJ*«nvâDpp«c S' est déterminé 'par^ . 

le* tangentes T et © au* courbes 6 et K' tracées sur cette slirfaco; donc le plan 
çea deus droites T et © est tangent à la fois â l’envelnppc £ et à l'enveloppév 
S'*, 'il cn'seràit^lc même pour tonfa.utrc point de la cacactérisiique.C, çe qui dé^ 
montrelottiéorêin^éffoneé.t.j ; . ^ ' 

•;ll résulte do ce fliénreme que si Mon veut mener un plan tan^nt à une surface ^ 
qdç l’on puisse •çonsiaérer cumfne renvolopjiée-d'iiné autre surfâcejà laquelle on- 
saclis déjé mener le pbn tanget^^n remplacera la surface proposée par- son ev 
veloppéâv«t-l'on nténera le plan taqgenti cette dernière surfitee; * . , , ' *' ' ' - 
2i0. L’pn 'pûqi ^naidércr deux modes prinorpaux dé Ibouvement , soit de là' 
géncralrice, soft de l’enveloppée qui engendre la surfoce ,2. ^ , ‘ 

îfl* La génératrice .courbe .G peut eonscr^er identiquemést la inéme* forme, et 
se mouvoir |>arallolemoiit i etiv-niémc de.-(na'oién qué tq» de.feÿjmipts m'par- 
cdore upe courbé donnée ü,*que l'on nommera Itr diôectrîce' dd mvuveinoot< 
Har.ces mots so nfouvoir (ràrallùleaient à'cUc-mém» on. doit entendre que dans 
un 'mslant 'itUininvent pe(H\ chaque fioint de Iji courbe décrit une .ligne droKo 
ioTininicnt peitte^ les ligues «tant tpntee égales eqteCoïlcs etdoarfrdircctmnk-'pa- 
ralléleaj ainsi lo point m doerk l’élément rectiligne Jnliniqient peut' ism^; delh 
iroui'be Ot il en sera de luérae'tlc toub-lcé àu^s points do la Cou||]e gônératrictr 
G^en continuant à foire mouvoir cette génératrice, on trouvera qu^ tous sespoiiMs 
décrivent des coqrbes idcpttqûcs à la ^rcctficcü. |^pas»nl derla position G à fo 
position successive G[, tousses points de la génémiriceÇ dnt'ldiWit ik^ drmièv 
, iigaiea et parallèles, <(ui prolongées forment ûné surface cjrjindrique; de même en 
|âS8«at dçlp positjon G' « Ja position loua les pôipU de la géncralrice dëo'rivenl . 

-<!ep droites égales, qui prolongées forment une second» siir^ce cylindr^qe, qui 
-pqul n'èlr’e pas.identique g précédente, car les éléments nîm ot môi^'deÿ di-> 
Vgolrice Llpuuvént fort biim.n'ètre paség|lement inclian âur.G et G'*, dc-spriur 
qb’aprét avoif snperposé ces denx courbes^ les ^nérdCriMS des Vloipc surfaces 

* cjlindriques ne coïncideraient pas,'mai< la surface cylindrique eorr^^adaol p ^ 
upe posidon quelçonque-G' de la génératrice .G sera déterminée par ceUo lustre 
G* et la' tang^’tc G au poFot mVliOsitién actuellement occupée |nr le point m'' 
Toutes les sorfuciM cylindriques ailiiti formées se coiqieul sucecsslvemmU sùisnat 
Ifv divcrses'générguices (S',- Gs.r,. a elles sont les enveloppées de la surface 2, . 
.que l'on pourrait par conséquent^engendrer par une surface cylinJriquë se.fflou- ' 
vaut de manrèreê’^qne tes génératrices soientqmraQétes successivement aux ta^' 
geqipsdq la dii^^ctrlèr! G, M'qoe toutes ws.qaraèUiriétiquef soient defrcourbcs ulen- 

'7^ûeg .et.parulléles.' Au |itiu<)e considérer ces. suéfo^ cy lindriques qp.pourri>f 

• po^»loj^j|ps loutejpu^ po\^' qd'eilen ^sfogpé^i 
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mêmes condilions, mais il est csscnliel de remarquer que loule surface ne peui 
pas êlTQ prise comme génératrice d une surface donnée , tout en lui assignant une 
loi de mouvement convenable, car il faut que les courlms intersections des enve- 
loppées puissent être placées sur lu surface enveloppe. 

2* La génératrice G peut rester semblable à elle-même et se mouvoir de ma- 
nière que deux génératrices successives soicnlsemblablcment placées entre elles, 
un {K)int in de la courbe G preourant une courbe directrice donnée D. Deux 
génératrices successives G et G' étant deux courbes semblables et semblablement 
placées déterminent une surface conique comme nousieverrons plus loin (Théorie 
de la rimilitude), dont le sommet serait à l'intersection de la tangente menée en m 
i D et de la tangente menée en n à une autre courbe D' décrite pr un second 
|H)int n de G. De meme G' et G" déterminent une autre surface conique ayant son 
sommet à l'intersection des tangentes en m'elen n aux courbes D et D', et ainsi 
de suite. On voit donc qu'on peut toujours se donner les deux directrices D et D' 
servant à diriger le mouvement do la génératrice courbe G , avec la condition que 
cette courbe génératrice G reste semblable à elle-même et que la surface 2. sera 
complètement déterminée, si les courbes b et 1)' satisfont à la condition de 
puvoir être situées sur une même surface cylindrique. Les surfaces coniques que 
nous venons de considérer sont encore les enveloppées de la surface 1, et dans ce 

mode de génération les courbes G, G’, G", en sont les caractéristiques. Dans 

ce cas encore l’on peut substituer aux surfaces coniques d'autres enveloppées 
purvu qu’elles satisfassent à la condition de se coupr suivant des courbes 
que l’on puisse placer sur la surface cnvelopp 2. (*). 



(•) t'oyez d»n« l’ourr»g« qni t pour liuc : Dételoppementt de géométrie deieriplive, le chapitre VII 
et dernier, qui traite det lüA'O'xeet petite en géométrie deeeriplke. 
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CHAPITRE IV. 

DES SURFACES DE RÉVOLUTION. 



Construction du plan tangent. 



250. Une surface de réwdutim est une surfuce engendrée par une ligne quel- 
conque à simple ou à double courbure {plane ou geatche ), (ournanl autour d’une 
droite qu'on nomme axe de rotation ou axe de révolution de la surbee. 

Dans celle rotation chaque point de la ligne mobile décrit une circonférence 
de cercle, dont le plan est perjicndiculairc à l’axe et dont le centre est sur l’axe 
môme, de sorte que l’on peut considérer comme caractère distinctif des surfaces 
de révolution d’ètre coupées suivant des cercles par des plans perpendiculaires à 
l’axe qui est le lieu des centres de tous ces cercles. 

Parmi les surfaces de révolution, il faut remarquer : 1° la surface conique engen- 
drée par le mouvement d’une droite qui rencontre l’axe ; 2* la surface cylindrique 
engendrée par une droite parallèle à l’axe ; 3* la surface sphérique engendrée par 
une circonférence de cercle tournant autour d'un de ses diainètres; 4* enfin nous 
aurons à étudier avec détail la surface engendrée par une droite tournant autour 
d’un axe non situé dans un même plan avec elle; on la désigne sous le nom do 
surface gauche de révolution, ou sous celui dhyperMoide de révolution à une nappe. 

La ligne quelconque, qui par son mouvement autour d'un axe engendre une 
.surface de révolution, est dite génératrice de la surface. 

Tout plan conduit par l’axe de la surface porte le nom de plan méridien, et la 
courbe intersection de la surface par ce plan est dite courée méridienne. Il est évi- 
dent que toutes les méridiennes sont égales, car on peut les prendre pour géné- 
ratrices de la sut face, et alors deux méridiennes ne seront que deux positions, 
différentes d’une même génératrice. 

Lo.s cercles, intersections d’une surface de révolution par des plans perpendi- 
culaire.sà l’axe, sont dits les parallèles de la surface. Les parallèles d’une surface 
de révolution ne sont pas égaux entre eux, excepté pour la surface cylindrique, 
de révolutioui 
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251. Par un point m quelconque d’une surfacu de rérolulion 2 [tassent toujours 
une méridiem" et un pnrnUéte, si l'on mène des tangentes à ces deux courbes, elles 
seront dans un môme plan, qui est le plan tangent ù la surface 2 au point m. 

Le plan langent eit perpendiculaire au plan méridien qui patte par le point de con- 
tact. En elTet soient A (yiÿ. 178) l’axe et M la méridienne d’une surface de révo- 
lution , considérant un point m du M et le parallèle C qui passe par ce [>oint, le 
plan tangejit en m contiendra la tangente T à la méridienne M et la tangente 0 au 
parallèle C; les plans du parallèle C et de la méridienne M sont perpendiculaires 
entre eux , donc la tangente 0 perpendiculaire è leur intersection est aussi 
perpendiculaire au plan méridien; il en est donc de môme du plan tangent. 

252. La tangente T étant dans le plan méridien rencontre l'axe A en un points, 

et si l’on supjmse que cette tangente T tourne autour de l'axe A en môme temps 
que la méridienne M , elle engendra un cône de révolution A, ayantavec la surface 2 
engendrée par M le parallèle C de commun, je dis que ces deux surfaces A et 2 sont 
tangentes tout le long de ce parallèle. En cO'et pour un autre point quelconque n du 
ce parallèle C, le plan tangent à la surface de révolution 2 contiendra latangentc0' 
au parallèle C, et la tangente à la méridienne .M' passant [>ar ce point n, tangente qui 
ne sera autre que la position T' qu'est venu prendre la droite T, en passant du 
point m au point n,- or, ces deux droites 0' et T' déterminent aussi le plan tangent 
à lasurface conique pour le point n; les deux surfaces Aet28unt doq^ tangentes 
en n, et suite en tous les points du parallèle G. * 

253. Si par le point mon mène une normale M ù la surface 2, elle sera dans le pian 
méridien ( n” 217 ), elle rencontrera donc l'axe A en un point t, qui sera le som- 
met d’une surface conique de révolution ayant le parallèle C de commun avec la 
surface engendrée par M ; il est évident que toute autre [wsition M' de cette droite 
N sera encore normale à la surface 2, l’on dit par cette raison que la surface co- 
nique engendrée par lu normale N est normale à la surface engendrée par la 
courbe méridienne M et qu’elle lui est normale en tous les points du parallèle C. 

254. Une surface de révolution admet six modes différents de génération, que 
l’on peut classer en deux séries de la manière suivante ; 1* Trois modes par 
le mouvement continu d’une ligne, dont la surface de révolution sera le lieu géo- 
itiétrique, et trois modes par le mouvement continu d'une turface, dont la surface 
de révolution serait l'enveloppe; 2° trois modes par le mouvement de rotation 
d'une courbe ou d'une surface autour de l’axe, et trois modes par le mouvement 
de (roiM/ation d’unecourbe ou d'uiie surface le long de Taxe. 

Premier mode. Une ligne quelconque k simple ou à double courbure tournant 
autour de l’axe engendre la surface de révolution; on lui donne le nom de géné- 
ratrice de la surface. Il est évident que pour engendrer une surface donnée, on 
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pourra prendre une courbe quelconque tracée sur celte surface, pourvu toutefois 
que cette courbe rencontre tous les parallèles de la surface, lesquels doivent être 
reproduits par la rotation des divers points de la génératrice autour de l'axe. 

DeuMime mode. La génératrice peut être nne ligne plane située dans un même 
plan avec l’axe, c’est à-dire une méridienne de la surface de révolution. 

Troisième mode. On peut encore engendre» la surface par sa méridienne, en 
ne la donnant pas directement comme dans le mode précédent, mais en la faisant 
naître par l'intersection de deux surfaces. En eflet par tous les points d’une méri- 
dienne M concevons des perpendiculaires à son plan, elles seront toutes parallèles 
entre elles et formeront une surface cylindrique 2, mais chaque génératrice droite G 
de cette surface cylindrique sera tangente à un parallèle P et au point x de ce pa- 
rallüleen lequel il est coupé par la méridienne M, donc cette génératrice G passe par 
le point X successif de x, les points xet x' appartenant au parallèle P; mais la série 
des points x ainsiobtenus forme évidemment une méridienne M' successive de M, 
laquelle est également contenue tout entière sur la surfacecylindriqueS. Si mainte- 
nant on opèrepar rapport à la méridienncM'commeon vient de le foire par rapport 
à la méridienne M, c'est-à-dire, si par tous les points deM'on élève des perpendiculai- 
res à son plan, ces perpendiculaires forment une surfooecylindriquel' identique 
à la précédente 2 et sur laquelle seront deux méridiennes successives M' cl M", les 
deux surfq()es cylindriques 2 et 2' se coupent donc suivant la roéridienn^'. En con- 
struisant une troisième surface cylindrique 2" sur M",cette nouvelle surface coupera 
la précédente 2' suivant la méridienne M", et ainsi de suite. Or toutes les surfaces 
cylindriques ainsi ^l^struites étant identiques, on voit que si après avoir con- 
struit l'une d'elles ovW fait tourner autour de l’axe, elle occupera une série de 
positions telles que deux positions successives se couperont toujours suivant nne 
méridienne de la surface de révolution, et par conséquent cette surface de révo- 
lution sera l’enveloppe des positions successives occupées j>ar la surface cylin- 
drique mobile. 

Quatrième mode. Si l'on fait mouvoir un cercle de manière que son centre par- 
coure l'axe, que son plan reste perpendiculaire à cet axe et que son rayon varie 
comme les ordonnées de la méridienne rapportée à l’axe , dans chacune de ses 
positions il représentera un parallèle de la surface de révolution et pareonsé- 
quciit ce cercle mobile engendrera la surface de révolution. 

Qnquième mode. Au lieu de donner ainsi les divers parallèles on peut les engen- 
drer par des intersections successives de surfaces. Si par exemple en un point m de 
la méridienne Mon mènela tang«nteT à cette méridienne (_/«/. 178) elle rencontrera 
l’axe en un point s sommet d'un c-éne derévolution A ayant pour génératriceT, mais 
cette tangenteT contient les deux points successifs met m'de M , lesquek décriront 
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tlcnx |>ai !ill«lcs successifs C Cl C' communs à la surface de révolulion el à la surface ^ 
conique A (la ligure ne montre que le parallèle C décrit par le point m); s. main- 
tenant on mène la tangente r à M au point m', elle passera aussi par le point 
suivant m" et sera la génératrice droite d’une surface conique A ayant deux pa- 
rallèles C' el c" communs avec la surface de révolution; ces deux surfaces connpics 
A et A' se coupent précisément suivant le parallèle C' de la surface de revolulioii; 
une troisième surface conique A", successive de A' et construite de la même ma- 
nière, couperait- la seconde surface conique A' suivant le parallèle C , et ainsi de 
suite. I>onc en faisant mouvoir dans l’espace une surface conique de révolution de 
telle manière qu’elle ait toujours pour axe la droite K et que l’une doses géné- 
ratrices droites soit toujours tangente à la méridienne M, les intersections de ses 

positions successives engendreront la surface de révolulion. 

Sixième mode. Si au point m de la méridienne M , on mène une normale, 
ira rencontrer l'axe A en un point a', el si de ce point comme centre et avec a'm 
pour rayon, on décrit un cercle K (que nous n’avons pas tracé sur la ligure ) cc 
cercle sera situé dans le plan méridien donnant la méridienne M el sera tangent a 
celle courlie M.ll contiendra par conséquent le point met le point successif»! de 
celte courbe M et en tou rnan t au tou r de l’axe A , cc cercle K engendrera u ne spliere 1 1 

ayant en commun avec la surface de révolulion engendrée par U les deux paral- 
lèles C el C' décrits par les points m et ra'. En opérant de môme par rapi>orl au 
point mV c’est-à-dire élevant une normale par ce point m' à la courbe M. laquelle 
normale ira rencontrer l’axe A en un point qui sera le centre d’une seconde 
sphère n' ayant en commun avec la surface de révolulion les parallèles C et C , de 
sorte que les deux sphères n et n' se couperont suivant le parallèle C'; une Iroi- 
sièmesphère n"conslruitc de la même manière coupera la seconde sphère n' sui- 
vant lè parallèle C", el ainsi do suite ; do sorte que la surface do révolution 
peut être considérée comme le lieu des intersections successives d’une sphère 
mobile dont le centre parcourt l’axe A eldonl le rayon est toujours égal à la nor- 
male abaissée des divers points de I axe sur la méridienne M. 

255. PROBLtHE i. Étant donnée une des deux projections d'un point d’une surface de 
réoolution trouver la seconde projection de ce point. Par des changements de plans , on 
peut toujours se ramener au cas où l’axe de la surface est vertical et où le plan 
vertical de projection est parallèle au plan de la méridienne donnée{lorsque la sur- 
face est donnée |)ar une mériduaine ). 

Cela posé : 

1* Soit la surface donnée par l'axe vertical A (fiy. 179) cl par la méridienne C 
située dans le plan méridien M parallèle au plan vertical de projection. 

Connaissant la projection m‘ d’un point m delà surface, pour trouver sa projei.- 
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tion verticale m' remarquons que par ce point m |>assc un |Kirallèle A dont le rayon 
R esldonné en vériuble grandeur par A* m*; ce parallèle A rencontre la méridienne 
0 en un pointa, dont la projection»* est à l’intcrscctionde A*ct de C*,oncn con- 
clut par suite A' et enfin m'. Si l'on donnait m',on tracerait la droite A’ parallèle 
à LT et rcnÆntrant G' en n’, on en déduirait »*, par suite A* et enfin ra*. Il est évi- 
dent qu à la même projection m* ou m' peuvent correspondre plusieurs projec- 
tions m ’ ou m* diflèreotes, car dans la figure 178, par exemple, la perpendiculaire 
abaissée du point ii*sur LT rencontre G* en deux points, que l’on peut prendre 
indifieremment pour n'; on aurait donc deux droites, représentant l'une ou l'autre 
A*, et enfin on aurait deux jioints qui seraient également m* et il est évident que 
l'on pourrait avoir sur la surface de révolution un plus grand nombre de points, 
ayant tous la même proj<;ction horizontale m*. Si l'on donne m' la droite A* peut 
rencontier C eu plusieurs points qui tous étant projetés sur G* feront connaître 
les rayons d'autant de parallèles sur lesquels on |ieut supposer que le point m se 
trouve situé; ensuite, ayant , pour chacun de ces parallèles, construit la projection 
horizontale A*, la perpendiculaire abaissée de m'sur LT rencontrera cette projection 
A* en deux points symétriquement placés par rapport à II* ; le plan M étant verti- 
cal, il en résulte que les deux points du parallèle A qui se projettent au même point 
m' sont symétriquement placés par rapport à ce plan méridien; donc le plan mé- 
ridien parallèle au plan vertical divise la surface de révolution en deux parties 
symétrii|ues , et comme tout plan méridien peut être amené dans cette position 
par un changemeut de plan vertical de projection , nous pouvons énoncer cette 
propriété générale r Tout plan méridien d une surface de révolution divise la surface 
en deux parties symétriques. 

Il en résulte aussi. qu'un plan méridien divise en deux parties égales toutes les 
cordes de la surface qui lui sont perpendiculaires. Et si l'on remarque que les 
directions de ces cordes sont aussi perpendiculaires à la direction de l'axe de ré- 
volution, on pourra énoncer le the-oréiqe précédent de la manière suivante : tes 
milieux de tout un système de cordes parallèles entre elles et érigées perpendiculaire- 
ment à Taxe de révolution, sont sur un plan méridien de la surface de révolution. 

2* Soit la surface donnée par l’axe vertical A {Jig. 180) et une génératrice 
quelconque G non située dans un plan méridien. 

Connaissant- la projection m* d'un point m de la surface, on en conclura la pro- 
jection m* en remarquant que ce point est situé sur un parallèle A, rencontrant 
la courbe G en un point n. Les constructions se lisent facilement sur la figure. On 
voit do même comment de m* on conclura m*. 

Dans ce cas , comme dans le précédent, à la mémo projection horizontale peu- 
vuntcorrespondre plusieurs projections verticales, et réciproquement; c’est-à-dire 
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que plusieurs points delasurfaccpouvenlavuir une même projection horizontale, et 
que plusieurs points de la surface peuvent avoir aussi même projection verticale ; 
ainsi les premiers seront situés sur une même perpendiculaire au plan horizontal, 
ci Ins seconds sur une môme pcr|)endiculairc au plan vertical de projection. 

256. PnoBLÊME 2. Par un point d'une surface de révolution mener un plan lanijem 
à cette surface. Le point do contact m étant donné par une de ses projections m‘, 
on cherchera d’abord la seconde projection m’ ( n* 251 ) (fig. 179 et 180), de c% 
point men vertu de ce qu'il doit être réellement sur la surface, puis le plan tan- 
gent P doit contenir la tangente T à la génératrice Cet la tangente 0 an parallèle 
A, ces courbes se croisant au point m; la tangente P s’obtient en menant la tangente 
T au point n de C, puis ramenant cette tangente dans la position T où elle passe 
par le point donné m. La tangente 0 étant horizontale. H' devra être parallèleà 0* 
et passer par la trace horizontale ode T. On aura ensuite V' au moyen de la trace 
verticale de T et du point où II’ cou|)e la ligne de terre, et si l’un de ces point.s 
est hors des limites du dessin, on emploiera une horizontale K de ce plan tangent 
P et menée par un point quelconque p de T. 

Remarquons que H' doit être perpendiculaire à la trace horizontale du plan 
méridien passant par le point m. 

257. Problème 3. Par un point pris hors d’une surface de révolution mener à celle 
surface un plan tangent faisant avec le plan horizontal un angle donné. Supposons le 
plan tangent construit ; par le point de contact x on peut mener une tangente à 
la méridienne C', qui passe par ce point x, sa projection horizontale, seconfon- 
dant avec la trace horizontale dli plan méridien, sera perpendiculaire à la trace 
horizontale H' du plan tangent T ( n’ 252), donc celte tangente 0' sera une ligne 
de plus grande pente du plan T par rapport au plan horizontal (n* 37 ) et fera par 
conséquent avec le plan horizontal le même angle a que le plan T lui-même. Mais 
cette tangente coupe l’axe A de la surface do révolution en un point s, et si l’un 
supposeque la méridienne C' tourne autour de l'axe A qui est vertical en entraînant 
avec elle sa tangente 0', cette droite 0' fera toujours arec le plan horizontal l’angle 
a, et quand elle sera venue dans la position où elle est parallèle au plan vertical, sa 
projection verticale fera avec la ligne de terre l'angle.a donné. La surface de révo- 
lution étant donnée par son axe A vertical et par une méridienne plane C parallèle 
au'plan vertical de projection, nous mènerons 0' tangente à la courbe C’et faisant 
avec LT l’angle donné a, 0* se confondra avec C‘, puis considérant 0 comme lu 
génératrice d’une surface coni(|ue de révolution A ayant pour sommet le point s, 
intersection des droites 0 et A, et pour axe la droite A, il n’y aura plus qu'à 
mener par le point donné m un plan tangent à celte surface conique A (n*22ô), 
et ce sera le plan tangent demandé ( n* 230 ). 
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Le point i peut sc trouver hors des limites du dessin , alors le procédé ordi- 
naire ( n* 225) pour mener le plan tangent à un cânc, n’est plus applicable, mais 
on peut' prendre un nouveau plan horizontal parallèle à l'ancien et passant par 
le point m , ce point in est évidemment alors la trace horizontale de la droite qui 
unit ce pointmau sommets et c'est par ce point m qu'il faut des lors, mener une 
tangente au cercle base du cène A sur le nouveau plan horizontal. 

^ 257 bit. Une surface de révolution 2,^ ainsi qu’on l'a dit ci-dessus, peut donc être 
considérée : 

V Comme l’enveloppe d’une suite de cènes A, A',. A", etc., de révolution ayant 
l’axe de rotation de la surface 2 pour axe commun de révolution, les caractéris- 
litjuet do cette surface 2 étant dans ce cas ses divers parallélet, C, C', C", etc. 

2* Comme l’enveloppe d’une suite de cylindres identiques B, B', B”, lescorac- 
h-ristiquet de cette Surface 2 étant dans ce cas, scs diverses courbes méridiennes 
M, M', M", etc., qui sont des courbes identiques. 

3* Comme l’enveloppe d’une suite de sphères S, S', S", etc., ayant leurs centres 
sur l’axe de révolution de cette surface 2, et les diverses caraciéTÛtiqtiet de 2 étant 
ses divers parallèles C, C', C", etc. 

Cela posé : 

Si l’on se donne uii point la sur la surface de révolution 2, et que l’on demande 
de construire le plan T tangent en un point >n à cette surface 2, on pourra pour 
ce point m remplacer la surface 2 : 1* par son enveloppée conique A qui lui est 
tangente tout le long du parallèle C .passant par le point m, ou 2* par son enve- 
loppée cylindrique B qui lui est tangente tout le long de la méridienne M passant 
par le point m, ou 3’ par son enveloppée sphérique S qui lui est tangente tout le 
long du parallèle C passant par le point m et le plan langent en m au cône A ou au 
cylindre B ou é la sphère S ne sera autre que le plan T tangent en m à la surface 2. 

Ainsi uncsurfacc de révolution, quelle que soit sa courbe méridienne peut tou- 
jours être remplacée par l’une des trois enveloppées précédentes qui sont des sur- 
faces très-simples; ainsi sous le point de. vue géométrique, la construction du plan 
tangent en un point d’une surface de révolution n’exige pas autre chose que ce 
que l'on sait sur la construction du plan tangent en un point d’un cène, ou en un 
point d’un cylindre , ou en un point d’une sphère. 
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TBtORIE GÉNÉRALE UE LA SIMILITUDE. 
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De la similitude drrecie et inverse , des polygones et des courbes: 



258. Lw propriétés de la similitade des triangles étant supposées connues par 
les éléments de géométrie, nous pourrons établir le théorème suivant : 

Si dfux polygones plans situés dans un même plan où dans des plans parallèles on' 
deux polygones gauches ont leurs côtés parallèles et proportkmnels, les droites qui unis- 
sent leurs sommets homologues concourent en un même point. Dans deux polygones Sem- 
blables, on nomme sommets homologues les sommets des angles égaux ; cétés homo- 
logues, ceux qui'unissent des sommets homologues; points homologues, les points 
dont les distances aux sommets homologues sont proportionnelles; enfln droites 
homologues, les droites qui unissent des points homologues. Cela posé: les droites 
/Ig. 181) no', bb', se coupant au point o, il fautprouver que ctf passe aussi parce 
point; or : les triangles semblables a6o, a'b'o donnent né : aV bo-.b’o-, nom- 
mant pour un instant o' le point de concours de èé'etcc', les triangles semblables 
6e»', 6 c'a' donnent bc : b'c' ::bo' : b'o'\ mais on a ab : a'b' ::bci b'e'\ donc bo ; b'o 6»'': 
6V; d'où bo — b'o :bo::bo' — b'o' ■ bo'\ or : bo — b'o—bo' — 6V =66'; donc bo=bo'; 
«lotie les points o et o' coïncident ; donc ce' passe par le point o. On démontrera île 

même que toutes les autres droites dtf, passent par ce même point o. Les 

polygones abcd èi a'b'tftf sont donc semblables et semblablement placés, le point o 
étant leur centre ou pôle commun de similitude. 

Dans cette figure le pèle commun est au delà des deux polygones, si les polygo- 
nes sont situés sur un même plan et au delà des plans des polygones, si ces polygones 
sont situés sur des plans {laraliéles; un dit alors que ces polygones sont directe- 
ment semblables et le point o peut être nomméfxlte externe de similitude. Les droites 

oa,ob ,... — sont dites r<u/on« vecteur* des sommelsou points du polygone n6cd ,« 

et les droites oa', o6',.>.., sont dites rayons vecteurs des sommets ou points bomolO' 

î* PtRTIt. .6 
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(jiics du polygone ab'c'd! et l’on voit que dans ce cas les rayons v ecteurs bomo- 

ln</ues sonlsur une même droite et diriges du mèmecôté du pâle commun o. Si l’on 

fait glisser le polygone a'6c'<f parallèlement à lui-mème de manière que le 

sommet a vienne coïncider avec son homologue a, les côtés a'b' et a'if viendront 
se placer sur les côtés homologues ab et ad, et en général toute droite partant du 
point a' viendra se placer sur son homologue, cl le point a sera le pôle commun 

lie similitude des deux polygones oècrf et a"b"c'(f' (le polygone à'b"c"d" 

étant la nouvelle position du polygone a'b'c<f ) 

259. Mais il peut arriver que les droites on', bb', cc (/g. 182), qui unissent 

les points homologues des deux systèmes abcd a'b'c'd se croisent en un 

point O compris entre les deux polygones et que par celte raison nous pourrons 
nommer pôle interne de-àmilitade, on dit alors que les deux polygones sont inverse- 
ment semblables. Dans ce cas les rayons vecteurs homologues sont encore en ligne 
droite, mais dirigés de part et d’autre du point o et par conséquent sur le prolon- 
gement l’un de l’autre. Si l’on fuit glisser le polygone a'b'cd parallèlement 

à lui-mème jusqu’à ce que le sommet a vienne coïncider avec son homologue a, 
les côtés a' b' et a'e' viendront se placer sur le prolongement de leurs homçlogues 
oèct<ie,clen général toute droite menée du point a' viendra se placer sur le pro- 
longement de son homologue; cl le point a sera alors le pôle interne de similitude 
des deux polygones. 

260. Deux polygones semblables cl semblablement placés n’ont en général 
qu’un pôle commun de similitude externe ou interne; mais dans quelques cas 
chaque sommet de l’un des polygones peut être considéré indifféremment comme 
l’homologue de deux sommets différents de l’autre polygone ; alors les deux po- 
lygones ont deux pôles communs de similitude, l’un externe oQSÿ. 483), l’autre 
interne o'. Mais dans cc cas, la droite a'b' on d"e" étant indifl'ércrnmcnl l’homologue 
de ab et de de, ces deux côtés sont parallèles ;ïl en est de mèmc|de bc et cf, de cd et fa. 
Donc les angles acl d,b et e, c et/ sont égaux. Je dis de plus que les diagonales 
qui unissent les sommets des angles égaux se coupent en un même |>oinl et que cc 
|X)int divise chacune d’elles en deux parties égales ; en effet ab et ed étant paral- 
lèles sont dans un môme plan, donc les diagonales Iromologues a'd' et b'e' ou a"b" 
et b"e" SC coupent en un point p' homologue do p, soit que l’on considère le poly- 
gonca'è'c'd' e'f directement semblable au polygone abedef on le polygone a"b"c"i('d'/ 
inversement semblable au même polygone abedef ; on aura donc les rap|x>rts égaux 

' I 

ap :pd dp' p’d -.i a"p' : p'tf' d’o» dp'-fa' pf :p'd'-\-p'd'’::ap:pâ 

t 

mais a'p'-i-a"p'o=p'd' -4- p'd!'=-a'd(, donc ap=pd; on démontrera de même que le 
|K>int p est le milieu de be ; puis les côtés bc oX ef étant parallèles sont dans un 
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uiônic plan et j)Or suiie les diagonales be etcf se coupciii, et comme on verrait en 
core qtPellcs doivent se couper en deux parties égales, elles se couperont au point 
p. Le point p est dit le centre dü poljgone abedef et par la même raison p' est le 
centre de l’autre polygone ab'c'i/ef'. La démonstration ci-dessus montre encore 
que les quatre points p, p', o, o' sont sur une même droite, car p et p' étant deux 
points homologues des polygones semblables abedef et a’b'c'tf «y*, la droite pp' passe 
|)3r le pôle'externe de similitude o de ces deux polygones; de même ces points p 
et p' étant des points homologues dans les polygones abctlef et a"b''e''(f la droite 

pp' passe par leur pèle interne de similitude o'. 

‘261. Par le pèle commun de similitude o{^g. 181 et 182 ) de deux polygones 
semblables et semblablement placés, situés dans un même plan ou dans des plans 
parallèles, menons une droite quelconque D, joignons un point quelconque p 

de cette droite avec tous les sommets de l'un des polygones abc menons par 

le sommet n' du second polygone (ce sommet d étant l'homologue du sommet o du 
premier polygone) une droite a'p' parallèle à ap et coupant dès lors la droite P 
en un point p'; et joignons ce point p' aux autres sommets du second polygone ; je 
<lis (|ue les droites qui unissent les points p et p'à deux sommets et en général à 
deux points homologues, sont parallèles. En effet op et a'p' sont parallèles par 
construction , donc les triangles semblables aop, dop' donnent 

ao‘.do::po:p'o nais aoido'.lbolVo donc bo:t/o‘.:po'.p'o 

donc pb et b'p' sont parallèles; on démontrera de même que cp et c'p', dp et dp’ 

sont parallèles. De plus les distances des points p et p' aux sommets homologues 
sont proportionnelles, car les triangles semblables abp, a'6'p' donnent ap:dp':i 
bp: b’p'\ de même les triangles semblables bcp, b'c'p' donnent bpib'p'::cp:c'p’ et 
ainsi dit suite ; donc 

ap : a'p' ::bp: b'p' ep ; c'p' dp : dp' :: 

La dppite D est dite axe de similitude des deux polygones, et les points p et p' 
sont des pâles conjugués de similitude. 

Ces deux pèles sont situés du même cèté du point o, quand ce point est un pèle 
de similitude cxlerne(Jig, 181); ils sont l'un d'un cèté et l'autre de l’autre cèté, 
lorsque le |>oint o est un pèle de similitude interne. Dans le cas où les deux poly- 
gones ont deux pèles communs de similitude (/g. 183), toute droite menée par 
Pun des points o ou o'est un axe de similitude et les pèles conjugués sont placés 
sur chacun de ces axes comme dans les cas précédents. La droite oo' qui unit les 
deux |>èlesest ê la fois un axe de similitude externe et un axe de similitude in- 
terne, et les deux centres p et p' sont deux pèles conjugués de similitude, situés , 
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comme üD le %oit, du miimu c6té par rapport au pôle externe o, mais de côtés diffé' 
renls par rapport au pôle interne o. Si l'on prend un point quelconque z, qu'on 
l'unisse avec les deux pôles o et o, on aura deux axes de similitude A et A'; si l'on 
joint le ]K>int xavec tous les sommets de l'un des polygones abedef par des droites 
et que des sommets homologues du polygone db'c'de'f on mène des prallèlcs é ces 
droites, elles se couperont toutes en un point ÿ de A et les points x et y seront des 
|iôlcs conjugués de similitude des deux polygones; mais si l'on mène les parallèles 
des sommets homologues du polygone a"b''c"d'e"f", elles sc couperont en un point y' 
«le et xet y seront aussi des pôles conjugués de similitude des deux polygones 
pro|K>sés. Donc dans le cas qui nous occupe, à un pôle de l’un des polygones cor- 
respondent toujours deux pôles ]K>ur l'autre polygone, situés avec le précédent 
sur deux droites |>assant l'uue par le pôle commun externe, et l’autre par le pôle 
commun interne de similitude des doux polygones. 

Toute droite menée par le pôle de similitude sera un axe de similitude , et un 
point queicon(|uo étant pris sur cet axe pour pôle de l’un des polygones, on en 
conclura un pôle conjugué pour l'autre [x>lygone. Deux pôles conjugués de simili- 
tude sont toujours placés sur une môme droite passant [>ar lu centre, c'est-à-dire 
sur un axe de similitude. Enfin sur un même axe D, les pôles conjugués p et p' 
sont d'autaul plus éloignés l’un de l’autre qu’ils sont plus distants du point o, car 
un a toujours 

pp' ; op' ; : arf : oa’ d'où —, = comtanie 
op 

par conséquent pp' croit avec op'et dans le môme rapport. 

262. Si l'on fait mouvoir la figure p'db'c (Jig. 181 et 182) parallèlement 

à elle-même jusqu’à ce que le point p' coïncide avec le point p, les |>ôlcs conju- 
gués pet p' ainsi réunis deviendront un |iôle commun de similitude des deux po- 
lygones dans leurs nouvelles positions relatives, et ce sera un pôle de même es- 
pèce que le pôl.eo, c’est-à-dire un pôle externe lorsque les deux pôles pet p' sont 
du même côté du point o, et un pôle interne lorsque ces deux pôles sont de part 
et d'autre du point o. * 

Si les polygones abcd db'cd!.... sont plans, les ligures pabr-d p'db'c'd. .. 

sont des pyramides semblables et semblablement placées. Dans tous les cas, le 
point o peut être considéré comme le sommet d’un angle polyèdre sur le contour 
duquel sont tracés les polygones abcd..,., a'b'cct. Deux polygones semblables ne 
peuvent en général être situés que sur le contour d’un angle polyèdre, mais ils 
peuvent être situés en même temps sur le contour de deux angles polyèdres 
quand ils ont deux pôles communs de similitude, c’est-à-dire quand ils ont un 
centre ( n* 250 ). 
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On conclut deccqui précède que deux polygones semlilabics peuvent toujours 
être placés dans l'espace de telle manière que les droites qui unissent leurs som- 
mets homologues concourent en un même point; mais la réciproque n'est pas 
vrÿe, à moins que l’on n'ajoute que les distances des sommets homologues à 
ce point de concours sont proportionnelles, ou que les cètés homologues des po- 
lygones sont proportionnels, ou que les polygones ont leurs angles égaux, etc. 

2tî3. Les propositions précédentes sont indépendantes du nombre e^de la gran- 
deur des cètés des deux polygones , clics seront donc applicables à dollx courbes , 
puis()uc une courbe peut être rigoureusement considérée comme un polygone 
iufinitétimal; mais il est nécessaire d'ajouter quelque explication; et en elTet, 
comment doit-on entendre que deux courbes ont des cètés parallèles et propor- 
tionnels (n* 254)? Puisque la tangpntc à une courbe n’est que le prolongement 
d'un élément de cette courbe, on doit entendre par deux courbes qui ont leurs 
éléments ou cètés parallèles, deux courbes telles que les tangentes de l'une soient 
parallèles aux tangentes correspondantes de l'autre. (Juant à la seconde condition, 
remarquons que de la proportionnalité et du parallélisme des cètés de deux poly- 
gones, il est facile de conclure le parallélisme des diagonales ou de deux droites ho- 
mologues quelconques, et d'étabi ir (|ue lesdiagonales homologues sont dans le même 
rapport que les cètés; or, dans une courbe, tout point peut représenter un som- 
met du polygone inlinitésimal , par lc(|uel on peut remplacer cette courbe si 
donc, par deux points homologues des deux courbes, on mène des cordes paral- 
lèles entre elles, les cordes parallèles doivent être dans un rapport constant. 

Les courbes peuvent être directement semblables et avoir un pèle de similitude 
externe o ( fig. 184 ) , ou être inversement semblables cl avoir un pèle de simi- 
litude interne o(yr<^. 485). Enfin les deux courbes penvent être telles qu’un point 
de l’une d’elles soit à la fois l’homologue de deux points de l’autro; elles ont 
alors deux pèles communs de similitude o et o {fig. 480 ), l’un externe et l’autre 

interne. Dans ce dernier cas, les droites ag, bh, ci, unissant deux points, ayant 

pour homologues les deux points, o'ou g", b' ou b", c ou i", se coupent toutes 

en un point p(ii* 250) qui divise chacune d’elles en deux parties égales; lesdroiies 
homologues dans l’autre courbe se coupent en un point p', et les quatre point» 
o, o, p, p' sont en ligne droite. Les points p et p' sont les centres des courbes 
proposées, et ces courbes sont telles que les tangentes menées aux extrémités 
d’une corde ou diamètre passant par leur centre sont parallèles entre elles. 

264. Toute droite D menée par un pèle commun de similitude de deux courbes 
semblables CeiC(Jig.iH et 485)est un axe de similitude Je ces courlres (n’2.57) ; 
et si l’on prend un point p sur cet axe, qu’on l'unisse avec tous les points de la 
courbe C , qu’ensuite , par les points boroologues de la courbe C' , on mène des* 
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parallèles à ces droites , clics concourront toutes en un point p’ du même axe D , 
et les points pet p' seront les pôles conjugués des deux courbes. En clFet, les 
droites D et pa déterminent un pian contenant la droite aa' : donc, si du point a' 
on mène une parallèle à ap, elle sera tout entière dans ce plan, et rencontnara 
par conséquent D en un point p', mais les droitesoc' et o'p'èlant respectivement 
paralléicsà oc et ap, les plans (p'a'c') et (pac) sont parallèles. Donc, si de c' on mène 
une parall^e à cp, elle sera tout entière dans le plan (p'a'c') et aussi dans le plan 
(c'epp'), elle rencontrera donc encore la droite D au point p'. On fera voir de même 
que la parallèle à ep, menée du pointe', rencontre D au point p, et ainsi des autres, 
ce qui démontre le théorème énoncé. Nous remarquerons encore que les pôles 
conjugués p et p' sont du même côté do point o, si ce point est un pôle externe de 
similitude, et de côtés diflerents, si ce point est un pôle interne de similitude. 
Dans le cas où les deux courbes ont deux pôles communs de similitude (fig. 166), 
lu droite oo', qui unit ces pôles, est à la fois un axe de similitude externe et un axe 
de similitude interne ; les centres p et p' des deux coùrbes sont deux pôles con- 
jugués ( n* 257 ) ; et un point quelconque x, considéré comme un pôle de l'une 
des courbes C , aura toujours deux pôles g et y' qui lui correspondront pour 
l'autre courbe C', et qui seront situés avec x sur deux droites passant, l'une par 
le pôle externe de similitude o, l'autre par le pôle interne o'. Toute droite menée 
pur un pôle commun de similitude, est un axe de similitude. EnGn , sur un même 
axe, les pôles conjugués sont d'autant plus éloignés l'un de l'autre qu'ils sont 
plus distants du pôle commun. 

265. Si l’on fait mouvoir la figure (p', C')(fig. 184 et 185) parallèlement à 
elle-même, jusqu’à ce que le point p'soit venu coïncider avec le point p,ce point 
deviendra un pôle commun de similitude externe ou interne des courbes dans 
leur nouvelle position, suivant que le point osera lui-même un pôle commun de 
similitude externe ou interne. 

Si les courbes C et C' ne sont pas situées dans un même plan avec l'axe de si- 
militude D , les figures ( p, C ) et (pf, C') sont deux surfaces coniques, semblables 
et semblablement placées , en supposant les rayons vecteurs indéfiniment pro- 
longés ; ces deux surfeces seront alors identiques, car après avoir transporté le 
point p'enp, évidemment elles coïncideront, d'où l’on conclut que deux courbes 
semblables peuvent toujours être placées sur une infinité de surfaces coniques , 
puisque le sommet o est entièrement arbitraire. 

Mais pour une position donnée des courbes semblables ou semblablement 
placées C et C', lorsqu’elles sont gauches et dès lors non situées dans un même 
plan, ou lorsqu’elles sont planeset non situées dans un même plan, les droites qu> 
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nisscnt les points homologues forment une surface conique qui contient à la fois 
JS deux courbes, et qui a son sommet au pôle commun de similitude. Les courl>es 
G et C ne peu\ent donc en général être situées en même temps que sur une seule 
.urfacc conique, et les deux courbes se trouvent sur la môme nappe, si elles sont^ 
directement semblables, et chacune sur des nappes différentes, si elles sont inver- * . 

«ment semblables. Mais dans le cas où les courbes ont deux pôles communs de 
imilitude, elles peuvent être situées en môme temps sur deux surfaces coniques 
ont l’une les contient sur la même nappe et l’autre sur des nappes différentes. 

1 ne faut pas oublier que ce cas a lieu pour des courbes qui possèdent un centre 

11* 250), c'est-à-dire un point qui est le milieu de toutes les cordes qui} passent, 

tarce que cette remarque nous sera utile dans la théorie des sections coni(|ues. * 

ijoutons que, dans le casdes courbes planes, ce centre est évidemment sur le % 

dan de la courlie. 

206. Récipro(|uemcnt, si l’on coupe une surface conique par deux plans j»a- 
allélcs , les sections sont des courbes semblables ; en effet elles ont toutes leurs 
angenles homologues, parallèles entre elles, et leurs cordes homologues, |>aral- 
è!es et proportionnelles entre elles , et leur rapport conatante&i celui des distances 
des plans sécants au sommet du cône. 

.Si, parlesommetdu cône on mène une droite quelconque, elle coupera les 
deux plans sricanU en deux points qui sont des pôles conjugués des deux courbes, 
car les distances de ces deux |M>inls aux points homologues des deux sections 
sont proportionnelles, et toutes ces droites sont deux à deux parallèles. Si l'on fait 
mouvoir le plan de runo des courbes parallèlement à lui-même, son pôle par- 
courant l’axe de similitude jus(|u’à ce qu’il soit venu coïncider avec le pôle de 
l'autre courbe, ce point sera le pôle commun ou le centre de similitude dus deux 
coiirlKS dans leur nouvelle position. 

Si, au lieu de couper un cône par divers plans parallèles , on suppose que le 
cône se meuve parallèlement à lui-même, les intersections de ce cône avec un plan 
fixe seront des courbes semblables et semblablement placées, ayant pour [>ôlc 
commun de similitude la trace sur le plan lixe de la droite parcourue |>ar le soni- 
•nct du cône. 

267. Il ré.sulto de ce qui précède un inoyen trés-simplede construire par points 
une courbe semblable à une courbe donnée. 

1* Soient donnés la courbe C (fig. 184 et 186) et deux points a' et ê' homologues 
des points a et b, de sorte «|ue a'b' soit parallèle à aô , en joignant on' et êô' par 
lies droites qui se croisent au |>ointo, ce point sera le pôlecoramun de similitude 

des deux courl>cs : on mènera donc les rayons vecteurs oc, od, oe de la 

courbe donnée C ; puis les cordes ac, ad, ae, et les parallèles a'c',n'it,a'e', 




Digitizetfr Google 

k 



- 48 — 



à ces corrtcs; les |K)in(sa', b\ e', <f, t\ apprtiendront à la courbe cherchée C' 

qui sera directement ou inversement semblable à C, suivant que le point o se trou- 
vera situé au delà des points homologues a et a, ou situé entre ces deux points. 

. 2° Si l'on ne donne que le point a, on mènera la droite aa', et si le pôle commun 
de similitude n’est pas fixé, on le placera en un point quelconque de cette droite 
ita-, et, par les mêmes constructions (que ci-dossus), on obtiendra une infinité de 
courbes semblables à C et passant toutes par le même pointa, et dont les unes 
seront directement et les autres inversement semblabit'sà cette courbe (i. 

3* Si l’on donne le pôle o et le rapport des rayons vecteurs, on en conclura le 
|M>int a, tel que oa et oa soient dans le rapport donné. Mais si l'on donnait sim- 
plement le pôle commun o, on pourrait choisir le point a arbitrairement , et , par 
4'onséquent , on aurait une infinité de courbes semblables et semblablement pla- 
cées entre elles,ayanl toutes lcpointo|iour (lôle commun desimilitude. Dans tous 
les cas, on peut prendre le point a du même côté que le point a par rap|Kirt au 
point 0 , ou du côté opposé, et l'on obtient ainsi des courbes directement ou in- 
versement semblables à la courbe proposée. 

2ü8. Les projections de deux courbes semblables sur un m^me plan sont des courbes 
semblables- £n effet, les sections |>aralléles de la surface cylindrique piojctant 
l’une des courbes sont des courbes identiqnes( n* 232 ) , de sorte que si le |ilan de 
projection ne pas.se pas par le pôle commun de similitude o des courbes propo- 
sées C et C', on pourra par ce point lui mener un plan parallèle, et les projections 
des courbes sur ce nouveau pian , que nous supposerons horizontal pour fixer 
les idées, seront identiques aux projections de ces courbes sur le plan priniiiif. 

Cela posé , si l’on considère une série de points a, b, c,.... de la courbe C , et 
leurs homologues a', h', c',.... do la courbe C', les |)crpendiculHircs abaiss 4 -es des 
points homologues sur le plan horizontal seront dans un même plan vertical pas- 
sant par le point o, de sorte que n* et a**, ô* et b*, à et c'*,.... sont sur des droites 
concourant au point o: de plus les triangles semblables 00*0 et a'ii^o, éô'oet b'h'^o, 
«**o et r'c'‘o, donnent les séries de proportions 

00 : 0*0 : : 0*0 : o'*o , 6 o: 6 'o;: 6 *o;t'*o, eo ; «"o :: c*o : c*o 

mais les courbes C et C' étant semblables et ayant pour pôle commun desimi- 
litude le point o, un a la suite de rapports égaux oa : oa' :;of> :o4' ;:oc 

donc aussi oa' : oa'* o4* : 06 '* ; : oc* : oc'* :: et, par conséquent, les courbes C*et 

C'* sont semblables et ont pour pôle commun de similitude le point o. Si l’on 
reporte cette construction sur l'ancien plan de projection, le pôle commun de 
similitude des projections C* et C'* sera alors la projection 0 * du pôle commun de 
similitude o des courbes C et C'. 
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Deux courbes 
ICniblables entre elles , 
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qui unit les pùles 
■^et<; 




i' . i‘ 1* Les points n’élu" étant les bomolo^^ues 



■ étant les homologues du même point 

^ ;';*ftrc elles; il en est de même des. 



• . - - >2' Les droites oa, o'a, qui se croisent au point a sont dans un même plan 




'.les autres, donc les courbes C' et C". sont semblables et semblablement placées 



-'I. •• ‘‘rv^ntieiit la droite D et la droite n'u"; de même les droites ob et o'b sont dans 
■ ‘ V^..*^me plan contenant encore la droite D et la droite/»'/)" : donc les droites « 

la droite 1», et- />/,/ ^ 
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^ *^41 6'/»" sont dans deux plans ayant pour intersection commune 

'' t èumnie elles se coupent au point o” pOle commun de similitude des courl 
. '*1 C", ce pôle o" ne [»eut être que sur la droite Ü 
' Cette démonstration sup)>ose que les courbes C, C, C'' ne sont pus planes 

.^ellc*s étaient planes on pourrait concevoir une courbe à double courbure 
' ' • ::>^*';'j(i|put C serait la projection, et considérant le cône qui aurait cette courl 

directrice et son sommet en o, les verticales élevées des points a, b', c',... 

' ‘ C' seraient parallèles aux verticales é 

» • . t»:^puporaient les génératrices du cône 
*. ' • 'r-^ diuuble courbure C,’ 'ayant pour 
-<■ oûurl>e C. dont C est la projection 

. " ' &de. De même les courbes C et C" seraient les projections de deux courbes , X' 

■ ’*' ■ ' ' i^mblables ayant cf pour pôle commun do 

4|tnieiit les projections de deux courbes semblablc-s 
H^inilitudc o'' situé sur la droite D; les deux 
< f ...aëniblables ( n“264 ) et auraient pour pôle commun de similitude 
* ■ o’' de In droite D la<|uclle passe |>ar lescentres de similitude 

est un axe rammiai de timilitude 
tant que ces courbes n'out deux 
OTmmun de similitude. , ■ !?v . * 

.Si l'on |H)Sc : ' 
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270. Il est facile do reconnailre que si o et o sont deux pi'des communs do si-f 
mililude externe , le jwint o’',scra encore un pdle de siiuiliUidc externe (fig. 
cnr dans ce cas les courlies C'et C"sont toutes deux du mi'ino c«')té que C par rap- , . 
port à l'axe commun D et par conséquent une droite telle que a a", par exemple, 
qui unit deux |K>ints homologues ne i>eul coujtcr D <[u’au delà des deux courbe». . 

ai les deux points o et o' étaient deux |j0le.s internes, le point o" serait cncow 
•un pôle externe, car alors chacune des courbes G' et G" étant du c«Ué opposé de Î6 . • ^ 
■■ '■par rapport à D, elles seront encore situées du mémo cùtc de cet axe D. 

; Mais si les pèles communs de similitude o et o sont l’uii externe et l’autre in- - 
terne, le point o" sera un pèle interne, car alors l’une des courbes G' est du mcnip . 

^ .^téque C par rapfwrt à l’axe D et l’autre G" est du côté opposé, ou vice vtrad, de ' • ' 
sorte quo Ü est un axe interne par rapport aux courbes semblables G' et G", ik)qc .~ 

aussi le point o'' est un pèle interne de sipiilitudc. ' . 

En résumé si les courbes G' et G" sont toutes lus deux directement semblableft 
j; . ou toutes les deux inversement semblables à la courlie G, elles sont directemeqjl ' . 
semblablc«8 entre elles; si des deux courbes G' et G' I’unc est directement semblable . . 
et l’autre inversement semblable à la courbe G, elles sont inversement semblablé#. 
entre ellc.s. ' j y 

A-' 271. Si lés courbes C et G' ont deux polos communs de similitude, elles au>^ -, 

e» . ' • * , " * * 

runt chacune un centre (n„2ô9), et par conséquent G" en aura un aussi,^ _ , 

. , sorte que C et G” auront aussi deux pèles coniniuns de similitude; donc G' et G ' • 

^ ijui sont des courbes semblables possédant un centre auront aussi deux |>èbâ» ^ - 
• communs de'similitiidc; et l'on voit facilement par ce (pii précède que les six . 
■^pùlea Communs de Similitude o, o', «’V », »> sur un même plan et troi%^._ 
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z:^r J0®crs. 31 ic» courues Vi, v. , u# boni iroi»cirwinciT;iivca uw vit© | 

. ;!' V":yV* • jj^ scronl les intersticlions des tangeiKCS communes et exlérioures à C 
'** ■<»•', C'et C" et les point w, »'i <u" «ont les points d'inUTSwtion des 

••V - i .jÿ- , ■ communes et inlériei ‘ ' ’ 

J . •‘-’f. jouplcs do tangentes 

«onclurons que ‘ 




. 'ligne deg centres des deuX circonférences données. 
’ ■V-*’'.' ■ 212 . Si l’on considère une quatrième courbe C 

•' . !• ■ .^t.'^miriun de similitude soit en un point u non situ 

a.*’. 



point 

^ ^ le [lüint 61 déterminent un plan P 5 or les courbes C' et C*" sont^semblahleif.- - 

• ■ ^ ' ^on* leur pèle commun do similitude «'sur la droite o«» fet par conséquent.^ •" 

■■ [ c'" sont semblables et Ortit leur pôle commun 4.1'î ' 



?' ;^r k plair’p, le« courbes C'' et C'" sont semblables et on-l leur pôle commun 
1 • / - 4ie similitude «’^sur la droite o’u> et par conséquent sur fo plan P, donc les 

' .^les communs de similitude de quatre courbes semldalilcs et %■ 



■C< ‘ ^v? 

- S ^flIlSSiiaMC» M«J DSSUSd^UUVl UV —-W— ^ 

k placées Boni sur un mèineplan P, auquel je crois qu'on peut donner le nom de . 

►s *- * É . a I •.*«aai 6 l <Ia««W i« iloitV nif ’ lin ru\k» I w.^. 



^ a ^ • Vf«« 9 C7^/ •«« «« « ^ # 1 < 

J” *•!. ~ tk similitude’, tant que les quatre courbes n’ont deux à deu» qu’un pôk coni 

• , ÿundo similitude, elles n’auront aussi qu’un plan commun de similitude. 

■■ : .*,‘V a • ^ fen considérant les courbes ( 5 * et C"^, comme ^ 

,* ••.'S.icomniun de similitude «' devra 80 trouver sur la 



•'*»âéomniun de similitude «' devra se trouver sur I 
’,*#r o'ujdoneà l’intersection de ces deux droites. 



rMDmiins de similitude ttj o', o", u, w", des quatre courbes C, C , C* et C ? ■ ^ . ^ 

.vont trois à trois sur une même droite. -■ - -' «i,''. vv ^ 

cbacunc- 

-. 1 . . * ‘a* - . .■> 



• T» * 

- ••t 

w;a»'.é-r;* . 

•■' * ’ -.r: i.' . •* 273. Si les pôles communs de similitude o, o'i « la 

> > »e- • ■ \ , a , I • wxXIAJ * 





•»' f'ourlKS. Les six pùles do similitude directe seront sur un Aiéino plan et nous au-*. ^ . 

^ s - rons en outre une série de plans passant par trois pdles de similitude directe et * ' ■' 
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275. Les points e, b, c, d, (jSÿ- 181) et leurs 

: points lioniologu* 



LiCs points O, u, c, a, 'U>ÿ- xo* V 

jC-'*." . ^(icuvcnl former «leux surfaces; si par deux poi 

-*' ■ . V • ‘-'T;- . surfaces on fuit passer.deux plans parallèles, il; 



i les (uxurbes -?"*• 

* "v‘ ‘.V ^ • 

liomulogues a, b', e, <f, ' -, . 
nologues quelcoiH|Ucs dé ces", '’V 

. J I ■ ' 



ils les couperout suivant des courbes 







... .. .U * • ^ i . . 

tlant'lcs pran« tangootÂ aux deux sur6ice& au^poine» honiq*>^^\a et a, iimis, 

• '■‘U* î ce* plans sont parallèles (n"2.>y), donc ils.seconfouJent. 

•• J. '*■_ c: l‘n„ f„:i le rnvnn vi'Cteiir nn autour (lu Oülnt O 




I '* ^‘quo celle engendrée par le raouvciucni 

. ' de contact de chaque plan avec les deux 

_ ' : 271. Si l'on considère une droite 

<• miére surface S et parallèle à la droite 




_ ' 'de points a, b, c, d cl a, b', c 

■ K laùnts p êl p‘(n* 25i) seront deux 



. c’est-à-dire des deux surfaces S et S', m . 

JS. Si le rayoaJ-^V 



pèles conjuguijs de ces surfaces. 








faces semblables, qui ont un centre, onl deux p6le‘< . . ' 

ileux pôles et les deux centres sont en ligna droite jv* ' 



semblables i une même surface S sont semblable*^., 7 




. uîi'uc», iiisinuuus crois a crois sur quatre d 

'^^.•■^"■^' V ^^j ’r rVj-' iernes, et situés tous si.x sur un mônie plan. ^ 

281. Si l’on a quatre surfaces semblables et dépourvues de centre, elles donn«v-:-^-î* . ^ 

. I**'*®* communs do similitude qui seront tous externes, ou dont. ' 
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; U82. Problème 1. Couper un cylindre de rcuolutiou par un plqn: Oli peut toujours 

des cbangeincnls de plans de projection se ramener au cas ou la plan hori/.oti-. 
(al est perpendiculaire au* géntiralrices du cj lindre, 

'jÿulairc au 



et le [dan vertical pcr|*eridi-:-' 

plan sécant P. Cela posti* le plan sécant ne peut avoir <juc deux (msi-îv,;. r*- > ù 
.y • .-fions distinctes: lMlcou|)C toutes les génératrices de la surface; la section est a 

; une courbe formée; 2* il coupe la surface suivant deux génératrices situées à dis -~î ;a ."î. 
f , ttece riiiieTune de l’autre, ou inlfniment petite, et dans ce dernier cas le plau sflï' " 

; <;ant n’est autre qu’un plan tangent au cylindre. . W!<r,.,!.r 

' Le second cas n’a ps bcsoiiud’élre examiné, dans le premier il est évident que.”-. . 

. ,1a courljc ile section E a pour projection horizoïitnle E‘ (fiy. 480) qui ii'esl aiiii-o ' 

'• ■ • -que- la base même du cylindre ( n* 25) cl pour projection verticale E' qui est 
'i. ’* •précisément la partie n’ b’ Je la irocç V' comprise entre losgéncivalriccs extrémos^' ^.^ -^ j 
du cjlindre par rapport au plan veriicalde projection. • ‘ ® -ê; ^ '• 

' l,a tangente T en un point fti de la section E se projette évidemment en T‘ tan-^*^ *. '/V,' 
I.-^ -'^ntc à E* (n*2l7) cl en T',droite qui SC conlbnd avec V*. . -J . 

•r -i; On se pro|)ose ordinairement de construire la section E en véritable grandeur; .*''J 
■J",. :pour cola on pourrait la rabattre sur le plan horizontal on faisant tourner 

'plan P autour do II' ou sur le plan vertical en faisant tourner son plan P autour T. 

mais puisque le plan P est jMT^ndiculaire nu plan vortitstlde projcftion 
<j# second procédé revient à considérer le plan P comme un nouveau plan liori- 
i.-'v' zontal dé projection, la trace V’ étant priw |iour nouvelle ligne de terre. Mais.- j. 

donnera à la figure une disposition plus syimUrique en faisant tourner V*7ÿ 
r* • •plan P autour do l’axe crf perjMjndiculaire au plan vertical , justjù'n ce. qu'il soit 
venu en P' parallèle au plan borizoïital. ... 

“^it , Ia's iroiiiu O et é viendront en a' et 6' ; les poiuU c et d seront invariables , un ; 

tP*''"' quc-lconipie m viendra en m', et la courbe Ë prendra la position E', et elle -, 
V-->>sei-a donnee en vériUiblc grandeur par sa proji-clion horizontale E'*( n" 5t>,. 1 i,- ^ 



t - 





transporté en ni', donc clic viendra prendre la position V. 

Remarquons que la projection horirontale avant le ralialteinenti. est indépéat- 
.y - ' ’ •‘‘^nte do l’inclinaison du plan R, i>ar conséquent, la tangente T ira toujours reii-.' O ^ . 

‘ \ , , , t-oiitrercd au même point quelque position que l’on tkmne au plan l‘, enie '^.V- • 

■ ' •'tiisant tourner autour de CCI axe cd. ^ f. 

V . * * m 4^0^ V n AA I A A •• mL* a AA. ..Ia.AA aAaAÏaa' - _ . ^ 
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283. droiteoft divise la courbe E en deux parties symétriques; car fl èst 
• Vviduni que toutes les cordes per|>endicu1aircs au plan vertical sont coupées en ' 

deux partiel égales par le plan M( n”251, 1*)’ de sorte que si Ton pliait la rigiife . 

' autour de o^ , la partie antérieure irait exactement s’appliquer sur la partie |K>at<^ ■ L-- y, *. 

rieiire. La droite cd divise aussi ta courbe en deux parties symétriques; car, dé*. ' 

; pari et d’autre de cette droite, les cordes qui lui sont parallèles et à égale dis- ~ X, J," ' • 

. lance, sont égales, l'ar celte raisonné et cd sont dites kt axet do la courbe E ’ L ''.’'* 

Vos droites étant données on véritable grandeur en «V cl en &(}', il est évident,-(^''' v V- 
que nft e.st>cd,. c’est pourquoi 011 nomme u6 le grand axe cl cd le petit^axe de If 
courbe E. La droite aé est évidemment plus grande (|uc toutes les cordes quT’ 

■lui sont parallèles, do même la droite rde.st plus grande que toutes Icscordes qui 
loi sont [wrallêlcSj-dcplus ae étant une ligne de plus grande pente du plan 1*^ 

■ ^ ci«< une horizontale, et toutes les cordes qui passent par le point a intcr.se^^ ' ’. 

tien de ces droites a6 et cd ayant évidemment le jioint opourfioint milkuci ayant,-. . / ' ' 

des projections horizontales égides (puisque ces projections sont les diamélrea'' * - • j 

d’un même cercle), (lésera la plus grande cl cd la plus petite d’entre elles. On donné \ ' * 

le nom de diamètres à toutes les cordes passant par le point a, lequel est dit '.<• ^ * 

, • ' rentre de la section E (♦*). X, ^ 

281. PnoDLÈME i.- Couper un cône de révolution par un plan. On peut toujours |02' . ‘f / 
.^>8 changements de plans se ramener au cas où le plan horizontal est perpendj- ’’ »? * 
.'teulaire à I axe du cône et le plan vertical pcr|K;ndiculairc au plan sécant. Cela^ ' v,* 

posé, lo plan sécant peut alTcctcr trois positions distinctes. En elTel, si par le som-_^ , '' - 

-"met du cène on mène un plan y [Kirallélu au plan sécant P": 1* ce plan 0 

■ « avoir que le sommet de commun avec la surface, il coupe alors toutes les géné- - ' v • 
ratrices droites et lai.sse une nappe du cène d’un cèié et l'autre nappe de l’autre ' 

cèle par rapjiort à lui, donc le plan P coupera aussi toutes les génératrices droifes"" ' ^ 

-■ ^ 






imew^arbeplMii <jucIcoDque, on appeUe dUmèIro de I» courbe la droite qui divi#^ 
:v *.p **^ 1 ? ^ .*51 . 1 . «n deux parüee égaler un «jrrtème de corde* |>araUêtea entre elle* ^ et ce dtamèlre preod U num d'air 

. lonqu’îl c*t pcrpendiculab* aux curdc*. 
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Jii cône et ne coupera qu’une nappe Je la surface, la section est alors une courbe 
fermée; ‘i* le plan y peut être tangent à la surface, il laisse encore les doux 
nappes de côtés dilTércnts par rapport à lui ; le plan P ne rencontrera donc encore 
qu'une nappe et il cou|>era toutes les génératrices droites du cône, excepté celle 
qui est sur le plan Q, ou mieux il coupera celle-ci à l'inlini et les voisines ô des 
distances d’autant plus grandes du sommet qu'elles sont plus prés de la généni- 
tricc de contact; la courbe de section s’étend donc à l'inlini et d'un seul côté ; 
3* entin, le [dan Q peut Couper la surface suivant deux génératrices; il laisse alors 
les deux nappes du cône, partie d'un côté, partie del'autre, le plan P rencontrera 
donc les deux nappes et coupera toutes les génératrices , excepté les deux situées 
dans le plan Q; la section est alors formée de deux branches inünies. 

Dans les trois cas , la projection verticale de la section est sur la partie de V ', 
comprise dans l’intérieur des deux angles supplémentaires formés par les pro- 
jections verticales des génératrices extrêmes du cône par rapport au plan vertical 
de projection. 

On peut obtenir la projection liorizontale de la courbe de section par deux 
méthodes : 1* en cherchant pour chaque génératrice droite G du cône le point 
où elle perce le plan P, point dont la projection verticale est l'intersection de G’ 
et de V'; 2° en cherchant |>our chaque parallèle A les points où il |)crce le plan 
P, |K>ints dont les projections verticales sont à l'intersection de A' et de Il est 
évident <|u’on doit employer la première méthode pour les génératrices dont la 
projection horizontale fait avec la lignede terre un angle de 45* ou un angle plus 
petit; et la seconde, lorsq'ue cet angle est plus grand que 45*, parce que les points 
sont alors déterminés par des lignes qui se coupent sous un angle d'au moins 45*. 
La seconde méthode peut seule fournir les |>oints situés sur les génératrices dont 
les projections sont perpendiculaires k la ligne de terre. Il sera facile avec ces 
indications de construire la projection horizontale de la -section, pour les trois 
positions du plan sécant. 

Si l’on veut mener la tangente en un point m de la section, on remarquera 
que cette tangente est évidemment dans le pian P de la courbe, et dans le plan 
tangent à la surface conique au point m (n* 203) , donc elle est l'intersection de 
ces deux plans. 

On peut encore se proposer de construire la section dans sa véritable grandeur, 
|K>ur cela on rabat le plan P sur le plan horizontal en le faisant tourner autour 
de ii’(qni est perpendiculaire au plan vertical), alors le point m de la courbe de 
section vient en ni', la tangente T rencontre II’ en un point a invariable pendant 
le rabattement , on aura donc en am la position T' de la tangente T rabattue. 

On peut aussi rabattre le plan P autour de V', mais comme ce plan P est per- 

2* riiTiE. 8 
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pendiculaire au plan vertical , cette opération revient à changer de plan horizon- 
tal en prenant ce plan P lui-raème pour nouveau plan horizontal do projection, et 
par conséquent V' pour nouvelle ligne de terre L'T'; on trouvera donc facilement 
les différents points du rabattement de la section, et la tangente à cette section 
rabattue pour le point qui est le rabattement du point m. 

285. Le plan méridien M parallèle au plan vertical coupe le plan P suivant une 
droite qui divise la courbe en deux parties symétriques et que l’on nomme om 
principal de la courbe. 

286. Dans le cas où la section possède des branches infinies, on peut demander 
de construire les tangentes dont le point de contact est à rinlini, tangentes qui 
prennent alors le nom d'atympu>le$ de la courbo, et qui sont les intersections du 
plan P de la courbe avec les plans tangents au cène en ces points situés ù l'infîni ; 
comme ces points sont sur les génératrices parallèles au plan P, il faut mener des 
plans tangents suivant ces génératrices et cbhrcher leurs intersections avec le plan 
1* ; lorsque le plan Q est tangent à la surface conique , alors les deux plans dont il 
faut trouver l’intersection sont parallèles entre eux, donc la section coniqueformée 
d’une seule branche infinie n’a pas d’asymptote. Mais quand le plan Q coupe la 
surface suivant deux génératrices droites, les plans tangents menés au cône sui- 
vant ces génératrices ne sont plus parallèles an plan P, et par conséquent la section 
conique formiie de deux branches inlinies a deuxatymptous. 

Il est évident que dans tous les systèmes de projection, la projection d’une 
asymptote d’une courbe est une asymptote de la projection de cette courbe. 

287. La tection plane du cylindre de révolution e$i une courbe telle que ta tomme des 
disumees d’unquetconquede tespoinlt à deux points fixes situés sur le grand axe est constante 
et égale à ce grand axe. Soit un cylindre de révolution coupé par le plan P(j!ÿ.t86) 
suivant une courbe E, concevons le plan méridien M perpendiculaire au plan P, 
il coupera le cylindre suivant les génératrices G, et G, et le plan P suivant um* 
droite B qui est le grand axe de la courbe E(n*282); construisons dans le plan M, 
de part et d’autre de B, deux cercles C et C' tangenu ù cette droite B et aux géné- 
ratrices G, et G,, faisons tourner ces cercles en même temps que les génératrices 
G. et G. autourde l’axe A du cylindre, ils engendreront des sphères $ et^' tangentes 
au cylindre le long des parallèles àel A', et au plan P auxpoints/et/'.Par la seule loi 
de symétrie, il est évident que les sphères S et S* son t éga les, et que af=bf. Cela posé , 
pour un point qnaioonqaex de la courbe E, je dis que l'on a : s^-^^vstottst.==ab. 

En effet, méooiM 1a génératrice G qui passe par le point x, elle est tangente 
aux sphères S et S* aux points m et m' où elle rencontre les parallèles A et A', on 
a donc s^s=xm, aç^=irm'coniiiM4aiqfaiiiea i une même sphère et issues d'un 
mémo point, d’où : 
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puis on a : 



xf -f - xm + xm' = mm' = constsnto 

min ' = pp' = a;» + op' = a/'-}- a/" = ai 



I.a coiirlic i|ui jouit de cette propriété a reçu le nom d'filipte; les points / et /' 
en sont les foyers, les extrémités a,b,c,d des deux axes sont les sommets , le point o 

est le centre, la distance Jjf' est la distance focale, le rapport^ de cette distance au 

grand axe est nommé en astronomie ejccentricité, les distances xf et xf sont les 
rayons vecteurs du point x. 

I/Os plans des parallèles A et A' coupent la droite B en les points e et e*, et si l'on 
élève par ses points les droitesD et D' perpendiculaires sur B, ocs droites sont dites 
les direelriees de l’ellipse, et elles jouissent de cette propriété , savoir : que le rapport 
des distances cT un point quelconque de f ellipse nu foyer et à la directrice correspondante est 
constant. En effet , faisonspasser par x le parallèle K , dont le plan coupe le plan P sui- 
vant la droite x$i perpendiculaire à B, on aura : ph=xtn—xftAgUr=xm'—xf\ egct 
r’i; seront les distances du point x aux droites D et D', puis les triangles semblables 
eap, oèÿdonnent pa'.ea’.'.ah ’.ag, d'où ph’.ge :: pnleo; mais quel que soit le point x, 
le triangle eap est constant, donc le rapport pk’.ge ou xf'.ge est constant; de 
même xf ; ge' est un rapport constant. Donc les distances de chaque |x>int de 
l’ellipse à la droite D et au foyer/ voisin de D ou à la droite D* et au foyer f voi- 
sin de D' sont dans un rapport constant, qui est celui de ne ’.af ou de be' : If . 

Nous reviendrons plus loin sur les propriétés do cette courbe, nous ajouterons 
seulement que la propriété fondaroentaie qui précédé s’énonce en disant que : 
l'ellipse est une courbe dont la somme des rayons vecteurs de -haque point est constante 
et égale au grand axe. 

288. ttéciproquement une ellipse donnée peut toujentrs se placer sur une surface cy- 
lindrique de révolution. En effet, soient E’^l’ellipsc donnée (Jig .iSS),a"‘b'^ son grand 
axe, c*d* son petit axe , sou centre; considérons cette ellipse comme la projec- 
tion horizontale d’une ellipse identique E' située dans un plan P' parallèle au plan 
horizontal, et prenons le plan vertical LT parallèle au grand axe a'b'-, décrivons 
sur le petit axe c*if un cercle que nous prendrons pour base d’un cylindre ver- 
tical de révolution ; enfin faisons tourner le plan P' autour de crf jusqu’à ce que le 
point af soit venuenosur G,, en même tempe par la symétrie de la figure le point 
è' sera venu en b sur G, et le plan P' aura pris la position d'un plan P perpendi- 
culaire au plan vertical de projection, lequel coupe le cylindre suivant une 
ellipse E (n* 286) dont : ab-=.a’V et cd sont les axes; mais deux ellipses qui ont 
les mêmes axes sont évidemment identiques, donc l’ellipse E intersection du 
plan P et du cylindre, n’est autre que l’ellifise proposée E**. 

% 
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Remarquons qu'il n'cxistc qu’un seul cylindre de révolution sur lequel celte 
ellipse puisse être placée. 

Il résulte de là : i’ qu'un cercle peut toujours être considéré comme la projec- 
tion d'une infinité d'ellipses tracées sur le cylindre de révolution dont il serait 
la base; 2* qu'il existe toujours un plan sur lequel la projection d'une ellipse est 
un cercle. 

280. La section faite dans un cône de révolution par un plan coupant toutes tes tjé- 
nératriees est une ellipse. En effet, soit un cône de révolution coupé par un plan P 
(fig. 190) suivant la courbe fermée E, conduisons un plan méridien M parallèle au 
plan vertical de projection et perpendiculaire au plan P et qui coupe le cône suivant 
les génératrices G, et G, et le plan P suivant une droite B laquelle divise évidem- 
ment la courbe E en deux parties symétriques. 

Cela posé, construisons dans le plan M deux cercles C et C' tangents à la fuis 
aux trois droites B, G,, G,, et faisons-les tourner autour de l'axe A du cône, 
ils engendreront deux sphères S et S' tangentes au cône le long des parallèles A 
A' et au plan P aux poinU/et/', qui seront les foyers de l'ellipse E. Pour le dé- 
montrer prenons un point quelconque a; de E, menons par ce point la généra- 
trice G qui touchera les sphères S et S' aux points m et m’ des parallèles A et a'; 
on aura donc 

xf=xm, Tf=xm' d'où x/-)-a'/'=rm-fTin'= m»n'= constante •. -• 

puis on a : 

xf+^r=PP‘ =gq‘ 

■nais 

W - “P + op = «/■+ af = 3af+ fT, +,hq‘ = bf+br- ibf -|- fT 

Et puisque 

pp' = qq' 

on aura ^ 

af=br 

par suite : 

Pp = uf-\-af'—bf .\-af' = ab cl xf+xp = ab 

Donc la section E est une ellipse dont / et /' sont les foyers, et ab le grand axe. 
290. Les plans des parallèles A et A' coupent la droite B aux points e et e' qui 
sont tels quel on a \ae=.be', c3xap=a/=bf'=lMf et pp'=qq'; puis les droites 
parallèles ep etpV donnentpp':«e';:ap:ae, de môme les droites parallèles eqet q'r’ 
donnent qq'’,ee'ilbq':be’, les trois premiers termes de ces proportions sont égaux , 
donc aezxzbe?, ce qu’il fallait démontrer. 

Cela posé, si par les points e et e' on mène lesdroites D et D' perpendiculaires à 
la droite B, ce seront les directrices de l’ellipse (n" 287). En effet, par le point r 
faisons passer un parallèle K coupant le plan M suivant le diamètre hb', et le plan P 
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suivant la droite xg perpendiculaire à B , de sorte que ge et ge' seront les distances 
(lu point X aux droites D et D'. Les triangles semblables ahg, aep donnent hp, ou 
.rm, ou xf: ge::ap : ae; de même les triangles semblables gbh’, bq'e' donnent h'g', 
ou xm', oa xf ‘.ge’illxf be'y.ap lae; donc les distances d'un point quelconque 
de la courbe E à un môme foyer età la droite D ou D' correspondante à ce foyer, 
sont dans un rapport constant. Doncenliii D et D' sont les directrices de relli|>sc E. 

Si par le sommet $ du C(>ne on mène la droite si paralk-le à la droite g’e', les 
triangles ftfjf'e' et sbl sont semblables et donnent bg' : be'y.bs : bl, l'angle sbl est plus 
grand que asb , donc si du point b on menait une parallèle à la généialrice G,, elle 
passerait dans l'intérieur dcl’angles6/et couperait la droite jfenun point i, tel que 
l'on aurait bi = bs, mais la droite bl est plus grande que la droite bi, donc en- 
lin bl est plus grand que bs] d'où il résulte qu'un point quelconque x de l'ellipse 
est ])lus près du foyer que de la directrice qui correspond à ce foyer ( en se rappe- 
liMit que lÿ di;~eetricc et le foyer qui lui corrcs(>ond sont toujours situés d'un 
même c«ité par rapport au centre de l'ellipse). 

291. Tout point de la section conique, composée d'une seule branche infinie, est 
ét/aleinent éloigné du foyer et de sa directrice. 

Soit P (fig. 191) la section faite par un plan pai'allèlcau plan tangent mené au 
cône par la génératrice G,, le plan méridien (A, G,) ou M sera perpendiculaire au 
plan sécant et Je coupera suivant une droite B, qui sera l'axe de la courbe P et 
qui sera parallèle ù G,. Cela posé, inscrivons dans l'angle h'sh, situé dans le plan M, 
un cercle tangent aux trois droites G„G„B, son centre sera sur l'axo A du cône 

et sur la bissectrice de l’angle sag, laquelle est perpendiculaire ù l’axe A; si 
l’on suppose que ce cercle tourne autour de A , il engendrera une sphère S tan- 
gente à la surface conique de révolution le long du parallèle A et au plan de la 
section conique en /, point qui sera le foyer de la courbe P; le plan du parallèle 
A coupe la droite B en un point e; par ce point e, élevant la droite D per|)cndicii- 
laire à B, on aura en cette droite D la directrice de la courbe P. 

Prenons maintenant un point quelconque x sur la courbe P, par ce point fai- 
sons passer un parallèle K, son plan coupe le plan de la courbe P suivant une 
droite xg perjtcndiculairc au méridien M , et par conséquent perpendiculaire à la 
droite B située dans ce plan M ; la droite xg est donc parallèle à D, et par consé- 
quent^ mesure la distance du point X à la directrice D. Je dis que l’on a ; ge=sxf, 
en effet, par le point x passe une génératrice G du cône, laquelle est tangente à 
la sphère S au point m, point en lequel cette génératrice G coupe le parallèle A, 
on a donc xf^xm=ph=pa -p «ù, mais à cause que la droite B est parallèle à 
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la droite G,, les deiu triangles pae O. gah sont isocèles et donnent pat=-.ae, 
ah=ag, l’on a donc xfseige. 

Cette courbe P a reçu le nom de paraMe, le point a en est le sommet, et l’on a 
évidemment a/=ae. La droite B est dite axe inJim de la courbe. 

293. La différenee des ttisUmcesdm pmnl queUxmqne de Ut section conique, compo- 
sée de deux branches injuries , à deux points fixes situés sur son axe trànsverse est 
constante et égale à la longueur de cet axe. 

Soient (II, H') les deux branches infinies de la section faite par un plan parallèle 
à deux génératrices [fig. 192) , coupons le edne par un plan méridien M parallèle 
au plan vertical de projection et perpendiculaire au plan sécant; inscrivons deux 
cercles C et C, tangents aux droites B, C„ G,, situées dans le plan M; supposons 
que ces cercles tournent autour de l’axe A et engendrent les sphères S et S' tan- 
gentes au edne le long des parallèles A et A' et au plan de la section aux points 
/et/'. 

Prenons un point quelconque a: sur la courbe (H, H'), menons a;/ c^x/', je dis 
que xf — x/==const.=nè. En effet, par le point x passe une génératrice G tangente 
aux sphères S et S' aux points m et m', où elle rencontre les parallèles A et A'; 
on a donc 

xf=xm, xf = xm' 

d'où 

xP — xf= xnC — xm = mm'= ronstanlc 

puis 

mm' =pp'=qq' 

mais 

pp' a ap' — ap=af — af=ab-\-hf — af, qq'=bq — bq'= bf— bf =ab-\- af—bP 

donc 

bP-af=a(-bp 

d'où 

'ibp =z3af et bp=af 

par consétjuent pp', ou 

xf — xf=of — bp== ab 

Cette courbe a reçu le nom d'hyperbole, les points a et è en sont les sommets, 
f cl J' ko foyers, et le point o, milieu de ab, en est le centre; si par le point o on 
élève une perpendiculaire è oè on a la droite désignée en analyse sous le nom 
d'axe imaginaire de l'hyperbole, et la droite ab est dite axe réel ou transverse de 
l’hyperbole. 

293. Les plans des parallèles A et A' coupent l’axe B aux points e et e', et ce.s 
|K>ints sont tels que l’on a ne c= be'. En effet, les triangles semblables ebq, bq'e et 
aep , ae'p' donnent be' : bq' y. ee' : qif el ae ap ee' : pp', mais bq'= bfssef^ap , 
qq'=pp‘, donc btfssae, ce qu’il fallait démontrer. - ■ 
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Cela posé , si des points e et e' on élève les droites D et D' perpendiculaires à la 
droite B, ce seront les directrices de l'hyperbole, qui jouissent de celte propriété, 
savoir : que lesditlancei d’un point quelconque de t hyperbole à un foyer et à la directrice 
voisine sont dans un rapport coiutant. En elTet, par le point x faisons passer un paral- 
lèle K, son plan coupera le plan de la courbe (H, H') suivant une droite per|)en- 
diculairc au plan méridien M , et perpendiculaire par conséquent è la droite R, et 
dés lors parallèle aux directrices D cl D', donc ge et ge' sont les distances du 
point a; à ces directrices D cl D', et les triangles semblables hag, aep donnent hp: 
ijel’.ap'.ae; mais hp—xmr=txf, donc xf'.geV.ap‘,ae, de même les triangles sem- 
blables bgh', be'q' donncnlh'q'lge'v.bq'lb'e'i mais h'q’=xm'—xf, b<f=ap, be=ae, 
donc xflge'y.ap'ae, ce qu’il fallait démontrer. 

L’angle ropest plus petit que psg, donc si par le point a on mène une parallèle 
à la génératrice G, du cène et rencontrant pe en i, on aura ai=apel la droite ae 
passera dans l'intérieur de l’angle pai, l’on aura donc ne plus petit que ap. 

Dès lors, pour l’hyperbole un point quelconque de la courbe est plus éloigné 
du foyer que de la directrice correspondante à ce foyer. 

294. Un cène de révolution ne pouvant ‘être coupé par un plan que suivant 
une ellipse, une parabole, ou une hyperbole, ces trois courbes ont reçu le nom 
commun de sections coniqups, on les nomme aussi courbes du second degré |iarcc 
que leurs équations sont du second degré. L’ellipse comprend le cercle, comme 
cas particulier, et l'ellipse devient un cercle lorsque la distance focale est nulle, 
ou que ses deux axes sont égaux. 

294 bis. Concevons un cène de révolution A dont l’axe de rotation A se trouve 
placé dans le plan vertical de projection et perpendiculaire au plan horizontal de 
|>rojcction. Désignons par s le sommet de ce cène et coupons-lc pur une suite de 
plans P, P', P", etc., parallèles entre eux et perpendiculaires au plan vertical de 
projection <|ui sera un plan méridien M du cène A. 

Ce plan M coupera la surface A suivant deux génératrices droites G et G, et les 
plans P, P', P", etc., suivant des droites parallèles entre elles, et qui ne seront 
autres que les traces verticales V', V”, V*", do ces plans, lesquels couperont le 
cène A suivant des sections coniques semblables E, E', E", etc. (qui seront toutes 
des ellipses, ou dos paraboles, ou des hyperboles, suivant la direction donnée aux 
plans sécants P, P', P", etc.). 

Traçons dans le plan M des cercles C, C, C", etc., tangents aux droites G et G, 
et aux droiteéV’, V", V", etc. Ces cercles touclieront les traces V’, V", V'", etc., 
respectivement en des points /, etc., qui seront les foyers homologues <h‘s 

.sections coniques E, E' E", etc. 
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Cela posé : 

Je dis que le sommet s du cône et les divers foyers bomologues f, /, f", ele., 
sont en ligne-droitc. 

Lt en effet, ^( 7 . 192 ôû. 

Les rayons of, o'f, o'f, etc., des cercles C, C', C", etc., seront parallèles entre 
eux , comme perpendiculaires aux tangentes parallèles entre elles V’, V’', V"', etc. 

De même les rayons op, o’p', o"p", etc., seront parallèles entre eux comme 
perpendiculaires à la droite G, qui est une tangente commune aux cercles 
C, C', C", etc. 

On aura donc : 

«> : »o' : K»” : etc. ; : op : o'p' : o"p" : etc. 
ou 

>0 : w' : $ 0 " ; etc. \:ofi o'f ; o"f' ; etc. 

proportions qui démontrent que le point * et les points/,/,/", etc., sont en ligne 
droite. 

Si donc deux ellipses, ou deux paraboles, ou deux hyperboles étant scmblabip.s 
et semblablement placées, le pôle de similitude est le foyer de l'une des courbes, 
il sera en même temps le foyer de la seconde courbe. 

295. Une section conique quelconque peut toujours être placée sur une infinité 
de cônes de révolution , dont les sommets sont les différents points d’une autre 
section conique , comme nous allons le démontrer : 

1* Soit donnée une ellipse E (Jig. 193) , dont ab et cd sont les axes, /et / les 
foyers; considérons le plan de la courbeEcomme horizontal, et parl'undes foyers / 
élevons la verticale Jr sur laquelle nous prendrons un point r quelconque; de 
ce point r, comme centre, et avec le rayon fr décrivons un cercle C dans le plan 
vertical M passant par le grand axe affb de l'ellipse E; puis des points a et ô me- 
nons des tangentes à ce cercle, elles se couperont en un ivoint i, qui sera le som- 
met d’un cône de révolution A ayant sr pour axe, saelsb pour génératrices situées 
dans le plan M. Sur ce cône A est placée l’ellipse E; en effet, cette surface 
conique A sera coupée par le plan horizontal suivant une ellipse ayant même 
axe ab, et mêmes foyers / et/ que E, car en comparant la figure actuelle avec la 
figure 190, on voit que le cercle C est précisément celui qui par son point de 
contact / avec ab donnerait le foyer de la section ; mais deux ellipses ayant même 
axe et mêmes foyers sont évidemment identiques, donc l’ellipse E est placée sur 
la surface conique A que nous venons de considérer. 

En choisissant un autre point r' sur la verticale, on obtiendra une autre surface 
conique A', ayant pour sommet un point t'; on pourrait aussi élever la verticale 
par le second foyer/, et l’on obtiendrait ainsi une série de sommets s, etc.. 
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tous skuéssur une courbe (H, H'), que je die êtreime hyperboletyMl pour eom- 
ineU Jes foyers /et fX-àt l’ellipse E, et pour foyers , les sommeu s et do cMo 
ellipse. En eflet, on a évidemment d’après la figure, pour an point quelconque t 
de .cette courbe (H, II'). 

*6 — ta = $q-\-qb — tp—pa = bq — ap = bf—tif=bf — bf =ff 

296. De ce qui précède on peut conciflrc dilTcrentcs propriétés do l'hyperbole. 

’• On voit d’abord que si l’ontonslruit un ccrdc G de rayon quelconque tangent 
è l’sxe iransverse de rhypcrboIe (H, IH) au sommet f, et que des foyers » et b ou 
mène des tangcules à ce cerclé-, ces tangentes vont se codper en un point j Mi 
rtiypcrbole situé sur la brandie qui passe par le sommet/, ce qui fournit un moyeu 
deconstruiro par points une hyperbole dont on connaît les sommets et tes foy¥rs. 
Réciproquement si Ton méèo les rayons vecteurs sa, «é-d’un point quelconqiie' » 
de riiypei bole, et que l'on inscrive tin cercle dans le triangle asb, ce cercle tou- 
chera l'axe Iransverse au sommet f de la branche d’hyperbole sur laquelle est 
situé le point $, ... 

Les points de contact des cercles ainsi copstriiits et des rayons vecteurs abou- 
tissant au même foyer a sont sur une ciroonfcTence de cercle décrite de ce foyUr 
comme centre et avec la distance o/'pour rayon. Car pour tous ces ccréics on a': 
ap=af comme tangentes issues d’un même point. ' 

297. ‘Si l’on suppose que le cercle C tourne autour de l’axe *r, if engendrera 

une sphère tangente h la surface conique io long du parallèle à, dont le plan 
coupera l'axe né de l'ellipse E en un point e appartenant à la directrice D de cette 
courbe (n*. 289), on aura donc pour un point quelconque a; de E Id proportion 
xf:ye‘.',af’.ae. Si l’on prend un autre sommet t, sur la même branche H de l’hy- 
perbole, qu’on fasse les mêmes oonslructioDs par rapport au nouveau cène, le 
plan du parallèle 'de contact A couperai ab en un point, que je désigne pour fin 
instant par e, , et Ton aura xf:ge,:u^:ae,-, de ces deux proportions on tire 
ae'.'.ge/. ae,, d'oùge — Mc‘ae:: ge, ~aè,',ae,‘, mais ge — ae=^ag-=ge, — ae,, donc 
aes±.aè,. Donc tous les plans de parallèle* de contact tels que A coupent le plan 
de l’ellipse E suivant' la même droite Reine déterminent ainsi qu'uneseule di- 
rectrice de cette courbe E. Si l’on considère les cènes ayant leurs sommets sur 
l’antre branche H' on obtiendra de la même maniéré la seconde directrice D' de 
l’ellipse E, - ’ 

'* '298. Oo démontre par Vanalyte appliquée à’ la géométrie que la tangente à 
l’byperbole divise en deux parties égales l'angle des rayons vecteurs du point de 

contact; or, l’axe «rdu oAne^ie révolution divÎM l’angle a*l> en deux parties éga- 
2* PUTIK. 9 
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(i«Dc ii Mt Un^ent i rhyperi)ole(ii, H') au point *. D'où i’en dédtiit cette pro- 
priété que ir» axe* de* cône* de rAviulkm *ar letquet* on fetU piaeer tme eUipte aoM 
langent* à ta coarbe lieu de leur* mnnmet*. Maia cette propriété ae trouvera ééinou- 
iréc par la géométrie descriptive sans avoir besoin «le recourir A f lumfyjr, car pins 
loin nous démontrerons directement la propriété suivante, savoir: fa normale 
en un point d'une *ection conique divite en deux partie* égale* l'angle de* rayon* vec- 
teur* ayant le point contidéré pour tommeL . 

En augmentant le rayon fr, les tangentes ab et éq approchent du paraliélietie; 
lorsque ces droites seront parallèles, le sommet t sera transporté i i’ialhu, et 
le oéne se transformera en un cylindre. On aurait un second cylindre en décri- 
vant un cercle égal langent au point f, mais il àt facile de reconnaître que ces 
deux cylindres sont superposables et qu'ainsi on peut placer sur un cylindre 
(n*287) de révolution l'ellipse proposée E, de deux manières différentes, cette 
courbe E alTectant dès lors sur le cylindre deux poeilions que l’on ^tient 
(fig. 188) en faisant tourner le plan P de l’ellipse E auteur de cd d'un cété ou 
d'outre et d’un même angle. 

Dans le cas que nous considérons, l’axe du cylindre j||me par le centre o 
ijig. 193) de E et par le point de l'hyperbole (B, H') situé i^^Mini , donc il eera 
l’asymptote de celte hyperbole, car nous démontreront pluiMlm>qiie (es a^mp- 
lolcs de l’hyperbole passent par le centre. . 

209. 2* Soit donnée une parabole P {^g. 19é), dont n eet le sommet et / le 
foyer; considérons le plan de P comme borizonlal , et par le foyer élevons la ver- 
ticale^ sur laquelle nous prendrons un point qneioonquarpour centre d’un oar^ 
de C tangent à l’axe infini de la parabole et au point f, puis ayant prolongé fi 
jusqu'en q, menons par les points a et q des tangentes A C , elles se couperont en 
qn point *, qui tera le sommet d’un cène de révciutioa ayant fr pour axe, ta at 
*q pour génératrices droites, et sur lequel est placée la parabole P. En effet, le 
plan horixontal, parallèle à la génératrice sq, coupe cette surface conique suivant 
une parabole uyiltt même sommet a et même foyer / que la courbe donnée P 
(n’290), donc ces deux paraboles sont identiques. Donc, enfin, la parabole P eat 
placée sur la surface conique quenous venoon de oonaidérer. 

. En prenant d'autres centres r sor la verticale élevée au point/, on troiivera une 
infinité d’autres surfaces coniques, surlrâquelles sera égalament plaoée la para- 
bole P, et je dis que les sommets * sont les différents points d'une parabole P' 
ayant son s^met en / et son foyer en a. En effet , k montre évidemment 

que pour un pc^t queloonque « 4^ P* no-a : ' . 

L-o- tf'^'~‘r tam,tp+pam^+af=*p+ff »iq+qlm*l 
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3d0. On voit par ce qui précède que si l'on construit un eerclo C d'un rayon 
quelconque et tangent à l'axe infini d'une parat>olc P' au sommet /^que l'on mène 
une tangente à «e cercle C par le foyer a et une autre tangente à ce même cercle, 
mais parallèle à l'axe infini , ces deux tangentes se rencontrent en un point a de 
la paaetmle P', ce <{ui fournit un moyen de construire par points une parabole 
dont on connaît le sommet et le foyer. Réciproquement, si par un point quel- 
conque r de la parabole P' on mène le rayon vecteur et une parallèle à l'axe 
infini et extérieurement à la courbe P', le cercle tangent à ces trois droites tou- . 

cbera l'axe infini de la parabole P* au sommet de cette courbe P'. 

Les points do contact des cercles ainsi construits et des rayons vecteurs sont 
sur une circonférence de cercle décrite du foyer comme centre et avec la distance 

pour rayon, car pour tous ces cercles on a ap = af, 

301. Si l'on suppose que le cercle C tourne autour de l'axe sr, il engendrera 
une sphère tangente è la surface conique le long d’un parallèle A dont le plan 
coupe le plan de la parabole P suivant la directrice F) (n* 290), de sorte que l'on à 
ae=af-, pour tout autre sommet s, on trouvera un autre parallèle A dont le plan 
devra cou|>cr le plan do la parabole suivant la meme droite D, puisque af est 
constant. 

302. Par l'annli/M appliquée à la géométrie on démontre que Ta tangente à la 
parabole divise en deux parties égales l'angle du rayon vecteur et du diamètre, 
donc l'axe tr est tangent à la parabole P', on en conclut évidemment que la sous- 
tangente est double de l'abscisse, car on a n/=qs; mais nous démontrerons di- 
rectement cette pro]K>sition(n* 321), et ensuite nous démontrerons que cette même 
propriété existe pour l’ellipse et l’hyperbole en la fai.sant passer de la parabole 
sur ces deux courbes. 

303. A mesure que le sommet $ s'éloigne sur la parabole P', le rayon fr du 
cercle augmente indéfiniment, de sorte que le cène ne pourrait dégénérer en 
cylindre qu'en supposant fr infini, c'est-à-dire qu'une parabole P ne peut jamais 
être placée sur un cylindre de révolution. Donc aussi un cylindre de révulution 
ne peut pas être coupé par un plan suivant une parabole. 

304 . 3* Soit donnée une hyperbole (H, 11') (/g. -195) dont o et 6 sont les som- 
mets,/ et y* les foyers; considérons le plan dc(ll. II') comme plan horizontal, et 
par l'un des foyers / élevons la verticale fr et d’un centre quelconque r dé-crivons 
le cercU C tangent en /à l'axe réel ou transversc né, par lus sommets a cl b me- 
nons des tangentes à ce cercle, elles se couperont en un |>oinl x qui sera le soni-' 
niet d’un cène de révolutiun ayant sr pour axe, *n et sb pour génératrices droites 
et sur lequel sera située l’liy[)crbole (H, lï'). Eh cITct , cette surface conique sera ' 

coupée par le plan horixonial suivarrt une hyperbole <*iyam mômes sommets a cl b 
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et mêmes feyers/et/ que rbyperbole proposée, et qui par conséquent sera iden- 
tique avec elle. 

Mats en cboisisaont un autre point r, on trouvera par la mémo construction un 
autre sommet r d'un oéne de* révolution sur lequel sera-ailoce l’byperbole pro-' 
posée (H, U'); le lieu de ces sommets est une ellipse E ayant pour sommets les 
foyers /et f de l’hyperbole (H, H') et pour foyers les sommets a été de celle hyper- 
bole; en eOct, pour l’un quelconque de ces sommets *, on a évidemment ; • 

ta+jb=$p+IM + qb—iq = ap + bq^af+bf=br+l>f=ff' 

305. Nous voyons par co qui précède que si l’on décrit un cercle d’un rayon 
quelconque tangent au grand axe d'une ellipse É et en son sommet; que si des 
' foyers a et 6 on mène des tangentes à ce cercle, elles vont se couper en un point * 
de l'ellipse 'E; ce qui fournit un moyen de décrire par points une ellipse dont on 
connaît les sommets et les foyers. Réciproquement, si j’on décrit un cercle lan- 
gent : 1* au grand axe d’une ellipse E, 2* à l'un des rayons vecteurs mené ù un 
|)oinl X de cette ellipse et 3* au prolongement de l’autre rayon vecteur mené au 
même point x , le point de contact avec l’axe sera au sommet de la courbe E. 

Les points de contact des cercles ainsi construits et des rayons vecteurs abou- 
tissant au mémo foyer a sont sur une circonférence décrite de ce foyer comme 
centre et avec la distance àf pour rayon , car pour chacun de ces points on a tou- 
jours o/=op. ' 

.300. Si l’on suppose que le cercle C tourne autour de l’axe sr, il engendrera 
une sphère tangente à la surface conique Fc long d’un parallèle A , dont Icplan cou- 
pera le plan horizontal suivant une droite D, directrice de l'hyperbole (H , H') 
(n- 292). 

Si l’on construit donc des cènes ayant leurs commets en chaque point de Uel- 
lipsc E cl les sphères corresjwndanles, tous les plans des parallèles de contact se 
couperont suivant la même droite D. 

301. On démontre par l’analyse appliquée à la géométrie que la tangente à 
l’ellipse divise en deux parties égales l’angle supplémentaire des rayons vecteurs 
mcnc^ au point de contact. Or, l’axe sr du cène remplit celle condition, donc il 
doit être tangent à l’ellipse. 

Plus loin nous démontrerons directement cette propriété, en démontrant que 
/a normale en un point d’une ellipse divise en doux parties égales l'angle des 
rayons vecteurs passant par ce point. 

Si le point s est au sommet du petit axe de l'eHipse, l'axe sr du cène est paral- 
lèle à ab, en qui est évident, car alors les angles sali, sba sont égaux , par suite 
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la bissectrice de l'angle extérieur est parallèle à la base, donc dans ce cas parti* 
ruiier il est démontré que l'axe du cène est tangent i l'dlipse. 

En augmentant encore le rayon fr, le sommet « se rapproolic de /*, et jamais le 
<a>ne ne dégénère en cylindre; donc une hyperbole ne peut jamais être placée sur 
un cylindre de révolution. Donc aussi un cylindre de révolution ne peut jamais 
être coupé par un plan suivant une hyperbole. 

308. PnoBLÈHS ni. — Placer une section coniijue donnée sur un cône de révolu- 
tion donné. 1* Si la section conique est une ellipse E (Jlg. 103) en prenant un 

|K>int quelconque de l'hyperbole (H, H') on voit que l’angle asb peut varier de 
180* à 0*, donc on pourra placer la courbe E sur le cène donné quel que soit son 
angle au sommet; et pour placer la courbe E sur le cène, ayant mené un plan' 
méridien de ce cène, il sufitpa d'inscrire dans l'angle des génératrices extrêmes 
unedroke aè égale au grand axe do l’ellipse, ou autrement ayant construit comnn' 
ci-dessus (il* ‘iU 1) la courbe (II , II') , puis sur ab et dans le plan do cette hypcrliole 

(II, II') ayant décrit uù segment capablcde l'angle os6 (formé par les génératrices 
extrêmes du cène donne), il coupera l'hyperbole en deux points symétriquement 
placés, les unissant l'un et l'autre aux points a cl b on aura deux triangles identi- 
ques; soit sah l’un d’eux, un coupera le cène donné par un plan méridien et l’on 
jwrtera respectivement sur les deux génératrices qui y seront contenues les dis- 
tances sa, sb, puis conduisant par les deux points ainsi obtenus un plan perpen- 
dicùlairc au plan méridien, il coupera le cène suivant une ellipse identique à la 
courbe proposée. 

2* Si la section conique donnée est une parabole P {fig. 19-i), on construira en- 
core la parabole P' (n* 298); du sommet a, on mènera une droite faisant avec l'tae 
inliiii de la courbe P', un angle supplément de l’angle au sommet du Cène proposé, 
elle coupera P' en un point s, portant la distance as sur une génératrice du cène, 
et par le point ainsi obtenu menant une parallèle à la génératrice opposée du cène, 
puis par celte droite un plan perpendiculaire au plan méridien correspondant, 
il coupera le cène suivant une parabole identique à la courbe proposée. Il est 
évident que cette construction est possible quel que soit l’angle au sommet du oène 
proposé. Donc une parabole quelconque peut être placée sur un cène (|uelcon<|ue 
de révolution. 

3* Si la section conique donnée est une hyperbole (II, II') (fig. 195), ayant 
construit l’ellipse E (n* 303), on décrira sur ab, ut dans le plan de celte ellipse, un 
segment capable du su|>plément de l'angle au sommet du cène donné, il couftora E 
en un point «; prenant alors deux génératrices opposées du cène donné et sur ces 
géné-ratriccs, mais dans des nappes différentes pour l'une et l'autre, portant les 
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(li»tances *a, sb ; meoeiit ensuile par un plan perpendiculaire au plan inéridieD 

correspondant, il coupera le cône donné suivant une hyperbole identique é la 
courbe proposée. Il est évident que le segment décrit sur né ne coupera pas tou- 
jours l'ellipse E, il faut que l’angle au sommet du cdne soit plus grand que le 
suppléaient de l’angle des rayons vecteurs menés du sommet du peËt axe de l'el- 
lipse E. Donc une bypcrimie quelconque ne peut pas toujours ètreqtlacée sur un 
cône quelconque de révolution, elle ne peut se trouver que sur un cône dont 
l'angle au sommet est au moins égal au supplément de celui d’un triangle isocèle 
ayant pour base l'axe transverse ab et pour côté la demi-distance des foyers of de 
cette hyperbole. ^ 

. . Des focales des sections coniques. 

309. Dans l'ellipse chaque foyer peut être remplacé par un point quelconque 
de la branche d’hyperbole (n*294) qui y passe et la propriété fondamentale de 
cette courbe ( savoir : que la somme des rayons vecteurs menés i un point quel- 
conque de la courbe est constante) est encore satisfaite. En effet, prenons les points s 
et*' {fig. 193) rcspcctivcmcntsitucssur les deux branches de rhyperlK>lc(ll , H') et 
considérons un point x quelconque de l'ellipse E; les génératrices *x et ren- 
contrent les parallèles A et A' en les points ( et l' et l'on a st=sp, s'i'=s'p', xt=xf, 
x(—xf comme tangentes à une même sphère et issues d'un même point; donc 
l'on a: 

sx-\-ilx=ü-\-tx-\-^(+tx-=tp-{-d]f-\-xf.\-xf = <à>-\-sp-\-s'p'= constante 

Donc ces points * et s* pourraient aussi être nommés foyers de l’ellipse E et soua 
ce point de vue , l’hyperbole (H, H') est le lieu des foyers de l’ellipse E, ce qui 
lui a fail.donner le nom de focale de l’ellipse. 

U est évident que si l'on prend les deux ft^ers sur la même branche de l'hy- 
perbole (H, U'), on trouvera que c'est la différence des rayons vecteurs qni est 
constante et non leur somme, car on aurait dana l'expression de chaque rayon 
vecteur le terme ou .i/',[que l'on ne pourrait faire disparaître que par sousliipc- 
tien; et, en effet, en considérant le même foyer/, on voit que n'est 
plus constant , mais bien (xf — sef), puisque l'on uaf — xf =z0. 

810. Si de même pour la parabole P on remplace le foyer / {fij. 194) par un 
point quelconque s de la parabole P' (n* 298), et si l'on prend en même temps au 
lieu de la directrice D, une parallèle à cette droite et menée par le point où qf est 
coupée par une parallèle i qp paasant par le point *, on voit de suite qu'un point 
quelconque de la parabole P sera encore également distant du foyer * et de la 
directrice correspondante. En effet, on at 

XI = xt 4- 1» =*■/■-)- .«ç = TJ -f- yy* = Tj” 
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La parabole P' est donc le lieu des foyers de la parabole P, elle esl dite pour 
cela la foede de celte courbe. 

3H. Enfîn, si l’oo remplace les foyers de l’hyperbole (H, if*) (Jig. 195) par deux 
points quelconques *, i' do l'ellipse E (n* 303), -la difTérence des distances d'un 
point quelconque de l'hyperbole à ces deux points sera encore constante. En 
etièt, considérons deux points m et m' de l'hyperbole situés l'un sur une branche 
et l'autre sur l'autre branche de l'hyperbole , en tait que si la courbe E est le lieu 
des sommets desednesde révolution sur lesquels on peut placer l'hyperbole (H, U'), 
réciproquement la courbe (H, H') sera le lieu des sommets des cônes de révolution 
sur lesquels on peut placer l’ellipse E (n*‘ 294 et 303), donc la courbe (U, H') sera la 
focale de la courbe E (n* 308) et l’on aura : 

d’où mt — m«' = mV — m'i =i consiamo 

Si l'on prend deux points m et m" sur une même branche de l'hyperbole, on 
aora (n* 308) : 

su — m”t = su'-^m"«' d'où «'i — S iVssm — su’ = constante 

Donc l'ellipse E est la focale de l’hyperbole (H, II'). 

Le mode de démonstration que j'ai employé pour obtenir les propriétés des 
foyers et des focales des sections coniques a été exposé pour la première fois par 
MM. Dandelin et Quételol (*). 

Diver$es propriétéê de l'ellipse. 

312. Nous avons vu (n* 280) qu’une surface cylindrique de révolution est 
coupée suivant une ellipse par un plan incliné à l’axe de ce cylindre, de sorte qu'en 
supposant cet axe vertical, la projection horizontale de l’ellipse sera un cercle. 
Cela posé, si l'on conçoit que toutes les droites tracées sur le plan horizontal 
soient les projectioas de droites tracées sur le plan de l'ellipse, il esl évident que 
les cordes du cercle sont les projections de cordes do l'ellipse ; que le milieu de 
la corde du cercle est la projection du point milieu de la corde de l'ellipse ; que 
deux droites parallèles sur le plan du cercle sont les projections de deux droites 
parallèles sur le plan de l'ellipse ; qu’une tangente au cercle est la projection d’une 
tangente à l'ellipse ; que deux droites qui se coupent dans le plan du cercle sont 
les projeclionsdedeux droites qui se coupent dans le plan de l’ellipse. Mais l'angle 
des projections de deux droites n’est pas égal à l’angle des droites projetées, i 
moins que ces droites ne soient l'une une horizontale et l'autre une ligne de plus 
grande pentedu plan de l'ellipse, auquel cas ces droites dans l’espace cl leurs pro- 
jections sur la plan du cercle sont également perpendiculaires entre elles. 

(*) let Mémotrea de l*Acedéoiie royale des sciences de Bnuelles. 
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3i3. b' après cela nous conclurons facilement ce qui suit : 

1* Nommant diamélre d'une courbe une ligne qui divise en deux port les égales 
un système de cordés parallèles, les diamètres du cercle sont des droites, donc 
les diamètre* d une ellipee *onl de* droite*. 

2* Tous les diamètres d'un cercle passent par le centre et y sont coupés en deux 
parties égales ; donc le* diamètres d une ellipse concourent en un point , </ui est leur 
milieu commun et qu’on nomme centre de f ellipse. 

3* Lesdiamètresd'un cercle sont perpendiculaires aux cordes qu'ils divisent en 
deux parties égales; mais il n'en sera pas de même dans l'ellipse, excepté toute- 
fois pour le diamètre dirigé suivant une ligne de plus grande pente du plan- et 
pour le diamètre horizontal. Ces deux derniers diamètres sont nommés les axes 
lie f ellipse. 

4* De deux droites, qui ont des projections égales, la plus grande est celle qui 
fait avec le plan de projection le plus grand angle; or, tous les diamètres du cercle 
sont égaux, donc le plus grand diamètre de l'ellipse est celui qui est dirigé suivant 
la ligne de plus grande pente de son plan, et le plus petitest le diamètre horizon- 
tal; c'est-à-dire que les axes d’une ellipse sont ses diamètres maximum et minimum. 

5* On nomme diamètres conjugués deux diamètres, dont chacun est parallèle aux 
cordes divisées par l'autre en deux parties égales; dans le cercle les diamètres 
conjugués sont perpendiculaires entre eux ; mais il n'en sera pas de même dans 
l'ellipse, excepté pour les axes, qui forment le seul système de diamètres conju- 
gués de l'ellipse perpendiculaires entre eux. 

6* Les diamètres du cercle qui font des angles égaux avec la projection de l'un 
des axes sont les projections de diamètres égaux do l'ellipse, car ils sont égale- 
ment inclinés sur le plan horizontal et ont des projections égales; mais ces dia- 
mètres ne sont conjugués qu'autant qu'ils font avec la projection de l'un des axes 
des angles demi-droits; donc il n'y a dans l'ellipse qu'un seul système de diamètres 
conjugués égaux. ■ 

7* La tangente au cercle est parallèle au diamètre conjugué de celui qui passe 
par le point de contact ; donc aussi la tangente à l'ellipse est parallèle au diamètre 
conjugué de celui qui passe par le point de contact; et par consé(|uent les tan- 
gentes aux extrémités d'un même diamètre sont parallèles. 

8* On nomme corde* supplémentaires deux cordes qui partant d'un même point 
de la courbe aboutissent aux extrémités d'un même diamètre; or, dans le cercle 
les cordes supplémentaires sont perpendiculaires entre elles et par conséquent 
(tarallèles à deux diamètres conjugués; donc aussi dans l’ellipse les cordes sup- 
plémentaires sont parallèles i deux diamètres conjugués, mais les cordes sup- 
pléroentaires parallèles aux axes sont seules perpendiculaires entre elles. 



Digilized by Google 



9* baog le cercle les tan§enies sus exlrcmltés d'une corde concourent en un 
point du diamètre conjugué de coite corde, c’est-à-dire en un point du diamètre 
({ai passe par le milieu d«-la corde qui un A les points de contact; donc aussi 
dans l’ellipse les tangentes aux extrémités d'une corde éoncourent en un point du 
diauiéire conjugué de cette corde; et par conséquent si l’on mène des tangentes 
aux Qxtrémilés de tant de cordes prallëlcs que Ton voudra, ces tangentes con- 
courront deux à deux en des points situés sur le diamètre conjugué de ces cordes 
parallèles. 

tO* Si d’un point extérieur à l’ellipse on mène doux tangenlos à oette courbu, 
ensuite la corde qui unit les points de contact, cl enfin une parallèle à cette cordé, 
les portions de celte |>arailélc comprises entre les langcules et la courbe sdnt 
égales entre elles ( c’est évident d’après la ligure). 

3H. Il résulte de ce qui précédé les constructions grapliiques de plusieurs pro- 
Jdèmes, qu’il est utile de savoir résoudre lorsqu’une ellipse est donnée par son ir/u?. 

1* Pour trouver le centre d'une ellipse E il suffît de meuerdeux cordes paral- 
lèles C et C', de construire leur diamètre conjugué D qui passe par les poiuls d 
et (f uiilié'ux de ce& cordes C et C' cl ilc prendre le milieu du diaiuélre D. 

2' Pour trouver les axes d'une ellipse E, on construit un de ses diamètres D 
quelconque, sur lequel, comuip diamètre, on décrit une circonférence de cer- 
cle E, laifuelle coupe l’cllipse cn un point m cpie l’on unit aux extrémités du diâ- 
mélrc D; ou a deux cordes supplémentaires rectangqlaires entre elles et auxquelles 
les axes de rdlipse sont par conséquent parallèles (n* 313^.8*). . 

3* Les diamètres conjugués égaux sont parallèles aux cordes sup()lémeataires 
menées d’une extrémité d'un axe aux extrénrités de l'autre axe. 

4* Pour construire la tangente en un point m d’uue elli]>se E, ou mène le 'dia- 
mètre D qui passe au point m, ensuite une corde C parallèle 4 D, enfin on unit 
les milieux des droites C et D par une droite D' à laquelle la tangente demandée 
est parallèle (a* 313, 7*), car D cl D' sont deu;i diamètres conjugués. 

5' Ou peut aussi consliuirc la tangente de la manière suivante : on mène le 
diamètre D qui passe au point m, ensuite une corde C païuiléicà U, enfin la corde 
C' supplémeqûiirc de C , et la tangente est |)arulléle à la corde C' (n* 313, 7* et S*);- 

6° Les mémos n^a lions graphiques s'appliquent à la construction de la tan> 
geule parallèle à rao droite donnée, car on obtient le point de contact en menant 
un diamètre pprallélo à la droilc donnée, puis son conjugué. 

315. La projection liorUonbiie dme‘droite est égale à Ut droite projetée muUipUéc' 
par le cosimt de l’mtgle qu’elle fait avec ta projection; car la droite ab (jig. 196 ) est" 
1 hypothenuse d'uu triangle rectangle dont la projection ou une parallèle ne i 
cCQe projection est. uucètéde rangledroitjou adoQc:’s<;=:»éx co»<r. 

8* r*RTB. • ’ . - JO 



. La même retaûoD eaisle entre la surfeee ou mre d’iwo fifuro pbiae queloon<{ue 
et la arufaco ou uir«do m projection. Kn effet, nil 1* un triaiigle àbc ((ig. 19'^) 
.'lywal un Cütü ab sur le i>lao de projeetion , noua avoM en repréaculMt l'aire du 
triangle uiê per A et i'aird de m prejeclioa oM par A* : - r - : ■ ■ 



donc 



i = |otXce, i* = va4x«l, mais fd=cex cosa 




.. a*=raêX«*Xco*«=ax CM> . 



Soit le triangle ofrr {fig. 198) ayant un seul sommet a sur le plan deprojccLiôn, 
prolongeons le côté opposé bc et sa projection de jusqu’à leur rencontre en / et 
joignons par la droite nf les deux points a cl fj u(Mis aurons 



(loue 



ahc = afc — abf, od«=o/e— mais «/>«= «/itx oo««, afd^afixcoia _ 
ad(=aieXcosa 



On peut toujours se ramener à ce dernier cas-, en menant par l’un des som- 
mets un plan |>;irallèle au plan de projection. 

Une autre figtirc plane peut toujours se décomposer en triangles de grandeur 
Unie ou infiniment petite, et par conséquent la proposition précédente lui serait 
at>plioaible. Donc, si en général on représente l’aire d’une figure plane par Kj 
pur K* l’aire de sa projection et par * J’angic que ùit son plan avec le plan: de 
projection, on aura K*=iK . coe a. On peut donc énoncer ce qui suit: ' 

316. 1° Les qunrrés erreonseritsau cercle sont égaux, donc les parallélogrammes 
circomerits à l'ellipse, dont ils sont les projections, sont équivalents entre eu.\. 

2" Les rëctangles inscrits au cercle ont pour diagonales des diamètres; donc 
les diagonales des parallélogramines insorits à l’ellipse sont aussi des diamètres. 

■ 3* Les quarrés inscrits-au cercle-sont éganx et leurs diagonales sent des d_ia- 
luàtree conjugués ; donc les perallélogramines inscrits à l'ellipse et dont les dia- 
gonales sont des diamètres conjugués, sont tous écpiivaleats entre eux. 

ê* Nommant E l’aire de relli|)se, a l’angle de son plan avec te plan du cercle C, 
cl R le rayon de ce cercle C projeotioD de l’eflipee-, on a 7 rR’=E.cosa; et si Aet B 
sont le demi-grand âxe et le demi-petit axe de l’ellipse, on anra : Rc=&E 3 :Aoosa, 
éiparsuiien.A.B.co9 2 =E.eo 8 a; donc, enfin, Ec=s;tAB.Aig||^’airc deTellipse 
eet ^Ic à celle d’un cercle dont le diamètre serait moyen proportionne) entre les 
deux.axes de l'ellipse. _ ‘ • 

* 317. Dans deux cercles concentriques les cordes sous-tendues par des angles 
égaux sont entre elles comme les rayons et sont par conséquent proportionnelles 
snlro elles. Si donc on comidéve ces deux cercles oonune les projections de deux 
ellipses tracées sur uu même plea , ees ellipses seront oonoentrùiues et jouirent de 
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eett« propriété, savoir quoloura diamètres homologues et leurs oordeshomolapocti 
tout proporliunnela ; donc les axes de ces ellipses sont proportionnels et on dit 
que ces ellipses seul des eUifiiet.teitétablat, iemblubiemeni flacéct et cottceutrintu*. 

On pourrait transporter l'une de ces ellipses pui'allùlemoat à elle*nième dans 
son pian, ou dans un plan parallèle^ elle aurait toujours pour pregeutiou un. (torde 
cl resterait semblable U sewblabieiuonl plac^jée par rapport à l’aulre ellipse. ' 

Je dis que deux elUptet situéee dans un même plan, ou dan» dedx pluiu fmralléle* > 
tfui ont pour proj,ectioui des c^let, sont semj/iubles cl semblubkmcnl placée*- iùi eü'pt, 
soient 11 et K' les rayons des deux oercips projetUioiis ; A et U deux diamètre^ de 
l’une des ellipses; A' et O' les diamètres |)aralléies de l'autre .ellipse; les droites 
/tel A' reroiU avec le plan horizontal un même angle a , et aussi les droites D et H' 
feront avee le plpn horizontal un même angle |S, et par conséquent on aura 

R=: A cos *= Bco»p, R' A'C(Ms=B' cosfi i. 



d'où A : 1! : : A' : B'; donc les deux ellipses sont semblables et semblablement placézts. 

BIS. Pour toicncr la tangente au cercle C '(fiif. 10B-) par un point extérieur- n 
on décrit sur oa comme diamètre un cercle C' qui eou|)e le cercle' C aux (xmits de 
contact A et c des langcntes ah ut ac, et si par le point a on mène une séeaniv 
V quelcon<|ue, la partie ((^comprise dans le cercle Cest coupée en deux parties égales 
en e jrar le cercle C; car si l’on joint oe l'ànglc oea es'l droit. Donc pour mtîher la 
tangentç à l’ellipse, dont C «rail la proj<K:tion , par un point projeté en n ( po\R 
abréger le discours nous nommerons les projections au-iieu des Jignes projetées), 
sur oa comme diamètre homologue de gk, nous décrirons une ellipse C' .scml>M)le 
à l’ellipse C et semblablement placée , elle coupera l’ellipse C en deux points b et 
r, qui seront les points de contact des tangentes nA et ac, et si l’on mené une sécante 
quelconque la partie df comprise dans l’clIipsc C est conpée en deux partieségales 
en e par l'ellipse C'. ’ • . 

3T9. Ce qui a été dit (n* conduit à la méthode suivante, {lour mener la 
Utngente en ün point m d'une ellipse E. Un construira le petit axe de l'cIlipsc 1:1 
et sur ce petit axe comme diamètre on décrira un cercle C. Du point moo'abais- 
sera C6 petit axe une perpendicailairc qui <mupcra le cercle C en n, on mènera 
la tangonta en a au cerele C, elle <»upcr« le petit axe prolongé en «, joignant les 
pnÎBUi < et M, on aura la tangente demandée. 

Un peutdécrire le cerelê sur le grand axe et opérer de la même manière; mais 
auparavant il faut démontrer qu’un cylindre oblique est coupé pot’ un pian 
suivant une eilipso, et que par suite un cercle se projette suivant une ellipse, 
. c’est ce que nous verrons plits loin. • . 



# 



1 



U 











X 



. Digrtiz 

rp . 




e 



— 70 



330. Si dans un eercle C (/y. 3U0) on inscrit un hessgone dont les cùtas 
soient respectivement parallélesaux cOtés opposés oé, Ae, jedis que les autres odtésod 
c( a/son l parallèles ; en icfTet^, les angles abc et drf sont égaux comme ayant les côtés 
parallèles et dirigés en sens contraires'; donc les arcs afedc et Jabcd qu’ils sous- 
trndont sont égaux; donc leurs suppléments i la circonférence entière /èrf et ahe 
sont égaux ; si l’pn prend les milieux'^ et b dès arcs restants nf et ci, ’on aura aussi 
f^àbh=ziif'th , donc-< 7 A est un diamètre perpendiculaire aux deux cordes af et ci, 
donc.n/ et ci sont parallèles. Il en rèsullpqucsi drmsCeltipie, dont le cercle C serait 
la projection J on inscrit un hexagone dont deux côtés soient parallèles à leurs opposées, 
les deux autre* côtés seront parallèle* entre eux'. 

321. PnoDiiuE 1. Par un point extérieur mener une tangente à une ellipse donnée 
par ses axes. Soient a/> et ci (fig. 201 ) les axes d'une ellipse 1E et Un point m par I&- 
quel il faut lui lueucr une tauguulo. Prenons le plan de l'ellipse pour plan hori- 
zontal oti'axeaA pour lignede terre, sur cddécrivons un cercle C que nous considé- 
rerons comme la base d’un cylindre A vertical et de révolution; le plan dn cercle 
restant iixe , supposons que le plan do l’ellipse tourne autour de câ jusqu'à ce-qiie 
l’ellipse soit placée suric cylindre A (n° 287) enÉ', le [jointmentralné'dansce mou- 
vement viendra en m', puis<iu’il est sur In plan P'; menant de m'* une tangente 
à E'*, puis ramenant le point x' en x par un mouvemeut en. sens contraire, et 
joignant xm, nous aurons la tangente demandée. 6n construirait de même la. tan- 
gente parallèle à une droite donnée, etc en ramenant toujours les construc- 

tions à S’elTectuer par rapport au cercle C décrit sur le petit axe (cercle qui est 
la projccti’on de l’ellipse E'), puis ensuite en' rapportant les points sur le [dan de 
cette courjte E'. . 

La même opération graphique fbra connaître les points d'intersection d’une 
droite et d'une ellipse donnée par scs axes; car, ayant amené l’ellipse donnée dans 
la ^sition E' et la droite D en ly,. I)'* coupera E’ en deux points que l'on ramè- 
nera sur le plan horizontal par un mouvement contraire; ils appartiendront à D 
et seront lès points demandés. ' 



' Diverses propriétés de la parabole. ^ 

322. Les propriétés de l’ellipse qui ne sont pas une oonséquenae dé c6 que 
la courbe est fermée s’appliquent également à la parabole, on-peat les (aire passer - 
de l'une de ces courbes sur l'autre par la oonstruotion suivante t soient un cène 
de révolution («, B) {fig. 202), et P une paraboiedonnéç par un plan sécant paral- 
lèle à la génératrice ni': En un point quelconque m menons la tangente 0 et le 
plan tangent T le long de In génératrice nn ; parle pointa menons une parallèle O 
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àtf, elle sera située dans le plan T et par conséquent tout entière hors de la surface 
conique^ et un plan perpendiculaire au plan tangent T conduit par D n'aura quele 
sommet t de commua avec le cène; si donc per 0 on lui mène un plan parallèle, 
d coupera le cduo suivant une ellipse E, qui aura aussi pour tangente 0. Cela 
posé, il est évident que si Ton fait passer des plans par le sommet « et par une série 
débordes de l'ellipse parallèle è0, ces plans couperont |cplan de la parabole P 
suivant une série de cordes de cette courbe et toutes parallèles à 0 et le plan pas- 
sant par le sommet « et parole milieu des cordes dè l'ellipse passera aussi par les 
iiMlieuxdescordesde.la |iarabo1e. Donc les diamètres de la parabole sont des droites. 

Si par la droileb on construit un second plan Uingentà la suriâce coni<]ue, il 
seraparallèleauplandelaparabole, carleplanT' tangent le long dem' et le plan dé 
la parabole Pétant parallèles entre eux sontcoupéspar ha plan T suivantdeux droites 
|>aralléles, mais l'une des intersections est 0^ dode l'autre est 'parallèle 4 0, et 
eummecllc passe par le sommet s,^elle n'ost autre que D; la génératrice «n' coupe 
l'ellipse en m cl le plan T' coupe le plan de l'ellipse E suivant une tangente 0' 
parallèle à ü cl |>ar cunséquenlparallèleà0;dunc mm' est le diamètre de l'ellipse 
conjugué do la tangente 0; lagénératrice «n'étant {>arallèlc à pq, le plan «nn' coupe 
le plan de la parabole P suivant une parallèle 4 tn ou pq, donc le diamètre de la 
parabole passant par m est parallèle 4 l'axe pq. Ein menant la tangente 0 par un ‘ 
autre point de la parabole, on arrivera & des conséquences semblables^ donc tous 
lus diamètres de la parabole sont parallèles 4 l'axe infini de.ceUe courbe. Ponc 
lu parabole ira pas de centre, ou , ce qui exprime la même idée, le contre de la 
parabole est èituè à une distance tniinic. . 

Par ce qui précède, on voit de suite que la tangente 4 rextrèniitè d'un diamètre 
est parallèle aux cordes divisées par ce diamètre en deux parties égales. 

Si on mène la tangente 0 au point p, elle sera bprixun talc, car les plans tangents 
au cène suivant les génératrices tp etjn' ont leucs traces horizontales parallèles et 
se coupent par conséquent suivant une borizoptalc , cotte tangente 0 serait doue 
perpendiculaire 4 l'axe pq; dans tout autre cas la tangente fait avec le diamètfc 
conjugué un angle diffèrent d’un droit j donc Taxe de ia parabole est le seul 
diamètre perpendiculaire au.x cordes qu'il divise en deux parties égales. 

ün voit de suite : 1* que puis({uc les diamètres sont infinis, de deux Cordes 
supplémentaires l'une est toujours parallèle 4 l'-axe , et 2* que les tangentes aux 
extrémités d’une corde se croisent sur le diamètre conjugué de cette corde. 

3S8. De 14 on conclut que |)our trouver l’axe d’une parabole il suflit de mener 
deux cordies parallèles, d’unir leurs milieux par uoedroile qui sera un diamètre 
de la parabole, do mener une corde perpendiculaire 4 ce diamètre et per le milieu 
de cette corde une parallèle au premier diamètre, et cette parallèle seia .l'.axe. * 

.t 
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Pour mener la tangente à la parabole en un point m , on pent Oonaimlrale 
fKamèire D qui pasae au point m, ensuite dent antres fliamétrea It' et T>" égaler 
ment disianta de B, puis unissant les somraeU m ' et m" de ma diamùtrcs par une ' 
.eordo, elle aéra di\iaée par Den deux -partfos égales et par conséquent cette corde 
sera parallèle 1 la tangente cherchée ; la tangente demondées’obtiendra donc en 
-menant par k' point ai nne parallèle é cette cordé. ' 

S24. Démit, ta fetraholf la notu-knir/mle e*i doak/c itr l’abtritte. En effet, ayant 
oonstniit {fiÿ. 194) la focale P* de In paral>o4e P et la tangente T au point m, ai ' 
l’on alMiisac l'ordonnée nrn, que l’on déerWo de n comme rciUre et du rayon on un . 
cercle qui coupe ht foraie en^ , ce point * sera le sommeld'un ednedont an eatl'aKC ; 
éievani la Tortioale fy; qui coupe ss-enr, puis dérrivam loterele G,dn centre r et 
’ du rayon rf^ il sera taugont en même tempe à l'ate oa , à la droite os et à la géné* 
ralriee tl |)arallète icl’asc; Le plan langent au ei>Be suivant la génératrice «■» a 
pour.iraoe horisontale T et pour trace vertieaie ««",’Ct comme il est aussi langent 
à la Bpitéra eng*'»drce par le cercle C tournant autour de at et qu’il est par consé- 
quent i>eri>eiidicu1aire an ntyoji qui passe par le point de cuDtuel(le(|uel |xnnt de 
«OMlacl se pf-ejetle verlicalcmcirt sur rs) , ia droite W' est |terpcndiciHaire sur la 
droite tr ou parallèle à tffe , donc les triangles npc et om" seul setnblables et comwe 
ne±:a;), ona' • ■ 

, ... tu/ xat—'an, d’où ■ -, 

Mais les- trûinglcS égaux nrf et rqs donnent s(i=fn, donc ns est tangente â la 
courbe !>' (n* .^2), donc la tangente A ia parabole divise en deux parties égales le 
supplément de l’angle du rayon vecteur et du diamètre , et par çonséq tient la nor- 
male divise en deux parties ùg-alcs l’angle du rayon vecteur et du dianiétreJ 
, Il résulte de là un moyeu dé construire une parabole dont on connaît Taxe-.X 
(yîÿ. 203), le sommet n cl un point «i, car abaissant l’érdonnée mp, prenant 
aq^tip, mr/ sera tangente irla paraliole; donc le diamètre A' cl le rayon veclcurU 
doivent faire avec w//, ou avec 4 normale N , des angles égaux ; It vient couper A 
au foyer/, prenant ai—qf, et menant D perpendiculaire à A, ce sera la direc- 
trice; connaissant alors Iç foyer /cl la directrice D, on peut facrlenieiu construire 

la courbe |>ar points, ou par un mouvement continu. ' ^ 

. ' - . .1 • ' 

Bivenre proprW$ de Fhijperbofe. < ' 

83.>., Parmi les surliMès coniques on nombre mlini sur feequeMos op peut pla- 
cer une by|>eebole donné»)- M y on a nne doM l'axe est pnralltde au jilaB de 4a 
courbe, c’est celle dont le sommet est placé à l'extrémité ëc l'axe vertical de la 
focale ( R" 880). 
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• Noos coBsidèrerons donc une'hyperbolo «ir celte surfitec coaiqi» parûcuUére 
et nous déduirons les diverses propriétés qui apperlienneot à l’hjpcrbole de 
• ^ celles que nous avons précédcinmeul reconnues appartenir à l’eUipse, «n d’au- 

tres termes noOs ferons passer les propriétés de l’ellipse sur l’hjperbole et de la 

manière suivante : ^ - 

V Soient (fif. 204 ) « le sommet et B la d'un cône de révoluliou coupe par • 
un plan P mené parallèlement au plan vertical de projection, U section sera une 
hyperbole K , rencontrant le plan boritonlql en a et é cl dont le sommet se prp-’ 
jette ilorizoïiUlemenl çn p‘, pour avoir pt; nous ramènerons U «éodrateico G, qui 
contient ce sommet en G,' dans le plan méridien M (paraUelo au plan vertical de 
prejeclion ) , p‘ viendra en p'\ on en conclura p^.pui8 on reviendra do là a p\ 
à* Le phin P étant paraUèle aux généralricsi G.' et G., les asyiuptoijîs de l’iyr- ' 
perbolc K seront les intersections du plan P et des jdatis tangients T et menés 
géoéralrices ^ or« ces pians wut perpendiculaires au plan vertical , et 
leurs traces verli«»lesL passent par s’ centre de l’Ijj perbolô'K'’, donc les asymptut^ 
de l’iiyperbple passent [wr le centre de ceue courbe. ( L’byporbolc K* étant iden- 
tique avec l’hyperbole à , û» propriétés de l'une appartiendront à l’aulreO 
3^ Eu un point m menons une tangente 0 à l’hyperbole, puis par cette droite . 
faisons passer un plan Q perpendiculaire au plan vertical de projection, il cou- 
I)cra la surface conique suivant une .ellipse E passant par ni et qui aura la même 
droite B pour tangente en ce point, mais le grand axe de E* est sur H* et parallèle 
à 0*, donc m‘ est l’extrémité du petiLaxo et e* le centre de la courite E*; dona o‘ est 
~ le milieu de la droite c*d» et par suite e* ou m* est le milieu de e’d', donc ^ point . 

de 'contact divise en deux parties égales la portion de cliaquc langente à l’IiypeN ^ 

bole-comprise entre les asymptotes. y * ' * 

r Soit une corde C de l’ellipso et parallèle à ©.elle rcnoooire cette courbe aux 
points e et J, et l’on sait que si par les génératrices G, et G, qui passent 

on ces points on conduit un plan , il cou^ le plan P suivant une droite A paral- 
lèle à 0 et à C, et passant par le» points’ è et < de l'hyperbole où elk est coupée par 
G, « G,. Cela posé, menant la droite O* par »* et m* elle coupe A" on r'/et puisque 
(^nfssmy, onaa«s8i*’r'’=^T,doncG* passe par les milieux de toutes les corde» 
phralléles -i 0'; c’est donc un diamètre de la «wrbe. Donc les diamèlros de 1 liy- a" 

perbolc sont des droites qui pnseent par son centre. • 

5* Les tangentes aux extrémités d’un diamètre sont parallèles aux cordes qu’il 
divise on deux parties égales. 

6' L’axe transversc est le seul diamètre perpendiculaire à scs cordes cooju- ^ 
guée$(1cs cordes coupant une seule branche de l’hyperbole). Si l’ou méaedes 
cordes coupant les deux branches de l’hyperbole, leurs milieux soal encore en 



• 
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ligne droite él i'en obtieM amsi «l'amrM «iianiéirea, parmi teequbla ua ;mui;«8t 
perpemticulairc à ses cordes oonjaguées, c'est celui qui fait gn. angle droit avec 
l’axe transverse. • ■ii.- 

7* Des diamètres conjugnét de, l’hyperbole un seul coupe la courbe, l’autre ne 
la rencontre jamais. • 

8* Chaque asymptote forme è elle seule un système de deux diamètres coujo- 
goés, car l’angle de deux diamètres conjugnét diminue indéfinimentà mesure que 
le point m s’éloigne, et eetangle Unit par devenir nul qiùiiMl oe point G3t transporté 
à l'iulini sur l'une des branches de L'hyperbole. 

0* Les «orties supplémentaires de i’liy|)erbole sonl.paraUèlesà deux diaiu^es 
conjugués. . ... .. , • , 

40* Les tangentes auvextrémités d’une corde concourant en un pokit de^On 
dionièü-c oonjugné. * 

41* Revenons adx cordes C et A,.nods avons c’m’csni'd’, dooctiV=srVj*, 
riiais•lt'V'=*:rT^, donc nV—tif. Donc les parties d’une corde interceptées entre 
rby^rbolé efsee asymptotes sont égales.* ' ’ . • 

• 320. D’après ce q'iii pi'écède, lorsqu’une hyperbole est doiraée par son irocé; ' 
^ f* 'l^our avoir le centre, il suflil.de mener deux cordes parallèlésel d'unir leurs 
milieuv, puis dé mener (jeux autres cor<ie« parallèles et d'unir Icur^mllicux’, on 
a-iûnsi deux diamètres qui sc coujiciit au centre de riiypérhols. ' ' '\' 

â° Pour avoir les axes, ou- construit un diaipèlre transycrsç quelcouifue D, sûr 
lequel on décrit' eoimne diamètre une oirconfèrcnqu, laquelle çouiicl'Jiyperbole 
eu un second point que l’on unit à chacune des ealrèmilés du diapiètre D,.et 
l’on a qn système de cordes suppli^cnlaireaToctangulairesQUlrcoliês^t auxquelles 
les axes sont parallèles. , 

. a* Pour conMriifre la tangente en un point wi dtt,niyperltolé, an mène le di;^ 
métreO qttt passe au point fn,ensuite une corde C parallèle à ce diauu^re, u» unit les 
milieux de ecadroiteset l'on a un second diamètre auquel la langeuie est parallèle. 
Lorsque les asymptotes sont construites, dèsiguâia par o lu poûu eu leq'uel elles se 
etmpent (et ce.point oest le centre de la courbé), on peut par le point ni y. situé sur 
l'hyperliole, mener une parallèle è l’une dea asymptotes, elle l'caconta* la seconde 
asymptote on un point n, qui doit être un point milieu entre lepotult*,et le point 
y en lequel cette seconde asymptote est coupée par la taiigouler U est donc. facile 
de construire le point p et par suite la tangente au point w. 

On peut aussi eiiqiloyer les cordes supplèmenUircs. 

Les mêmes oonstruètions servent à mener une laugcntc parallèle à une fb'oil^ 
.donnée, car menant une corde parallèle à la droite donnée Cl construisitnt le dia- 
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métré conjugué de cette corde, ce diamètre coupe l’hyperbole au point de contact. 
On voit de suite que ce problème a deux solutions quand la corde ne rencontre 
qu'une branche de l'hyperbole et qu'il n’a pas de solution quand la corde ren- 
contre les deux branches de l’hyperbole. 

4* Lorsqu’on connaît les asymptotes d’une hyperbole et un point m de la courbe, 
on trouve tant d’autres points de la courbe que l’on veut en menant par ce point 

mdes droites B, B', B", coupant les asymptotes et prenant sur chacune de ces 

droites B un second point n dont la distance à une asymptote et comptée sur celte 
droite B, soit égale à la distance du pojnf m à l’autre asymptote. 

5* L’hyperbole étant tracée, et connaissant son axe transverse et ses foyers, pour 
avoir ses asymptotes il faut sur la distance des foyers , comme diamètre, décrire 
une circonférence de cercle C', élever aux sommets de l’hyperbole des perpendi- 
culaires à l’axe transversc, ces perpendiculaires vont couper la circonférence C' en 
des pointsappartenant aux asymptotes. En effet, choisissant toujours |>our le cène 
de révolution passant par l’hyperbole donnée, celui dont l’axe est parallèle au plan 
de l’hypcrlmle, soit x (/iff. 20!> ) le sommet de ce cône ; prenons pour plan vertical 
de projection le plan méridien M perpendiculaire au plan sécant P, desortcijuc V 
soit parallèle à l’axe du cène, l’asymptote A sera parallèle à la génératrice droite G 
suivant laquelle le cène est coupé par le plan méridien M ; suit C le cercle qui 
donne le foyer /, et concevons au sommet n une perpendiculaire à l’axe ab de 
l’hyperbole. Cela posé, si l'on rabat les plans M et P sur le plan vertical en les 
faisant tourner autour de leurs traces verticales respectives, les droites parallèles 
G et A se rabattront suivant des droites parallèles entre elles G' et A' dont la pre- 
mière est tangente au cercle C; cela posé, les triangles op.v et aa sont égaux comme 
rectangles en pet cet ayant un cèté égal chacun à chacun, savoir :op=xc et l’angle 

osp = sac, donc sa=os=cf, mais cm'=sa, donc cm'r=cf. Donc le point m'est 
l’intersection de l’asymptote, du cercle décrit du centrée avec le rayon cf, et de la 
perpendiculaire menée par lepoint a sur l’axe de l’hyperbole. 

:t‘27. Si de divers points de C hyperbole on mène des parallèles à ses asymptotes, on 
forme des parallélogrammes qui ont tous même aire , propriété qui est exprimée par 
l'équation xy=constante. En effet, soit le cène (», B) (/!ÿ. 2UG),dont l’axe est paral- 
lèle au plan de rhy|>erbole K (n* 324) , prenons pour plan vertical de projection le 
plan méridien sab paralléleau plan de l’hyperbole, cette courbese projettera suivant 
une hyperbole identique K' (n* 50, 1*) ayant pour asymptotes les génératrices sa, 
sb; si l'on coupe lu cène par deux plans perpendiculaires à l'axe, on obtiendra 
deux cercles CetC* rencontrant l’hyperbolu k en des points m, n et m', n', dont 
les projections sont les intersections do K* par C' et G". Cela posé, on a dans le 
cercle C, (m»')' =cn* X dn', et dans le cercle G', (n'n")’=c'«" x d’n”, maisiiij* 

2* Fians. 1 1 
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ŒsnV', doncoi' X dn' = cn”' X (<V% ou mais si l’on mène 

n'e et parallèles à ta, on aura les quatre Irkingles ctd, et il, dn"e, rf’n'Vqui 
seront semblables, et l’on en conclura les proportions : 



donc 

OU 



en’: se :: n’d : de «"if : d’e' c'a’' : se' 

en’ : c’a" sr tse* :: d'à": da’ c'a”: en’ 

fe:s«’::e'«"':e»’ d’üù se X en’ = se' X c’a" 



ce qui conduit à l’équation 71 / = constante. 

328. On conclut de ce qui précède que si l’on a plusieurs paraboles P, P', 

P", etc. (/îÿ. 207), les abscisses des points ayant meme ordonnée sont dans un 

rapport constant. C’est-à-dire que si, après avoir placé toutes les paraboles de ma- 
nière à ce qu’elles aient même axe \ et même sommet a (ce qui est évidemment 
toujours possible), l’on mène des droites B, C, etc parallèles .à l’axe A, les- 
quelles couperont les paraboles en les |K>ints >a, 111 ', m", et 11 , a', a", etc., 

et que l’on abaisse les ordonné-es de ces points, on aura 



ap : ap' : ap’’ ; :: aqlai)': aq’ : 

En cITet, toute parabole pouvant être placée sur un cône quelconque de révo- 
lution (n’307, 2") on peut concevoir les paralwles P, P', P" comme obtenues 

par des sections parallèles faites dans un même cène de révolution {/ig. 208); si 
l’on coupeensuitele cône par des plans parallèles au plan méridien sr/>, ils détermi- 
neront les hyperboles B, C, qui rencontrent les paralioles en des points m , tn, 

n,n, en abaissant de ces points de.s perpendiculaires sur les axes A, A', 

elles seront en même temps perpendiculaires au plan méridien etb, par con- 

s6<[uent les pieds p, q, p', q etc seront sur les projections des hy- 
perboles B, C, dont SC cl tb sont les asymptotes, on aura donc (n“ 327) , 

10 xap = *o' X a'p'= etc et $axaq=zta'x.a'q'=clc. 

Sr l’on divise membre à membre ces deux séries d’égalités, on aura 

— = = etc .... ou ap : aq ;; dp/ ; dq' ‘,:ctc 

ag aq 

D'autres byperlwles donneraient des suites semblables lié-es entre elles par des 
antécédents communs, on aurait donc enfin 

ap ; a'p/ ; d'p" ; ::aq‘, o’j’ : d'q'' ; ..... 
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li c«t Bicilede rcconnaiu-o qnc la ligure 207 nous offre la projection de la li- 
gure 208 sur un plan perpcndieulaire à la gcoérati-icc sb, cl par conséquent au 
plan méridien esb et aux plans des hyperboles, do sorte que ces courbes se pro- 
jettent suivant des droites. 

Le$ asymptotes de l'hyperbote se croiseut eu son centre. 

328 bis. Nous avons précédemment démontré que les asymptotes de l'hyperbole 
passaient iiar le centre de cette courbe, et cela en plaçant cette courbe sur le cône 
de révolution qui avait son axe de rotation parallèle au plan de l'hyperbole ; démon- 
trons maintenant que, quel «pic soit le cène de révolution sur lequel l’hyperbole se 
trouve placée , les asymptotes se croisent toujours au centre de la courbe. 

Mais au préalable, démontrons que 1* l'on peut toujours mener à l’cIlipsc deux 
tangentes parallèles k une droite donnée, quelle que soit la direction de cette droite 
dans le plan de la courbe ; 

2° L’on ne peut mener à la parabole qu’une tangente paralléleà une droite don- 
née, quelle que soit la direction de cette droite dans le plan de la courbe; 

3* Que l’on peut mener ù l'hyperbole deux tangentes (raralléles à une droite 
donnée, mais que le problème n’est possible (|u’autanl que la droite affecte cer- 
taines directions dans le plan de la courbe. 

1* Solution du problème pour C ellipse. 

Soit donné un cène de révolution A dont l'axe A est vertical, ayant le point* 
pour sommet et le cercle B pour base ou trace horizontale; coupons ce cène {>ar 
un plan 1‘ perpendiculaire au plan vertical do projection et de manière à avoir 
pour section une elli]isc L , plaçons dans le plan P une droite Ô quelconque, D' 
ne sera autre que V' et D* sera quelconque. 

Cela posé (_/!y. 208 bis) : ^ 

Pour construire à la section C une Ungeule T parallèle à. la droite D, il laudra 
mener par le sommet s tlu cène A une droite Iv parallèle à D, et dès lors K sera 
parallèle au plan P; ou aura donc K' parallèle à D* ou V et passant ]>ar le point 
*'' et k* parallèle à et passant pur lu point s*. Comme le plan P cou|>c toutes 
les génératrices du cône A (puisque la section E est une ellipse), la droite K sera 
extérieure au cène et telle que l’on pourra mener par elle deux plans tangents O 
ut 6'-au cène A. 

Le problème a donc deux solutions, puisque, quelle que soit la direction de la 
droite U et par suite oellc de la droite K, cette droite K étant toujours extérieure 
au cône A, les deux plans tangents existeront toujours. 



te 
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Et les tangentes demandées T cl T' seront données par l’interseclion du plan P 
avec les deux plans tangents 0 et 0'. 

2* Solution du problème pour la parabole. 

Soit donné un cône de révolution A ayant son axe A perpendiculaire au plan 
horizontal de projection , ayant un point » pour sommet et pour base ou trace 
horizontale un cercle B. 

Coupons ce cône par un plan P perpendiculaire au plan vertical de projection 
et de manière à avoir |K>ur section une parabole E. Le plan méridien M parallèle 
au plan vertical de projection coupera le cône A suivant deux génératrices droites 
G et G, dont rime G sera parallèle au plan P. Ainsi V' sera parallèle à G' et H’ sera 
perpendiculaire ô G*. 

Cela posé (fig. 208 ter) : 

Si l’on place sur le plan P une droite D quelconque, on aura D* quelconque et 
D' qui ne sera autre que V’, et si l’on mène |»r le sommet * une droite K pa- 
rallèle à la droite D on aura K’ qui ne sera autre que p' et K‘ qui , passant par 
le point «*, sera parallèle à G*. 

Or, par la droite K on pourra mener deux plans tangents au cône A, savoir : 
0 et 0', mais l'un d’eux 0, par exemple', sera Langent au cône A Suivant la droite 
G' et sera dès lors parallèle au plan P et cela aura lieu quelle que soit la direction 
de la droite D dans le plan P, le plan 0 sera toujours le même; il n’y aura que le 
plan 0' qui variera de position dans l’espace avec les changements de position de 
la droite D sur le plan P. 

Par conséquent, des deux tangentes à la parabole E parallèles à la droite D, 
l’une existe toujours, c’est celle qui est l'inlcrscction du plan P et du plan tan- 
gent 0', l’autre est tout entière située è l’inlini, puisqu’elle est l’intersection 
des deux plans parallèles P et 0. 

3° Solution du problème pour l’hÿperbole. 

Soit donné un cône de révolution A ayant son axe A perpendiculaire au plan 
horizontal de projection et ayant le point s pour sommet et le cercle B pour base 
sur le plan horizontal. 

Coupons les deux nappes de ce cône par un plan P, nous aurons pour section 
une hyperbole E; si nous prenons le plan P perpendiculaire au plan vertical de 
projection, une droite D située dans ce plan P et y ayant une direction arbitraire, 
aura sa projection D* quelconque, et sa projection D’ ne sera autre que V'; si par 
le sommet s on mène une droite K parallèle à D , la droite K sera dans un plan Q 
parallèle au plan P; or, le plan O cou])era le cône A suivant deux génératrices 



Digitized by Google 




— 85 — 



droites G et G' parallèles au plan P et les plans R et R', tangents au cône A , l’un 
suivant G et l’autre suivant G', couperont le plan P suivant deux droites X et X' 
qui seront les asymptotes de l'hyperbole E. 

Cela posé (fig. 208 qmter) : 

Il pourra arriver trois cas, ou que 1* la droite K soit située dans l’intérieur 
du cône A, et alors les plans 0 et 0' menés par la droite K langcnticllement au 
cône A ne pourront exister, et le problème sera impossible; ou que 2* la droite K 
soit située hors du cône A, et alors les deux plans tangents 0 et 0' existeront, et 
le problème aura deux solutions; ou que 3* la droite K soit située sur le cône A , 
auquel cas cette droite K ne sera autre que la génératrice G ou autre que la géné- 
ratrice G', et dés lors il n’y aura qu’une seule solution. 

On voit de suite que si par le point x en lequel se coupent les asymptotes 
X et X' on mène une droite D' parallèle à la droite D , il pourra arriver trois cas : 
ou I* la droite ü' coupera l’hyperlmlc E, et alors le problème sera impossible; 
ou 2' la droite D' se confondra avec .X ou X', cl alors le problème n’aura qu'une 
solution ; ou 3* la droite D' ne coupera pas l'hyperbole E, et alors le problème 
aura deux solutions. 

328 ter. Démontrons maintenant que quel que soit le cône de révolution sur 
lequel se trouve placée une hyperbole E (cl par conséquent quelle que soit la di- 
rection du plan de la courbe par rapport à l'axe du cône), les deux asymptotes se 
croisent toujours au centre de la courbe E. 

Soit donné un cône de révolution A, dont l'axe A se trouve dans le plan verti- 
cal de projection et perpendiculaire à la ligne de terre, coupons les deux nappes 
de ce cône (fig. 2U8, a ) par un plan P perpendiculaire au plan vertical de pro- 
jection. 

L’axe transverse de l'hyperbole sera en ad sur le plan vertical, cl le centre de 
l’hyperbole sera en r milieu de ad; unissons le point r et le sommets par une 
droite k, puis menons par le point a un pian Q perpendiculaire au plan vertical 
de projection cl |>arallèlemenl à la droite K , on aura dès lors V* parallèle à K et 11° 
perpendiculaire è LT. 

Le |ilan Q coupera le cône A suivant une ellipse s, et si nous construisons à 
celte ellipse i deux tangentes T et T' |>arallèles è K , la droite qui unira les |K)ints 
m et m' contact de c avec T et T sera un diamètre qui passera par le centre o de 
la courbe c. 

Or, il est évident que les droites T et T' seront parallèles au plan vertical de 
projection, puisque K est parallèle à ce plan , par conséquent les points m et m' se 
projetteront sur le plan vertical au point o milieu de ab, car ab est le grand axe 
de la courbe i. 
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Les plans 0 el 0' tangents au cùno A cl menus |iar la droite K et qui, par leur 
intersoclion avec le plan Q, tlclerminent les tangentes T et T', auront pour géné- 
ratrices lie contact avec le cène A, les droites G et G' qui se projclU’ronl verti- 
calement suivant la droite so. 

Démontrons maintenant, qu’en vertu des oontlructious précédentes, la droite 
to est parallèle à V'. 

En effet : 

La droitenè a été menée parallèle à K el la droite K passe par le milieu r de ad , 
donc l’on a : d« = s6. 

Le point o est le milieu de ab, donc l'on a oa — <A>; donc $o est parallèle à ad, 
donc le quadrilatère rxoa est un parallélogramme. 

' De ce qui précède on doit conclue que le plan des deux droites G et G' est pa- 
rallèle an plan P; les plans tangents 0 et 0' coupent donc le plan P suivant leS 
asymptotes X et X' de l'hyperbole E; mais les plans 0 et0' passent tous deux par 
la droite K, donc X el X' se croisent au point r centre de l’hyperbole E. ^ 

Dans les sections coniques lu Umijente fait des angles igauxavec les rayons vecteurs. 



328 qmtur. Ou démontre facilement, ainsi qu’on l'a vu préoédenunaiil (n° 834), 
que la normale en un point d’une parabole divise en deux parties égales l’angle 
des rayons vecteurs en ce point ; et nous avons démontré l'eiistenoe de celle pro- 
priété dont jouit la parabole, en nous servant de sa focale. Plus loin, nous dé- 
montrerons la même propriété sans recourir A sa focale. Toutefois, voyons ai la 
même propriété subsiste pour l’ellipse ciriiypcrbole, s’il ne nous est pas poasiide 
de faire passer la propriété de la parabole et sur l’clbpse et sur l'hyperbole. 

Concevons un cône de révolution A ayant son sommet en un {joint « , et pour 
axe une droite A et {lour.basc un cercle C {fig. 2086). 

Couponsce cène A par un (>lan P donnant pour section une ellipse E. 

Désignons par / cl /' les foyers de celte courbe E. 

Prenons un jjoinl m sur la courbe E ; faisons passer par ce point ni une généra- 
trice G du cène A , laquelle percera le cercle C en un (joint p. 

Désignons par 0 le plan tangent au cène A le long de la génératrice 4î. 

Désignons par X le plan méridien (jassanl par la génératrice G et l'axe A du 
cAne A. 

Si du foyer / de l'ellipse E, un mène une perpendiculaire M au plan P de celte 
courbe, cette normale coupeia l’axe A eu un point q qui sera le centre de la 
sphère X tangente au (dan P en le [loint f et au cène A suivant un parallèle 3 qui 
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passera par le pomt n de In génératrice G, point que l'on obtiendra en abaissant 
du centre q une perpendiculaire U sur cette <lroiteC. 

Ainsi , on a fii's=.qn, et la droite qn ou K est perpendiculaire au plan tangent 0. 

Si par le point ni de l’ellipse E et par la normale ou N , on fait passer un 
plan Y, ce plan coupera le plan X suivant une droite L , passant pr les points m 
et q, et cette droite L jouira de la propriété suivante, savoir : si d’un point quel- 
conque de la droite L, on abaisse deux perpendiculaires sur les plans P ct0, ces 
pcrp<mdicnlaircs seront égales entre elles, et de plus leurs pieds sur les plans P 
et 0 seront situés, pour le plan 0 sur la droite G, et sur le plan P sur la 
droite fm. 

Cela posé: 

On pourra toujours construire une infinité de cènes de révolution tangents au 
cdne A suivant la génératrice G, et dont les axes seront situés dans le plan X. 

Les plans des cercles ou jxirallèlcs do ces divers cènes de révolution étant 
assujettis à passer pr la tangente S au piiil p du cercle C seront tous prpn- 
diculaircs au plan X, et leurs centres seront situés sur une üomi-circouiërouce 6 
tracée dans le ]>lan X et sur la prtie »o de l'axe A db cène A comprise cuire le 
sommet s de ce cène A et le centre o de la base C. 

Cela psé : 

Si par le sommetsdu cène A on mène une droite F, pralléle au rayon vecteur fin 
de l’ellipse E ; et si par cette droite F, on mène un plan P. pralléle au plan P de 
rclli|»e E ; et si par le point • on mène dans le plan X une droite L, pralléle à la 
droite L , cette droite L, jouira de la même popriété par rapprt aux plans P, 
et 0, dont jouissait la droite L parrap[>ort au\ plans P el0. 

Cela psé : 

Si du second foyer /'de l'clIipsc E, on mène une droite N' perpendiculaire 
au plan P, elle coupera l’axe A du cène A en un point q', et si l’on abaisse de ce 
point q une prpondiculaire R’ sur le plan 0, celte droite R' prccra le plan 0cn 
un pinl n situé sur la droite G, et l’on aura eui/'le centre de la sphère l' tangente 
au plan P en le point/' et au cène A suivant un cercle ou parallèle 3' passant par 
le pim n', et l'on aura : q'f—ïô^'. 

Cela psé : 

Si l'on unit les pints m et q' par une droite D, elle coujicra la droite L en un 
pini(/,; et si de ce pint q, on mène deux perpndiculaires, l’une N, au ]>lan P 
et faiitre R, au plan 0, les pieds de ces prpndicuiaires seront sur lé pian P 
en un pint/, cl sur le plan 0 en un pint n,; et ces pints /, et n, seront évidém-’ • 
meut situés, savoir : le pint n, sur la génératrice G et le pint / sur la droite 
proluiigéc. di-'.t- ■ 
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Ola posé : 

La droite L, pourra être considérée comme l’axe d’un cône de révolution à, 
ayant le point s pour sommet et pour génératrices droites les droites F, et G, et 
pour plans tangents les plans P, suivant la droite F, et 6 suivant la droite G. 

Or, comme la droite F, est parallèle au plan P, puisqu’elle est parallèle à la 
droite m/de ce plan , il s’ensuit que le plan P coupera le cène A, suivant une 
parabole y passant par le point m et ayant même tangente en ce point m que 
l’ellipse E. 

Et si l’on mène par l’axe L, du cène A, et par sa génératrice F, un plan Y, 
(lequel en vertu de ce qui précède sera parallèle au plan Y ), ce plan Y, coupera 
le plan P suivant une droite D parallèle à la droite F, et à la droite m/, et cette 
droite D sera l’axo infini de la parabole y ; celte droite D passera donc par le foyer 
de cette parabole y. 

Cela posé: 

On sait que pour déterminer le foyèr de la parabole y il faut chercher sur l’axe 
L, du cène A, un point tel que ses distances au plan P et à la droite G ( généra- 
trice de contact des doux cèhes A et A,) soient égales entre elles. 

Or, nous avons vu précédemment que le point q, était précisément ce point , 
et de plus il est facile de voir que le point /, est situé à l’intersection des deux 
droites D et mf prolongée. Ce point/ sera donc le foyer de la parabole y. 

Cela posé : 

La parabole-/ ayant son foyer/ situé sur le rayon vecteur mf de l’ellipse Ë, 
et ayant son axe infini D parallèle au second rayon vecteur mf de cette ellipse E 
et étant tangente au point m à cette ellipse E, il s’ensuit que les droites mf et inf' 
sont aussi les rayons vecteurs de celte parabole •/, et sa normale (qui sera en même 
temps celle de l’ellipse E), divisant en deux parties égales l’angle mf, mf de ses 
rayons vecteurs il se trouve démontré, que : pour un |H)ini quelconque d’une 
ellipse sa normale diviscaussi en deux parties égales l’angle de ses rayons vecteurs 
en ce point. 

La même démonstration s'appliquerait mot pour mot à Vhyperbole. 

328 quint. Nous avons vu ci-dessus que l’on pouvait toujours construire une 
parabole P tangente en un point m d’une ellipse Ë ou d’une hyperbole H, cette 
parabole étant telle que son axe infini serait parallèle è l’un des rayons vecteurs 
de la courbe E ou H et passant par le point m, et que son foyer serait situé sur 
l’autre rayon vecteur passant par le même point m. 

Démontrons maintenant (jue pour l’ellipse E (fiy, 208. c) toutes les paraboles 
tangentes en m et ayant chacune leur foyer/ sur le rayon vecteur mf, ne pourront 
provenir de l’intersection d’un cène de révolution par le plan de l’ellipse E don- 
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née-,'qu*auiam que ce foyer/, sera au delà du foyer/ de l’ellipse jwr rapporl au 
point m. • ‘ 

En effet i 

L’hyperbole (H, H') focale de l’ellipse donnée E so^rojelte sur le plan de cette 
ellipse en lesdcux portions dc droites indéfinies et /o( marquées par un irtiit/on 
sur la figure). 

Le cône de révolution qui sera coupé par le plan de l’ellipse E suivant une j>a- 
rabolc P tangente en m à cette ellipse E devra donc avoir sou sommet * situé sur 
la focale (H, H'), et par conséquent s‘ sera sur la droite H*. 

Il est donc dès lors évident que le foyer / do l’ellipse E sera le dernier 
point ((ui, situé sur le rayon vecteur m/, pourra'étre le foyer de la parabole tan- 
gente en m à l’ellipse E. 

On aura deux séries de paraboles tangentes en m à l'ellipse E, la première série 
comprendra les paraboles P ayant leurs foyers situes sur le rayon vecteur mf, la 
seconde série comprendra les paraboles P, ayant leurs foyers situés sur lo rayon 
vecteur mj', ainsi que l'indique la figure. 

Démontrons maintenant que pour l'hyperbole les foyers des paraboles tan- 
gentes en un (joint m 4è cette courbe, seront situés entre le (joint m et le foyer / 
de l'hyperbole et sur le rayon vecteur mf, ou entre le point »n et le foyer /' de 
l'hy()crbolc et sur le rayon vecteur mf. 

Et en effet {fig. 208 d ) : 

La focale dp riiypcrbolc II est une oili()se Equi se projette sur le plan de cette 
hyperbole suivant la (ladite Jf, le sommet s du cône de révolution qui doit être 
cou(iéparle plan de t’hy(*erbolc II suivant une parabole tangenteen màccttccourbe 
II, devra dune être situé sur la focale E, et par suite s* sera sur la droite //'. 

La figure démontre que le foyer / de la (jarabolo P tangente en ni doit être si- 
tué sur le rayon vecteur mf et entre les (joints m et /. 

On aurait encore comme (jour l’ellipse deux séries de [jaraboles tangentes au 
point m, les unes ayant leurs foyers situés sur le ra/on vecteur mf et leurs axes 
infinies parallèles entre eux et au second rayon vecteur mf ; les antres ayant leurs 
foyers situés sur le rayon vecteur mf et leurs axes infinis parallèles entre eux et 
au premier rayon vecteur mf. 

La langenle en un poürt- d'une section conique fait des angiet égala avec les rayons 
vecteurs passant par ce point. 

328 sexto. Dans ce qui précède, nous avons démontré la (jropriélé dont jouit 
toute seefion conique, savoir que sa tangente en un point (et (>ar suite que sa nor- 

2* pjiRirt. 12 
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luale ea c« point) fiât du tmglei étjaux avec les deux rayotu vecuwrs passant par te 
pointf et cela, en nous servant de la focale de la section conique (n* 328 quater), 
maintenant démontrons directement cette propriété remarquable; etaittsi, sans 
avoir besoin de recourir la fàcalt , 

Soit donné un oùne de révolution X (fy- 208je ) ajant le point s pour sommet, 
la droite \ pour axe et coupée par un plan méridien H suivant les deux généra* 
IsieesdroUes G et G'. Coupons œ cOne 2 par Un plan P suivant une ellipse £ et 
soit son grand ave ; construisons deux sphères , l’une S tangente au plan Pau 
point / et au cône X suivant le cercle ou parallèle 3 et l'autre S' tangente au plan 
P au point/' et au cùne 1 suivant le cercle ou parallèle à'. 

CclajX)séi •' 

Nous savons que les points / et /' situés sur le grand aie ab sont les foyers de 
l’ellipse de section E et que si nous considérons sur cette ellipse un point m 
(quelconque) la génératrice droite G, du cène 1 |>assant par oe point m louche 
la sphère S en un |H>int p situé sur lejmrallàle 5 et la sphéreS' eu un pointp' situé 
sur le parallèle ÿ. 

Nous siivons encore que l’on a mp—mf et m//=iii/',<ar les droites mp etmf, 
mp et mf, sont des tangentes issues d'un même point extérieur» les premières 
à la sphère S et les secondes à la sphère S'. 



Cela posé : 

Menons le plan 0 tangent au cône 2 suivant la génératrice G,, ce plan 0 coupera 
le plan P suivant une droite 9 tangente en m à l'ellipse E et celte droite 9 coupera 
le grand axe ah ( situé dans le plan M) en un point q. 

Abaissons du point / une perpendiculaire sur 9 et la coupant au point d, joi- 
gnons les points pet d par une droite pd, cette droite pd sera perpendiculaire à 9. 
La droite fd sera dans le plan P et la droite pd sera dans le plan 0. 

Les deux triangles pmd etfmd seront égaux et rectangles en d. 

Si du point /' on abaisse une perpendiculaire sur 9 et la coupant au point d et 
si l’on joint les points p' et tf par nne droite p'd, celte droite p'<ï sera pcri>endt- 
culaire sur D. • 

La droite fd sera dans le plan P et la droite p'd sera dans le plan 0. 

Les deux triangles p'mct et f'md seront égaux et rectangles en d. 



Cela posé : 

il est évident par la figure que les angles pmdetp'm^ (oppt^és par le sommet 



et donnés par les droites G, et 9 situées dans le plan tangent 0^^ sont égaux; dés 
lors les angles, fmd etfmd sont égaux. Donc etc. 



Il ostévident que l’on démontrerait de la même manière que la propriété subsiste 
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ponr rinperbole, puisque l'byperbole a deux foyers el qaei'op aurait encore à 
considérer deux sphères S et S' tangentes en même temps et au a'ine de révolution 
2 et au plan sécant P. 

Mais pour la parabole l’un des. foyers est transporté à l’inCui, et dès lors il 
u’existe réellement qu’un seul foyer et une seule sphère tangente â la fois et an 
cène de révolution 2 et au plan sécant P. 

Soit donné un cène de révolution 2, ayant le point s pour sommet et là droite 
A pour axe (Jig. 208 y), et conjwns ce cône d’alwrd par un plan méridien M sui- 
vant deux génératrices droites opposées G et G,, et ensuite par un plan P perpen- 
diculaire au plan M et parallèle i la droite G, la section sera une [tarabole E. 

Imaginons la spliére S tangente au cône £ suivant un cercle ou parallèle é et an 
plan P ou iin point / qui sera le foyer delà parabole do socûon E. 

Cela posé : 

Prenons un point m quelconque sur la courbe ï,, et traçons la génératrice 
droite G,^ ( du cène 2 ) passant par ce |K>int m, elle coupera le panillète t en un 
point P, et nous savons que l’on a : 



Menons le plan © tangent au cône 2 Suivant la génératrice G„ ce plan 0 cou- 
pera le plan P suivant une droite i qui sera tangente en m à la ]>arabole E, et cette 
tangentes coupera l’axe infini ab de la parabole en un point q. 

Joignons les points p et 7 par une droite pq. , 

Abaissons du point / une perpendiculaire sur la droite 9 et la coupant au 
point d. 

Joignons les points p et d par une droite pd. 

La droite fd sera dans le plan P, et la droite pd sera dans le plan 0. 

Les deux triangles pmd et fmd tous deux rectangles en d seront égaux , puisque 
l’on a : pm=fm, les deux droites pm et fm étant égales comme tangentes à une 
même sphère et issues d’un même point extérieur. 

Par suite les deux triangles pmq et fmq sont égaux. ^ 

Cela posé : ^ 

Menons par le point m , d’d>ord une droite mr qui, située dans le plan sécant P, 
soit parallèle à l’axe infini ab de la parabole E , ensuite uue droite mr' qui, située 
dans le plan tangent 9, soit parallèlo à pq. 

Si nous faisons tourner le plan 0 autour de la tangente 8 oomme charnière, 

. pour le rabattre aur le plan P, le point p viendra se superposer sur le point/,, 
et dès lors les droites pq et Jq, mr et mr se superposeront. 

Or pour le point m les rayons vecteurs de lu parabole E sont précisément m/ 
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et mr, 'puisque / est le fojer et que la droite mr est parallèle à l'ax» infini oè, de la 
paral>ole E. . . , • i 

Si donc l'on démontre que les droites pq et pm sont égales entre elles, on aura 
démontré que le triangle fmq est isocèle, et l'on aura dés lors démontré que les 

angles /mf/ ctÿÿm sont égaux et par suite que les angles fmq et qmr sont égaux; ou 
vke «cr«(i, si l’on démontre que les angles)^ et fmq sont égaux on aura démontre- 
que le triangle fmq est isocèle. Or pour démontrer (|u’en effet pq=j>m, concevons 
un plan T langent au cône 1 suivant la génératrice G. Ce pian T sera parallèle au 
plan sécant P, dès lors il coupera le plan 0 ( tangent au cône £ tout le long de la 
génératrice G, ) suivant une droite sx parallèle à la tangente 3. 

Les angles xmt et smq seront donc égaux et aussi les angles Gsx et fqm. 

Nais le plan A du paraUMe d coupe le plan T suivant une tangente £ à ce cercle 3 
"et au point r en lequel ce plan A coupe la génératriee droite G, et ce même plan 
A coupe la génératrice G, au point p et le plan O suivant une droite ^ tangente en 
P au cercle 3 ; or il est évident que ces deux tangentes I et i' vont se couper en un 
|K)int A- situé sur la droite sx] et que l’on aura : krs=kp. 

.Les deux triangles srk et skp seront égaux et dès lors les angles rsk et ktp sont 
égaux. 

On a donc : 

^ 

rid'= ksp = mq — fmq 



et 



donc 



rik = fqm 

— ■- 
fmq = fqm 



donc, le triangle /nu; est isoeèle,donc fin = fq. 
Donc, etc. 



Det sections coniques 



considérées comme le lieu des points éqalcment distants 
(t un point fixe et d’un cercle. » 



^ 328 septi. 1. Étant donnés une ellipse E et ses fojers / et /' (Jig. 208. e), si du 
toyerf comme centre et avec un rayon égalü R on décrit un cercle C'; si d’un 
point m quelconque de l’ellipse on mène les deux rayons vecteurs mf cl tnf et . 
qu'on prolonge le rayon vecteur mf jusqu’au cercle G', on aura les deux points 
n et q‘. 
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Cela posv, désignant par k le grand axe de l'ellipse E, on aura 







mf+mf'=A 




d'où 








et 








. 




tnn'sEn — mf • 




et 




mq = R -f- mf 


• 


d'où l'on déduit 


f 


soi' — iny=R — A 




et 


2* 


mq + A 




Si R=A, on aura: 


f 


mn' — mf 




et 




' 




• 


2^ 


stç'-f-n)/'=3A 





On peut donc énoncer les deux tbéoréniea suivants : 



Théorème 1. Étant donnés un cerclcC' ayant pour centre un point/ et un 
rayon égal à A, et un |toint / situé dans l'int^rieiir du cercle C', le lieu des points 
également distants du cercle C et du point fixe / sera une ellipse E ayant les points 
/ et /' pour foyers et son grand axe égal au rayon A du cercle C'. 

Ce théorème est pour l'ellipse l’analogue de celui qui existe pour la- parabole, 
savoir r que, un point de la parabole est également distant du foyer et de la di- 
ixctricc droite. 

Théorème 2. Étant donnes un cercle C' ayant pour centre un point /' et un 
rayon égal à A, et un point / intérieur au cercle C', le lieu des points dont la dij/è- 
rence des distances au cercle G' et au point fixe / sera constante et égale au dia- 
mètre 2A du cercle C', sera une ellipse E dont les points fetf seront les foyers 
et dont le grand axe sera égal au rayon A du cercle C'. 

II. Étant donné, une ellipse E et ses foyers / et /, si de chacun des foyers 
comme centre et avec des rayons R et R', on trace les cercles C et C' (fg. 208. e) 
et que par un point m quelconque on conçoive les rayons vecteurs mf et mf, 
lesquels prolongés seront tels que,l* le rayon mf coupera le cercle C en les points 
Il et P et le cercle C' en les points h' et p'; et ST le rayon mf coupera le cercle C 
en les points n et q et le cercle C' en les pointe n' et if. 
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On aura •. 

«n’=K ' — mf 

mh = R — mf 
mp = Vi-\-n>f 

tl'où l’on tire : 

I* m»'-|-m*=R+R'—(m^+m/')=R+R'—A = constante 
a° m 9 '-i-mp=R-i-R’ + (ni/'-l-n»/') = R+R'+A = constante 

3* mn'+m^=2R’ 

V 

Si R=R'=A, on aura: 

nm'+mA = A 

n^-\-mp = 3\ 

mn'+ mfl'= m A + mp =SA 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Si de chacun deg foyers d’une ellipse, comme centre , et avec tm rayon égal au gtwid 
axe de cette eUipse, on décrit un cercle , la somme des distances d'un point quelconque de 
C ellipse aux deux cercles décrits sera eomsUmte. . - 

Et cette somme sera encore constante lorstjue les rayons des cercles seront 
inégaux oBtre eux et plus grands eu plus petits que le ^nd asc de l’ellipse. 

Et'lort<|ue ces rayons sent buis, ou on d’autres termes lorsqu’ils ont une lon- 
gueur égale à séro , on retombe sur ta propriété connue des foyers , savoir : que lu 
somme des rayons vectmrs est cesutmte et égale au grand axe de l’ellipse. 
r âSâ ectttvo. I. Étant doimés une hyperbole H (fig. 308. h) ak ses deux foyers 
/ et si du foyer f comme centre et avec un rayon égal à B oa décrit un cercle 
C'; si d’un point m quelconque pris sur la branche qui a pour foyer le point/' 
on mène les deux rayons vecteurs mf et mf et qu’on prolonge le rayon vecteur 
m/' jusqu’au cerole C, on aura les deux points n' et q'. . 

Gela posé, désignant l’axe transverse de l’byperbole par A, (W aura : 



d’où 

et 

et 

d’où l’on déduit : 

et 



«l/* =! A 
fn/'=m/’-J-A 
nm'=sR— m/' - 

flij'sR-f m/' 

r '■ nm'-|-ni/=R-^A 

( 

a* m}'— M/VaR— A 
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Si R=sA, OU aura : ■ 

.1* ,m»'-J-m/'=:aA. 

S" mq[=imf 



Un peut donc énoncer les deux théorèmes suivants : 

Théorème 1. Étant 'donnés un cercle G' ayant pour centre un point /' et un 
ra)on égal à A, et un point / extérieur au cercle C', le lieu des points dont la 
tomiae des distances au cercle C’ et au point fixe / sera constante et égale au dia* 
mètre 2 A du cercle C', sera une hyperbole il dont les points / et /' seront loafoycrs 
et dont l’axe transverse sera égal an rayon A du cercle G'. 

Théorème 2. Étant donnés un cercle G' ayant pour centre un point/ et un rayon 
é^al à A, et un point / situé en dehors du cercle G', le lieu des points également 
distants du cercle G' et du point fixe /, sera une hyperbole H ayant les points 
/ et /' pour foyers et son axe transverse égal au rayon A du cercle G'. 

Ce théorème est pour l’hyperbole l’analogue de celui qui existe pour la pa- 
rabole, savoir : que tout point de h parabole est également distant du foyer et de 
la directrice droite. Pour la parabole, la directrice droite est un cercle de rayon 
infini, puisque son centre n’est autre que le second foyer qui est situé à l’infini. 

II. Étant donnés une hyperbole U et scs deux foyers fei /» si de chacun des 
fovers comme centre et avec des rayons R et R' on trace les cercles G et G' 
208. i), et que pour un pointai quelconque on conçoive les rayons vecteurs 
mj et m^', lesquels prolongés seront tels que le rayon cotqiera le cercle C aux 
points n et P cl que le rayon m/' coupera le cercle G' aAx points n et p', on aura : 



«l'où l’on tire : 



mn' = R ' — mf 

mp — < 

“ S" 

r m»’-}-iiip'=2R’ ■ 

2* mn^4-mn=R' — R4-(mf— ■m/')— R'*~R+A^couslaD(c ' 
3’ mp — mu=^K 
V m/ — mn = R' -f- R — A =coasUiatu 



Si R = R' = A, on aura: 



mn' -{-mp'=mp — mn=2A 
mp' — nm=A 
mn'-l-MmaA 



Oii peut donc énoncer le théorème suivant : 
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Si de eiuicim des foyers d’une hyperbole comme centre, et avec wi rayon égal à Ihue 
Iransverse de celte hyperbole , on décrit un cercle , la différence des distances d'un point 
ifuelconquc de l'hyperbole aux deux cercles décrits sera constante et égale à l’asee trans- 
verse lorsque les foyers seront l’un et l’autre entre le point et les cercles, et l’on aura au 
contraire la somme des distances égale <i l’axe Irattsverse lorsque F un des foyers seule- 
ment sera entré le point^et lé cercle corresponéml , l’autre foyer étant cm delà du ftoiiit 
pat rapport rt son cercle. __ 

Si l’on suppbsequcles rayons des cercles sont nuis , alors on retombe sur la pro- 
priété connue des foyers, savoir : que la différence des rayons vecteurs est égale é 
l’axe Iransverse de l’Iiyperlwle (*). 

De la courbe lieu des perpendiculaires abaissées d'un foyer sur les tangentes 
à une section conique. 

\ 

3i8 uonp, 1* Si de chacun des foyers d*une ellipse on abaisse une perpendiculaire 
sur chactüie des tatigentes à celle courbe^ le lieu des pieds de ces perpendiculaires sur 
les droites tangentes sera un cercle décrit sur le grand axe de V ellipse cotnnie diamèo e.. 

Soient donnc6 upc ellipse E ayant son centre eiio et pour grand axe an' et pour 



(*) On Toit donc que fi l'on • deux points f el o (fig. :208 A) , cl que du point o on dôcrivc avec uu 
rayon op un cercle C , le point m égalenicnt distant du cercle C et du point f»trs sur une ellipse £ dmil 
les points ^.et o seront ks foyers et dont le grand axe aéra égal an rayon op dn cercle C , car l'on à : 
ed^oa ^op. 

Si l'on mené la droite pf» et que du point tu on abaisse une droite tng perpendiculaire à pfy celte 
droite misera la tangente en m à rctlipaeË; et en effet, puisque l'ona mp^tny et que les deux trian* 
gics ptnq et fmq sont tous les deux rectangles , les angles pmq et qmf seront égaux. Or, les droites »if 
et mo sont les rayons recteurs de l'ellipse E poiir le point m , donc, etc. 

On pourrait , d'après ce qui précède^ construire un compas à ellipse qui jooii'sit d'une propriété 
fort utile et qui n's point encore été rcalisco. 

Tous les compas à ellipse construits jusqu’à ce jour ne permellent pas de diriger le bec du liro>ligiic 
dans le plan de la tangente à la courbe. JParle procédé sairanl ,on obtieodralt ce résultat. 

Soient trois régies A , B , D , fendnes dans leur longueur ; A et B tourneront autour des points ^et o 
( fig. 3<I8 B) le point p placé sur la règle B à une distance fixe op du pivol>ccntre o • pourra glisser dans 
la rainure pratiquée dans U règle A. 

La règle D portera un pivot q qui pourra glisser dans la raiaure de 1a règle A , mais la rcglc D sera 
tellement ajustée sur la règle A , qu'elle lui sera toujoxuv perpeudiculairé. 

Le tire>ligne m glissera carrément dans 1a rainure pratiquée sur la règle D et portera un pivot qui 
pourra glisser dans la rainure pratiquée sur 1a règle B. 

Par ce moyen , en faisant tourner la droite B autour du pivot-centre o , le point p décrira un cercle C , 
la règle A tournera autour de son pivol»ccntrc f et le tiredigne m , dont le bec aura son plan toujours 
parallèle à la règle D, décrira l'ellipse E. * ■ • 
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petit axe bb' (Jg. 208 A), et se« foyers ei» /et /'. Prenons un point m sur la courbe 
E, et traçons la tangente mp en m à cette courbe E. 

La normale mçf divisant en deux parties l’angle des rayons vecteurs menés 
au point m (n* 328 qiw/er), il s’ensuit rpie si l’on prolonge le rayon vecteur mf 
d’une quantité mg = mf en unissant les points'/ et g on aura une droite /ÿ per- 
pendiculaire à la tangente mp, et le point n en lequel les droites fg et mp se 
coupent sera le nailieu de/j. 

Or le point o est le milieu dajf, donc la droite on sera parallèle à fg et de 
plus on aura : '■ . ^ 

ôn^i.Tg 

Or . ■ . , ^ . ■ 

■ • /ÿ = fm -)- fm,= aa' . ' . 

Doncôir=letlcmi grand axe de l’ellipse E. 

Quel que soit le point m que l'on considère sur T ellipse É, on arrivera toujours 
au même résultat. 

Ainsi le point n est sur un cercle C décrit sur le grand axe de l'ellipse E 
comme diamètre. 

2“ Si de chacun des foyers d'une hyperbole on abaisse wie perpendiculaire sur cha- ' 
CHBe des tangeiiles à celle courbe , les pieds des diverses perpendiculaires ubaissces 
sur ces umgenles , seront sur un cerclé décrit sur l’ajce transverse de Chyperboic pris 
pour diamètre. 

Soit donnée une hyperbole E (/g. 208/) ayant le pointe pour centre, les points 
/et/ pour foyers et dont aa' sera l’axe transversc. ’ 

Prenons un point m sur la courbe ; la droite mp étant la tangente en ce point m, 

cette droite mp divise en deux parties égales l’angle fmf dos deux rayons vccteurà 
menés en ce point m> 

Abaissons du foyer / une perpendiculaire sur la tangente mp ; celle perpendi- 
culaire coui>cra la tangente inp en n' et le rayon vecteur mf eüg ^ 

Or, ü est évident que mÿ=m/'. 

Donc fg = mf — m/'sl’axe transverse aa' de l’hyperbole donnée. 

Le point n est le milieu de la droite gf. 

Le point o est le milieu de la droite ff, , 

Doncladroileon' est paralléleà /(/et égale à la moitié de/^ et par conséquentégaie 
ilia moitié de l’axe transverse aa' de l'hyperbole donnée. Or quel que soit le point 

le résuilal obtenu sera le même; donc les points n' seront sur un cercle C décrit 
du point o coiiimc centre et sur J'axe transversc att' comme diamètre. 

2 * Tsssa. 13 



' e 
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8* Si du foyer dune jmrabole tm abaiste une perpendiadmre «r chacune des, tan- 
gentes à cette courbe, les pieds des diverses perpendiculaires abaisséessur ces tangentes 
seront sur une droite tangente an sommet ' de ta parabole. 

Soit donnée une parabole E ayant le point / pour foyer, le point s pour som- 
met et la droite D pour directrice. Menons en un point m de la courlie E une tan- 
gente mp (fig. 208 7ii). ' . . ^ 

A-baissons du foyer / une pcfpendiculaire sur cette tangente mp^clie coupera 
la droite mp en un point n et la droite ti»q (parallèle à l’axe inliui sf de |a para- 
bole) en un point g. * 

On aura : mg = mf et le point n sera le milieu de fg. 

Or la droite D étant la directrice de la parabole, oua: mg— mf-, donc les points g 
et 7 se confondent, et comme ffr=^sr et que le point n est le milieu de fg, on en 
conclut que le point h est situé sur la droite G menée par le sommet s de la para- 
bole, parallèlement à la directrice D. 

Et comme quel que soit le polntni pris sur la parabole, on arrivera toujours au 
même résultat, on doit en conclure que les pieds dos perpendiculaires abaissée 
sur les tangentes sont sur la droite .G, taugentcau sommets de la parabole- ' 

. Propriété remarguable du tdte irrégidier ou excentrigue. 

328 dcci. Étant donné un cercle G sur le plan horizontal menons par un point 
P situé en dedans ou en ddiors du cercle C une verticale Y ; 'menons par la droite 
Y un plan M coupant le cercle C en un point g j et traçons dans ce pian M un 
cercle S ayant le point g pour oentre et pg pour rayon ; en faisant tourner le plan 
M autour de l'axe Y et supposant que le cercle i varie de rayon et que son centre 
parcoure le cercle C, ce cercle d mobile (et variable de grandeur suivant une 
loi donnée ) décrira un» surface 2. , qui en vertu de son modede génération sera 
coupée par tout plan passant par l'axe Y suivant deux cercles et rayons 
inégaux, ayant leurs centres sur le cercle C et étant tangénts l’un à l’autre au 
point p. La surface 2 affectera la forme d’un tore qui sera dit : irrégulier ou 
■excentrigue. ' ' ' 

ic dis que cette surface 2 peut encore être coupée par une seconde série (le 
plans suivant des cercles. 

Premier cas. Supposons que le point p est situé dans riàtérieur du certde C, 
unissons le point p et le centre o du cercle C par une droite coupant'C/?!/. 208 p. ) 
le cercle C en les deux points a et a', portons sur le diamètro W une longueur 
n'p' Tisap et regardons les deux points p etp* comme les foyers d’une cIlipK t 
ayant son centre en O et la droite on' pour grand axe. , ' ■ 
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Faisons passer par la droite m' un^lan R perpendiculaire au plan Lorizontal 
sur lequel se trouTcm tracées lesoeurbes£ » E, et traçons dans ce plan R la focote 
dol’ellipse E, on aura une hyperbole ( H, H'} ayant les pointsp elp^ pour som- 
mets et les points a et a' pour foyers ( n” 309). 

Cela posé : 

On sait 1* que si l’on prend un point x sur l’ellipse E et qu’on le regarde 
comme le somm^ d'un ^nc** ayant l’tiyporbole H pour directrice, ce cdne X 
est de rérolution. 

. 2* Que si l’on prend un point 'x sur l’hyperbole R et qu’on le regarde comme 
le sommet d'un c6ne Z ayant rdlipsc E pour directrice, cc cOne 2i~est'dc révo- 
lution. 

3* Que si l’on mène les tangentes 9 en x à lacourbo E et T en : à la courbe H, 
ces tangentes' seront respectivement les axes do rotation des surfaces coniques 
X et Z ; ainsi 0 sera l’axe du cOnc X cl. T l’aie du cOne Z. 

Cela posé: 

Si du po^t P foyer de l'ellipse E, on mène un plan M pcri>cndlculairu 
à la tangente G, op plan ül coupera le cène X suivant un cercle 9 qui aura son 
centre au |>oint q en lequel lo plan M coupe la droite 9, et ce cercle 3 aura (lour 
rayon la droite ;>q. . • 

En considérant une suite de plans M , on aura une série de .ccrdc$.9 qui déter- 
raincronl la surface 1 préccdenlo ot-üésigoéc par le uom de lare irrégulier. 

Cela posé: . 

Construisons une sphère S tangente au cène Z et au plan de l’ellipse Eau foyer 
p; le cône Z loucbcra la sphère S suivant lin cercle 6. Et si l’on considère les di- 
vers points *, s', s.", etc., de l’hyperlmle 11, on aura une suitede cônes Z, Z', Z", etc., 
cl par .suite une série de cercles S, 8*, 6", -«te. 

Tous CCS cercles S, 6", etc., engendreront une suribee rpif ne sera autre 
que la surface £ précédente, et en effet.; • t 

Considérons la génératrice droife sa: du cône X, cette droite coupe le cercle 6 
en Un iw'mi ■« et Ton a x'n=xp, or tous les point8<dirccrcle 9 sont distants du 
sommet x d’une quantité t-gale à ap; le point n est donc un point du cercle 9. 

Si l’on considère un second cercle 6* tracé sur un cône ayant le point s' pour 
sommet, la gértératrice xt' du cône X couperait le cercle p* en un point et l’on 
aurait ani'szxp; ainsi le point n' sera sur le cercle 9> 

On trouverait de môme que les divers cerdesd, 3*, 9", etc., coupent respective- 
ment, et chacun en un point, les dherscercles 6, 6', ô*', etc. Ainsi le# cercles €, 
, 6" etc., sont situ^ «ur la surface 2 formée par les cercles 9, if, 9", «te. 
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Ùeuxième cai. Supposons que le point p est situé liors du cercle C. 

Menons par le point p et le centre o du cercle C «ne droite B, et par cet|e 
droite B un plan M perpendiculaire au plan du cercle C; cette droite B coupera 
le cercle C en deux points (fig. 208 q) n e\ a'. 

Portons o'p'=np et traçons^ 1* dans le plan M une ellipse E ayant les points p et 
p' pour sommets et les points a et a' pour foyers, et 2* dans le plan du cercle C une 
hyperbole (H, H') ayant les points p et p’ pour foyers et les points a et a pour 
sommets, la surface engendrée par le cercle mobile 3 dont le centre parcourt le 
cercle C et dont le plan méridien M passe toujours par la droite Y menée per- 
pendiculairement au plan du cercle C par le point m, sera coupée par des plans 
per[)ondiculaires au plan de l’ellipse E et normaux aux tangentes de cette ellipse 
suivant d'autres cercles S. 

Troisième cas. Supposons qu’au lieu d’un cercle, on se donne une droite C, 

( pq. 208 *) et ensuite un point p; si l’on mène par ce point p une suite de diver- 
gentescoupant la droite C endes [>ointso,et si l'on considère cltaque point ocomnre 
le centre d'un cercle 5 situé dans un plan perpendiculaicc au plan (p,C) ct ayant op 
])Our rayon, la surface engendrée parles cerclcsJ pourra être coupée suivant unesc- 
conde série de cercles ê. Et en elTct : abaissonsdu point p une perpendiculaire sur 
la droite C , on aura le point s; construisons dans le |dan (p, C)une parabole P 
ayant le point s pour sommet et le point p pour foyer, puis par la droite p* me- 
nons un plan M perpendiculaire au plan (p, C), et traçons dans ce plan H une 
|iarabulc P’ ayant le point p pour sonlmet et le point » pour foyer. 

La courbe P' sera la focale de P, et l’on trouvera, par des misonneiiients analo- 
gues à ceux employés dans le premier cas, que les plans des cerclas 6 seront per- 
IMmdiculaires au plan M et normaux aux tangentes de la parabole P. 

Ui propriété dent jouit chacune de ces trois espèces de surfaces, d'étre do'uble- 
ment circulaire, nous i>ermèt de construire avec facilité le plan tangent en un 
|x>int de chacune d'elles. 

En effet : étant donné un [wint in de cette surlace, on mènera par ce point et 
jiar l’axe Y un plan , et l’on aura le cercle 3 , et en menant par le point m et par 
la droite D par laquelle passent tous les pl^s des cercles 6 (n“207, 30E et 308 ; 
fiq. 193, 194^ et 195) un plan sécant, on aurais cercle S. Les tangentes aux deux 
cercles 3 et S sc croisant au point ni, détermineront le plan tangent en ce point m. 

Lorsque le point p est précisément le centre, du cercle C , alors la droite Y est 
précisément l’axe du cercle C, et dans ce cas on a pour surface le tore régulier, 
surface qui esL de révalulion et engendrée par un cercle 3 de rayon constant et 
égal-à nefui dunensieC ; dans ce cas, la-surface Mt coupée suivant unc seconde 
série de cercles 6 par des plans parallèles entre eux et perpendiculaires à l’axe Y. 
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Or, l’axe Y est la focale de cercle C, donc que Vamlof/ie subsiste entre 

les quatre surfaces que nous avons examinées, savoir : les trois tores im'guUers et 
le tore régulier (•'). 

Du pôle et de la polaire d une section conique. 

329. Dans toute section conique si l’on trace une série de cordes parallèles et 
qü’on mène les tangentes aux extrémités de chaque corde, elles concourent en des 
points qui sont toussituéssur le diamètre conjugué deccscordes. Réciproquement 
si par tous les points d’un diamètre d'une section coniqhc on mène des tangentes 
à cette courbe , les cordes qui unissent les points de contact des tangentes issues 
d’un même point sont toutes parallèles au diamètre conjugué du diamètre donné 
( n'» 3 12, 9*; 321 ; 324). 

3,30. Soient une section conique E (fig. 209) et une droite quelconque P, qui 
la cou|ieendeux points q et r, les tangentes en ces points concourent en un point 
;i, je dis que si par un point quelconque x de P, on mène les tangentes xy et \z à la 
icciioH conique E, la corde yz prolongée passera par le point p. En elTet soit s un 
point de ht focale de E, predôns-le pour sommet d’un cdne A de révolution sué 
lequel la courbe E soit placée, joignons sp clsxel menons les génératrices droites 
sfj, ST, sÿr sz du côue A. La droite sp étant tout entière hors de la surface co- 
nique, un plan ï qui lui sera parallèle coupera toutes les génératrices du 
cône et donnera par conséquent pour section une ellipse E' ; pour simplifier la fi- 
gure nous tracerons cette ellipse à part [fig. 210), les points q', r', y', ï' sont 
les intersections de ce plan Z avec les génératrices sq, sr, sy,,sz-, cela posé 
les plans tangents (srp) et (spq) coupent le plan Z qui contient la courbe E', 
suivant des tangentes à E' en les points r et q’ et parallèles à sp, donc q'r est un 
dramètre^de E', et comme il est dans le plan(s(jrr)qui contient la droite sx, il 
coupera cette droite en un point x', puis les plans laugents (sxg) et (sxz) coupent ' 
le plan Z aussi suivant des droites gx' et z'x' tangentes à la courbe E' et 'aux 
points y' et s', et oes tangentes concourent aux points x*, intersection des trois 
plans Z, (sxy) et (sxz) ; donc la corde (yz') est parallèle à sp, elle rencontre le plan 
horizontal eu iin point p’ de yz puisqu'elle est dans le plan (syz), et comme ce 
plan (syz)conlient aussi sp, la droite t/s passe nécessairement par le point p. 



(*) PliiB loia, noiu rerrOBi qne l'on peut trutffbrmer I« quatre forei efreutairéi eo de* torés 
ffiiptiçttfi; ces nourelles Mtrfacea joaitsent de U propriété d*élre ooupéee par une snile de pleni 
pMMnt par VAxe Y, niirtnt dee tUijne$, et par une taite de pluu paseaat parla droite'D , suîTaal 
ci'anUc* ^ 
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Rt^iproquemenl *i par un poûit p (Jig, 209) extérieur à une section conique on 
mène les deux tangentes pq e/ pr ci tant de sécantes py^que l'on voudra, qu'aux inter- 
sections J et! de chaque sécante et de la courbe on mène des tangentes d cette courbe, 
ces tangentes coMourent en des points x situés sur la droite P, qui joint tes ftoints de con- 
tact q e/ r. Le point p est dit le pèle conjugué de la droite P, et la droite P est 
dite la polaire conjuguée du pôle p. Si l’on prend le pointa; à l’infini, les tangentes 
sont parallèles à la droite P, la corde qui unit les points de contact est un diamètre 
passant par le point p, donc le pôle p est sur le prolongement du diamètre conjugué 
du diamètre qui est parallèle ù la polaire P. 

331. Si par un point p ( fig. 211) intérieur à une section conique K on mçne tant de 
cordes <pte ton voudra, et qu’aux extrémités de chaque corde, on construise tes tangentes 
à ta courbe E , elies concourent en des fx>inls situés sur une droite extérieure d la section ■ 
conique K. En ciïet |>ar le point p menons trois cordes ab, a’b', a"b", les tangentes en 
U et b se coupent en un point r, celles en a' et b' se coupent en r', enfin çellcs eu a" 
et ô"se coupent en r"; deux do ces trois points r et r' déterminent tine droite P. 

Il faut démontrer qne cette droite P passe par le point r" ; pour cela concevons la 
foeak de la courbe E et le cône A qui aurait son sommet en un point s de cette 
focale , menons les génératrices sa, sb, sa’, sb', sa", sb" du cône A et les droites ir, 
sr', sr", le plan<s, P) n'ayant que le sommet s de commun avec le cône, un plan 
Z qui lui sera parallèle le c0u|)cra suivant une ellipse E', que pour plus de clarté 
nous construisons à pai't (Jig. 212), il coupera aussi les plans tangents (wr),(s6r) 
suivant deux tangentes on a et |3 à la courbe E'ct parallèles à sr, donoo^ est un 
diamètre de rclli|)se Ef et il est situé dans le plan ( soé ) ; de mémo )e plan sécant 
Z cou|>e les plans taugeuts (mV), (sb'r’) suivant dos tangentes en a' et à la 
courbe E' et parallèles à sr' ; donc est aussi un diamètre de l’ellipse E' et il est 
situé dans le plan (sa'b'); mais les pians Çsub) et. (sa'b'j se coupent sui- 
vant la droite tp, qui contient par consi’‘({uent ic point d’intersection r des dia- 
mètres a|3 et a'^', ou lecentre de l’ellipse E'; cela posé le plan (sof'b") coupole plan 
’L de la courbe E' suivant un diamètre o"^", donc les intersections du plan Z (sur 
lequel est tracée l’ellipse E' )el des plans tangents (sb"r”) sont des tan- 
gentes en «"et fi" à l’ellipse E' et parallèles entre elles et |>ar const'aiuent à l’iu- 
terseciion sr" des deux plans tangents; donc.sr" est située dans je plan (s, f) 
parallèle au plan de l'ellipse E’; donc enfin le point r" est sur la droite P. . 

Réciproquement si par chacun des points (T ime droite P (fig. 2H ) extérieure à lu 
section conique E, on mène deux tangentes à cette courber et qu’on joigne les points rie 
contact par une corde, toutes ces cordes se croiserotuen unpoiiU p-intériciir ù lasection 
conique E. 

La droite P est la^^firfredu pôle p. Si l’on prend lc])oint r à l’infini, les tangent^ 
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à la courbo E aux pointsa et/> seront paraliùleientreeUeseti ladroite Pi doncln 
corde qui unira les points de contacta et'6 sera un diamètre passant par le pointp. 
Donc le pôle p est sur le diamètre conjugué du diamètre parallèle à la polaire P. 



332. SI l’on prolonge les cités opposés (T uu hexagone abcdef (fig. 213) fnserit dmis 
vue section conique, Ils se coupent en trois points r, r', r" qui sont en ligne droite. En effet 
concevons la /ocale de la section conique E, soit « un point de cette focale que noas 
prendrons pour sommet de l’une A dessurfaces coniques de révolution sur lesquelles 
la courbe E peut être placée ; menons les génératrices «a, s6, se, sd, se, sf du cène 
A et les droites sr, *r^, «r" •, les points r et r* déterminent une droite I), qui passe 
par le point r”. Pour le démontrer coupons la surface conique par un plan Z pa- 
rallèlé au plan ( i, D), la section sera uno ellipse E'^ les intersections de ce plan 
sécant Z avec les plans (saf), {sed ) sont deux cordes a'f et c'd* parallèles à sr ; le 
même plan Z est coupé par les deux plans (sfe), {sbc) suivant deux autres 
çordes /V et b'c' parallèles à >r'; enlin les intersections du même plan Z (qui con- 
tient la courbe E') avec les plans (sad), (saé) sont deux autres eordes c’d' et a'6', 
qui avec les quatre précédentes forment un hexagone inscrit dans. l'ellipse E'; et 
puisque les quatre premiers cétés sont parallèles deux à deux, les deux derniers 
cAtés sont aussi parallèles entre eux(n‘ 320) et par conséquent parallèles à l’in- 
tersection sr" des deux pians, donc cette intersection est située sur le plan («, D) 
par&llèle au plan Z de la courbe E'; donc enlin le point r"est sur la droite D. 

C’est la propriété connue sous le nom d'hexagnimme de Pascal. 

Il résulte de là un moyen de construire une section eonique par points, car sr 
l'on donne les cinq points a, b, c, d, e, on mènera les droites al>, bc, cd qui seront 
trois cétés d’un hexagone inscrit dans la section conique cherchée, puis le qua- 
trième célé ed ira couper ab en un point r". Pour trouver uu point compris entre les 
points e et a, l'on mènera donc une droite er', qui rencontrera né au delà du point 
a, l’on joindra les points r" et r' par une droite D coupant ed en uu point T) que 
l'on joindra avec a, les droites ra et r'e se croisent en un point / qui appartiendra 
à la section conique passant par les cinq points donnés. On obtiendrait de même 
des points compris entre deux quelconques des |Ioints donnés et autant qu’on 
en voudra 

L’un des cétés cd, par exemple, pourrait devenir infiniment petit, lu propriété 
de l'hexagone inscrit n’en serait pas moins vraie; mais alors la droite er", ou l'un 
des cétés de l’hexagone ôtant prolongé, deviendrait tangente à la courbe E. On con- 
clut donc de là que pour mener la tangente en un point m d'une section eonique. 



Des propriétés de certains polygones inscrits â mie section eonique. 
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il faut (l'abord inscrire un pentagone dont l'un des sommets soit en m, ensuite 
^ prolonger le côté opposé an point m et les quatre autres cétés jusqu'à la rencontre 
* des côtés non adjacents, et enfin unir les points de concours par une droite qui 

'* • ira couper le côte opposé au point m en un point x et menant la droite xm , on aura 
en celte droite la tangente demandix;. 

333. Soient aérd (/ff. 214) un quadrilatère inscrit dans une section conique 
X quelcon(|ue, p et g les points de concours des côtés opposes ; les diagonales ac et 

bd se coupent en un point o, joignant ce point o aux points pet g par les droites Q 
cl P, je dis que le point p est le pôle conjugué de la polaire P, et gue le point q est le 
pôle coujugtic de la polaire Q, c’csl>à-dirc (]ue si du point p on mène les tangentes 
pe, pf, à la courl>e E, la droite P passera par les points de contact e et / de ces 
tangentes; et de même si du point g, on mène les tangentes gg et gb, la droite Q 
passera par les |K)ints de contact g et h de ces tangentes avec la cour|)e E. En effet 
concevons la foaile de la section conique E et soit « le sommet do l'un A des cônes 
de révolution, sur lesquels on peut placer cette courbe E; menons les génératrices 
' ' sa, sb, SC, sddu cône A et les droites sp, sg, puis couptms tout le système par un 
plan 'L prallèle au plan (s;x/), la section conique sera une ellipse E', et la pyra- 
mide mbcd sera coupée suivant un |>ai'allélogramnie d'èViT ( n*15C), dont les côtés 
o'ô'et c'd' sont |>arallèlcsà sp et dont les côtés ôV etn'd’ sont ivarallélesà sg; donc c'e' 
et b'd' sont des diamètres de l'ellipse E' ( n* 3 10 , 2* ) , le point o' en est le ccutro 
et se trouve sur la droite so intersection des plans (sbd) et (mc). Les cordes a'b' 
et b’c’ sont supplémentaires ( n“ 313, 3*.) et par conséquent parallèles à des dia- 
mètres conjugués; or les plans tangents (sep) et ( sjj> ) sont coupés par le plan 
Z de l'ellipse E' suivant des tangentes parallèles à sp et par conséquent parallèles 
à a'b', donc le diamètre (jui unit les points de contact est parallèle à (n* 313,7*) 
ou à sg, mais ce diamètre est dans le plan (*e/), donc ce plan contient aussi «/, 
mais il contient so, donc les quatre points e,f, g, osont sur la trace horizontale P 
de ce plan (sef) et par conséquent en ligne droite ; donc enfin le |>oint p est le pôle 
conjugué de la jiolaire P. De même les plans tangents (sggjcl {sgii) sont coupés 
par le plan Z suivant des tangentes à la courbe E' et [varallèles à éVcl par une 
suite de raisonnements semblables à ceux ci-dessus on conclura i|uc le point g 
, - est le pôle conjugué de la polaire Q. 

ai abcd (îst un trapèze 215) les côtés parallèles ab et cd se couperont à 
' l'infini, alors la polaire Q sera parallèle aux côtés ab et cd du trapèze et elle couive 

la courbe Eaux points ÿ, à; menons en ces points des tangentes à la courbe E, 
elles iront concourir en un point du diamètre conjugué de Q, qui ne sera autre 
que le point de concours g des côtés non parallèles bc et ad, et le point o est évi- 
demment le milieu de gh. 



% 
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Ôh déduit de là un moyen simple elfacilopSnr mener une iangenté en un pSiiit 
donné d'iine swtion conique; enellèt, soit bi section conique E à laquelle on veut 
mener la tangente au point b, parce point menons une droite quelconque Q,' 
prenons le milieu o tfc la cor^ gh, par cé point o menons deux sécantes quelcon- 
(fues or, bd qui coupent la courbe E en les points a et ê, bftd. Joignons les points 
fl et rf, 6 et e, par des droiles qui se coupent au-poini q, traçons la droite qh, on 
aura la tangente deinàndéê. . . ; 

333 6i*. 1. Oh peut regarder un quadrilatère inscrit à- une scctioA cÔ^nique, 
comme 'éianrun pentagone inscrit un eonsidérant la 'tangente à'Ia çourbe en l'un 
dès quatre soBiuie ta. Alors le cinquième, côté du pentagone est l'élément recti* 
tiligiie dc la courltcau sommet du quadrilatère |tar lequel passe la tangente. * 

II. Un peut regarder un quadrilatère inscrit à une section conique, comme' 
éOnt to hexagone inscrit en considérant deux tangentes à la courbe, en deux déii 
quatre soroitiels. Alors le cinquiémeel le sixième cèté dé l'hexagone sont les élé- 
mOiits rectilignes dala eoufbe en les deux sommets du'qpadrüatùre, par lesquels 
passem iès (Jàtix tangeiUos. ' . ^ _ 

'Soient donnés une section conique -et un quadrilatère inscrit a, 6, cj d,et au 
pOhil fl k tangente T à la courbe ^'(yig. 215 Mil): •. 

Lé |>entagonc aura quatre cùu^ de longueur linie, ff^ tiov'efi! et èu, et le cin- 
quième sera fto',- inüniiueut petit rectiligne. 

Dès lors'si l'on voiilnii. construire rataiigenleau pointé de In seclion'coniqaetK, 
on-devi’ait considérer cette tange'nie comme étant le prolongement' du slxiémcr 
-cèiè d'un hexagone, ayant en fr'un cèié infiniment petiteh' et ert è un cÜti inOni- 
nieutpelilM/ 

Df'*s lors les cètésoppost^ de l'hexagone étant ad, Mi’ et fto'el cd, b' a', Iceùté’cfr 

prolongé coupera la tangente T (ou aa' prolongé ) au point r'; les droites cd et n'è' 
(qui n'est autre que ab) étant prolongées se couperont enun |M>int r; unissant les 
points r et r' par une droite D, elle coupera ad prolongé en un point r", et la 
droîio r"è Sera la iangen|c T" demandée. , ■- t - 

..On |Wul donc par celle méthode construire la tangente en un point b d’une 
section conique donnée par son îroc^, lorsque l’on connaîtra une tangente T à cette 
courbe et le point de contact a de la tangente T. . ; -.i ' . *‘ 

'Ou peut toujours inscrire i une ellipse E un rrçtangle dont les cètés soient ' 
respectivemc'nt parallèles aux axes de la' courbe, et si l'on 'construit aux quatre 
sommets du rectangle des langun(esi la courbe, on aura un rectangle ciraonscrit; 
or (/ç. 215 (cr), il est évident * • 

1* Due lesdiagonales'du rectangle inscrit sont parallèles aux cèles du rectangle 
cUiitonsDril;' ' -■ - i" 

' 2* /füinx. 11 
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^ S*^ One diaquc c<Ûé Ju recianglevircbiwcrit éiant'{M'oioDKé coupe Ica .a>iêtf 

rootaingle roscrit qui lui soflt 0 |ip 06 és en deux poinU,.eii. aorte que Ton a'IioH 
point* marqués sur la figure paiwi.es lettres p, -f 

Ces poioU sont deux à deux sur quatre droites qui fi>ru)cnt un rectauglo-q, Q^i 
q", dont les sommets wnl situés sur lus diagoimles du ipeianglé- iiisorit ; % 

Chucuiiolesfi poiutsp ^irouvucnligoedroitè avecl’.nn desd pointsq.etr«fl' < 

• •-*ïks 4 sommets /du rectangle .cîrètfnsérrt; ' ’ 

3* Xcs diagonales du rectangle oirconseril «G coupent ira poiAt c'en lequel SC 
coU[)ai<!iit Ics diagenales du rectangle infeorlt. 

'' Jl est évidciilque ai l' en construit un parallélogranMue inscrit à ujiu eiUfiae et lè 
'^rnllélogramme circonscrit,' on obtiendra les méhiès relations inditfuées |W ^ 

31â ter, seulement les’lignes rectangulaires entre dlçs danslecàs d|réee- 
tangle ne le seront plus dans cn^ du pardllélugrainlne ; dais, celtes qui si^t . 
parallèles resteront parallèles et les points qui étaient en ligne droit», r^lcrbot, 
en ligne droite. • ' , w 

• Cda poséd '■ * ' * -■ *, ■ 

Étant donnés'une aection conique E et d?lux quadrilaières l'vn insent et l’aidée ' 

. circçnscrit , tl-est raoilc de trouver les .propriétés qui exiatententre eos deux quâ- 
Â’ilntéreSjCer ilsudlra'depremlre lift poinlssurla yôrn/e de lacourbeK, dbiiéganler 
ce point comme le sommet d’un cùnç A ayant la courbe E pour base, aè cène sbsà , 
de révolution 4 , en te coupant pér un plan Z'peralléleaux deux droites Unissant lé 
'soinroet « avec les points de concours des cùlés opposés du quadrilatère iasorit, «n 
obtiendra uné ellipse E’ danslaquetle on auradeux parallélogrammes, l’un inscrit- ~ .. 
et l'autrecircoBscril, commel'indique ta'fig. 2 1 d (cTi Sidono pOr le seminet ( du c^ne 
'Ael i>ar chacun des points delafig. 215 ter, (figure que l'un su(q>ose maintenant sur 
- * .'le plan / .) pu fait passer des droites', et si par cc même soinmét « ei par ciraeuue ' * 
dosdrokes de la fig.215 teroutaiLpasserdospluns, (^droites perceront le plan de*' " 
la courbe E en des (toints et ces plans coû()erout Je plan de la ooq'rbe E en dtè 
droites, qui seront telles que toutes les relations existant sur la ligure sKucb ilaiis 
le plan Z , subsisteront siir le plan de la voUrbe E , seulement les droiteé qui sçrit'. 

' panilUte& dans la premiéi'e'tigure située sùrio ^luU Z , concourront eu un pomi 
pour la figure tracée sur le plan de la section conique E. 

• Eu triéngle ÎDscrit dans Ope section conique peut être cousidéré commé un * 
quadrilatère inscrit, ou ootuine un pënlagone inscrit, ou comtne un licxagflâiu < 
inscrit' • ... ’ ' r . • , 

En le considérant comme un hexagone inserit, on est tx>Ddnil à considérer en '' 
méiiie tempe (fif. 215 quater) cl Je (fiangle inscrit donnéet le triangle circoftscéit ‘ 
quLest (brinc par le* tangentes à la courbe ^ux sommets dû triangle inscrit.- 
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Alors l'htcxïigoncinsrrita (roiscùt(''s inliniinentpetilsna, 66', cc'.el trois côtés, 
finis qui sont cous du triangle iptscrh.. ■ * - 

On il<Mluit' (ie^ (|ui précède In propriété suivante , savbir': ai f on prolonge cba~ 
cme ilea trois ' mtm-es ti jour section coniifue en chacun des trois sonunsts d un 

Iriantfle insaris et t» otU du triante inuritt un obtient trois points de concours s, s', 
çài sont iidcessairemeM en lir/ne droite. - 

Ccita pi'ppriété permet decooslriiiiu ta lai^eula en un point d'une section co- 
nique lorsque la uourlie est- donnée |>ar mu tracé et que l’on connaît deu& tau- 
qcbtcs* à culte courbe et les puiuts de coniucl Je ces ' tangentes. 

En cITel : , ‘ • 

“ Soient tracés la-section conique E,. les deuK tangentes or, et lu-, et'ies |K>ints 
de oontaei a et 6, proposons-nous de 'construire la taugeolc au poini'c de la 
courbe E. » _ . . ■ * , 

t)& Iraceie le triangle inscrit abc, les droites rtf et 6c prolongées donneront le ' 
|K>iiit ;; Ic^ droites rh et ne prolongées ddhnoront’lc point /; onr unira les (tointa s. 

01 s' pur la droite (a, f.j, laquelle sera coupée au point *' par la droite o6 prolon- 
ge-; unissant les pombi c et on aura Ig tangente ^mandée. ' t !. 

'*•'333 1er. L’hexagromme de Pascal démontre : . . ' ' -l 

4* t*>uc .cinq |>oints détsrinlDCDt‘‘yne section, çonique et n’en délerniineot ' 

• qa’une seule; ■ . 

2* Quç deux sections ronùpics ne qicuvent g’eaire-couper en plus de quatre . 

- points sans m confondre'; * • ' 

3° <.>ucdeuK sections coniques qui on^un point de contact be peuvent sccoupoj^ 
au plus quicn deux autres |)oinls ; . -s ' 

4* Ouedeux sections conitpies qui ont deux points de contact ne peuvent avoir 
d’autres points communs. , 4-... ' -, 

• ' . ' ‘ -V . ■ • 

• 333qun(. Les |iroi>riéiés, ciiqdojtées pour ht construction d’upe tangculocuun 
pi^t d'unésccliou cbaii|ue, doul jouissent l'Iiexagoue, lo (ietilagone, le quadrila- ' 
tère'etle triangle inscrits é cette section coiiiquo, démoutrenl : i- 

-'.1'- Ouecin<| points déteriuincnl une dactinn conique; . ' 

.'J2' One quatre pointa et uti^tungüiite dcierinineiit upe section conique; 

3°^ tjuc trois points et deux tangentes déterininept wm- section conique;- - 
4* Ouedeux points et trois tangentes détermineut une section conique, et'que 
dans les tpiuirc cas on ne (leut construire qu’une seule sectiqu conique. 

Mais il faut ajodter que parmi les pointe donnés il |àul toujours qu’il y en aU 
up situé sur.chaquc tangente, cl qu’il soit doniic comme ppini de oopiact de la 
. tàngeiHe à la scQtion ct>nU{ui!'«t.c«a«(r«ir*(]ar peints,-^. 
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Desguatlrilatèrés inscriu'à une senim conique et conjugué! entre eux. • •• . 'r' 

■ 333 quint. D’nprès çc (jui précède on peut énoncer ce qui suit : J ' 

'l° Étant données Une section confque E (fig. 215 n) et une droite X, eta^rani 
déterminé le pète O de la pofaire X. ‘ ' ‘ ^ 

Si de deux points a et n' pris sur la polaire* X on mène des tangentes sp, xq ét 
*y, «V à la courbe E, on "sait que les points p, q, sont sur une droite 2 et que 
les points p', q' sont sur une droile.Y et que' les deux droites Z et Y se coupent 
au, pô/e O. ■ -, 

Les droit'es Z et Y,ont«:spectivoinelH |X»i^r pôle les points s et s, én sorte que 
l*on peut donner au triangle osx' le nom de triangle polaire de la courbe £<- 

Si l'on inscrit dans la section' conique E un •quadrilatère altctl, dont les côtés ■ 
opijosés prolongés passent par les points s et s, lus diagonales de ce.qôàdrilitléh! 
se croiseront au pd/e o, ' ~ . 

Si du point son mène une sécante quelconi|uc, coupant fa courbe Eaux' points 
a' Oté'; si h’ôn méne'la droite é'ocoupant la courbe E au poîpt-i/'; si l’on mène la 
droite *d' cou|>ant laéourbè E ad point e'j Ics'fmints*', é' ét c seront en ligne 
droite, ainsi que les points s', (t et a, ainsi^que les points </, o et c'. ^ » 

I^s deux quarlrilatéres inscrits abcd; a'b'ç'd’, seront dits.conjuÿHcs et ils auront 
pour triangle polaire le triangle si'o. 

2' Étant données {fig- ‘-llô b) la section conique E, la droite X, et ayant Con- 
struit le pôle O (dont la droite X est la pqlaire), et lu quadrilatère inscrit oôcd; si 
l'on prend deux points arbitraires 'S et s,' sùr la droite X , et que l'oq construise 
le quadrilatère inscrit a'b’c'xl, les deilx quadrilatères abcd et àb'dd, pourront 
encore être dits conjugués; mais ils auront seulement mèniè pàlea et môme polaire 
X ; le premier aura pour triangle polaife le triangle xs’o, et le second aura le trian- 
gle s,»', o pour (rùn/ÿ/e (lo/oirc. 

3‘ Si l’on a une sèriciie quadrilatères conjugués par on triangle polaire, ainsi 
le sont les quadrilatères oéedet n'ôVd'iySÿ. 215 (i), . ■ ' . 

Les diagonales du petit quadrilatère a’b'ab sc croiseront en un point situé 
la droite Z ; les tangentes en les |K>iiils a' et b' se couperont sur la droite Z ; lés' 
tangentes en les |H>ints O et ésc droiseronl sur la droite Z. 

On peut donc énoncer ce qui suit: , • 

Si l’oi^ a une section conique, E et que l'on ait construit le pôle s et la pol(dré%; 
si_du p<ile s on mène une sujie de divergentes, D, D', D"< etc.î 'coupant la courbe •' 
E, savoir : O en «et è, D' CO o'ety, D"en n*' été", etc. ^ 

' 1* Les tangentes à la coui-üe E; pour les points a et b, a-'-et b', a!' et b'\ etc., 'se 
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couperont sur la droite Z ; 2* les diagonales unissant les sommets des quadrilatèrCB * ' 
donnée par deux divergentes quelconques se croiseront sur la droite Z. 

Et réaproquement 3* si d'un point arbitraire de la droite Z on mène deux tan- 
gentes à la courbe E, la corde de conmet étant prolongée {Hissera [wr fe ptUe t. -r 

Nous trouverons , (lour les surfaces du second ordre , une {iropriéto analogue. 
Mais alors- \es'qmdrilutères seront remplacées (>ar des troncs de pyramides quudroH- 

gnkàres. . , • 

Des sections coniques semblables entre elles et semblablement planées sur des plans ' 

. paralUlef entre eux- j- , 

334. Si l’oncou{)c un cône de révolution {>ar deux {dans parallèles, l<» sections ’ 
seront des courbes semblables ayant pour pùle commun de simifitude le sommet 
du cône ( n* 262 ), et ce sommot sera un |i01c de similitude directe ou de simili- 
tude inverse suivant que les deux plans cou|)eironi la même nap|>c uu-dca nappes 
diiférentes du cône ( n*5S§); si les sections sont des elli|)ses ou dès hy{)erboles, 
les centres de ces courbes sont dos pôles conjugués xle similitude ( n* 360); oes - 
cogrbes {leuvent* dès lors être situées sur une seconde sqfface conique (n* 261) 
(fiy. 216); enlin les soni mets t et »'des deux surfnces coniques sur lesquelles 
peuvent être idacées on même temps Ica' ellipses ou hy[iÇrb9les E et E' scmblabléS 
et semblableiuenl (dacées sur deux plans parallèles, et les centres o et o' de ces 
courbes sont sur uiift^mêrae droite,^ intérieure aux dcu.x surlaccs coniques lorsque 
les courbes E et E' sont des ellipses ; et extérieure aux deux surfaces coniques 
lorsque les courbes E et E' sont des hyperboles. . ' ' , 

Lesftoiutsscl s! doivent se trouver en niAnc temps sur les focales deS* coOrlwsB 
etE' (n“ 205, 304, 309, à 1 4), {mur que les surfaces coniques soient de révolution ; • 
mais connue deux hy|)erbolee ou deux cllijises se cou|>enl généralement en quatre 
|)oints, on pouri-ait eroirc. que, pour une position donnée de deux elli{)ses bu de 
deux hyperboles semblables et semblableracnL-placées,'»! y a quatre surfaces co- , 
niques derévolutionuo(>ablcs de lesçontenir aa, même temps ; mais dans ce cas les ^ 
focales des courbes proposées ne se eou{)mit qu'en deux |X)iuts comme le montre 
Je raisonnement suivant. ' ; 

Si l'on fait mouvoir l’une des deux egurbes {Hirallélemeut à elle-même, de ma- 
nière que son centre |>arcourt la droite oo’, les cônes sur icst|ucls elles seront 
{dacées auront encore fturs smitmets sur la même droite oo', mais en »les {joints 
autres que* et.*’; or la/ônii/ede rclli(iseou de l’hyperbole ne {jouvant être ren- 
contrée par une droite ({u’en deux {Xvints, de toutes les surfaces conique^ ainsi 
obtenues deux seuleme.nl serontde révolution., les autres seront des cônes obliques. 
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' 1>^ii i'üii iMurrah eoneliK« (|o'un oùne oblique -fietU èire eou|ié par ub ptau suk 
vaut une ellipse ou une hyperbole. ' ' - 

Lies paraboles n'ayant pas dei^nlre, deuv paraboles seniblabius et placées sur 
iléus pteiis parallèles oe peuvent éli'e situées «|ue sur une seule surfaire «mitiquo 
dont le .sommet a sera au delà des deux |>araboles, si elles ont leur courbure diri- ' 
géedu uiéiue èàté, eu si eUes sont semblobleuienl placées, et entre les deux para- 
bolos dans le cas. contraire, c'est à-dirc si elles sont invcrscnieiit semblalilos. SÎ' 
l'on. fait mobvoir l’une des deux courbes pandlélcmcnt iucllc-raènie, dé ni.iniérc, 
que rextréiiiité'a'cL'ua dian>éu« parcourt la droite a, a', lesonunelsdalasurCacc 
ooniijue changera de place en restant toujours siu la- même' droite un', mais la-' 
focale de la |iaral>olc ne peut être rencontrée qa’eii deux points par une droite; 

-donc de tuiitcs les surhioes coniques ainsi obtenues, deux seulcmeat pourront être . 
de révolution, le» autres seront obliqués; on pourrait cûnClurc de là qu'un cùna ' 
oblique jteut être coupé suivant une |>ari(bcdo. 

S3S. Si les deux sections coniques sont identiques, leÿ droites qui uoisseat '. 
deux iMÎiits liomologues quelconques sont parallèles, ci«ie edne !« iransturme en- 
un cylindre. Donc deux sections coniques ideptiquos peuvent toujours ètrp (da- 
cies sur une raéim; suc%ce cylindrique. ' ■ . 

33ti. lieux p.araboles quelconques sont dcux'courbes semblables, car si Tou 
lilit coïncider les foyerp <lc ces paraboles, et si l'on mène un rayon vecteur quel* 
cpnque qui les coupe en x et x', les diamètres et les rayons vecteurs de ces |>oints 
sont jt^cailéi&s, donc les bissectrices des angles de ces droites sont aussi |>arallél«ÿ 
mais ces bissectrices ne sont autres que les tangentes aux paralioles (n' ' 

doue les deux paralioles ont* leurs tangentes parallûles ut sont. par conscijuéitt 
deux courlies scinblàbles (n* 259) ayant |Mur piXe commun de similitude leurs 
foyers communs ; si Ton déplace ces paralioles de sorte qu’elles u’aienl plus 
luème foyer, leurs foyers deviennent olûrs dus pùles conjugués do similitude. 

337. -Lorsqu’un cône est coupé par deux plans |iarallélus suivant des ellipses 
Ë' (yîjr. iHtiJ, on peut faire mouvoir l’une d’elles de mimiêft (|uo,sou cenlro 
parcourt la droite do' jusqu’à ce qiilil vienne coïncider avec le centre de l'autre 
on a alors (leux ellipses semblables semblubléineiU placées et coacontriifucs, de 
sorte que les diâmetres homologues sc confondent en une même droite. lien • - 
résulté que si l'on mène une tangeute à l’pllipse intérieure prolongée da part et 
d'autre jusqu'à l'ellipse extérieure, le, point dé ooniect sera lo milieu de cette ' 
droite, car il appartient au diamètre conjugué de cette <»rdej(ii* 313, 7‘), et si 
rén cuiipe les deux ellipses par une sécante quelconque les |iarti«$ de celte droite,* 
ioUreeptées entre elles, sont égales, car le même point osl le milieu de la corde 
cerrespondant-à cliaque ellipse. Les cordes supplémentaires, par rapport à deux 
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■dianiètrwhoniologHP^’ et Js#u«-*k 4 »inU homologués, sont paraUùlos ; le< parW- 
létogrammei ayant jkhjf (liagoiKkle«>'<h:s dlaïuèlres lioiuoiogucs ont leurs rJtés 
parailèiea e^ sont somblaWes. Des propriétés analogues exislentpour iléus liy|«j- 
holM'SemblableVaâinbl.nMeinaïU.plailées et con1centri<ineis. Deux paraboles qui' 
'jouissent des mémos propriôtéé nesom plus deux pourbes sejnblables, mais bien 
deux paraboles identiques, qdi cmatcrderàienl si, enieur eoBseri-âhl inénie axé, 

■ on les amenait à avoir même somâiol.- ‘ ' • \. 

" On peutcondum de U que skdesx courbes jouissent do cette propnété, quclos- 
parlies ifuAc sérante quelconque, comiùise^ cuire les''deux courbes, sont égalot, 
Clique le p6iM tic coplactd'um tanpeMé ^ la courbé iidérieiire soit le Uiilicii de le ■ 
-ipqrtion éouipriseMaUs la joçùrbe extérieure,' srTunedes'dewr courbes est iijiiir 
'uHipse eu -une hyperbole, J^ulre senruiîc' ellipse ou une liyperlwdé seinl>lAl>lb, 
'seniblablemenl ptaoeeet conoenlrique, cfsH’uuedes deux courbes est unepora- 
'bole, l'autre sera' unepju'aboie idenliqiHi ayant même axe iiilin! que la preiniére'. 

S38 Si l’on coupe une sur&eeeonique dé nVvolulian |>ar deuX'plans'|iarailèles 
.de manière que les seetidnB soient des hyperboles; un pinit, par IS sommet , faire 
.passer un pfap parallèle aux pléns sécants, il'coiipera la suriabc-coriique suivant 
deux génératrioeè, et'i'on sait (b*.32U, ô*jt;quc ces génétalricos sont parallèles aux 
'”'asyraptdtés des hyperboles, dode les asymptotes de Tuiié tics hyperboles sont pu- ' 
rporallèlés aux asymptotes de l’autre liyperbide. Si, par colisèqucnl, oq fait mouvoir 
..Tun'des plans sécants ^arâllèloment â lui-mémo, de manière que le centre o’- de 
Thyiierbole correspondante se meuve sur lu droite oo' et vienne coïncider avec le 
.centre O de l’auire'liypefbole, les àsyiuptoies do la première hyperbole viendront 
s’apptiqder sur les asymptolés (le la sccohdc, et l'on reconnaîtra raeiléineni que 

les deux courbes se trouveront dans les mêmes angles dé leurs asymptotes uom- 
. > . • ■ ' ’r 

^iWncs.*. , X 

Les asymptotes des deux hy|>ci'boles et les génératrices parallèles de la surlace 
ieontqnc déterminent deuxpians,' dont l'intersection passe par le sommet du cène 
ctpar les centres îles hyperboles; il est-évident que les deux hyperboles sont situées 
daps les mèmoÿ angles dièdres opposés de Ces deux plans. ‘ - . * ; ' 

Si donc on Conçoit deux- plains parallélcif P et P', dans le plan P Jeux droites-A 
.ut U et une byiierbote 11 dont çesalroites seraient les a.symptules, dans le plan P' 
Jeux droites A'' ut B' respectivement parallèles à A et B, et une hyperbole H'^seiiir 
blublu à II, et dont A' él B' seraient les asymptotes, et si l’on Imagine les plans 
(A, A'), et (B, B*) ils se couperont suivant une droite I pasMOt par les centres des 
.-deux hyperboles. Cela posé, si les courbes H et H' sont dans les mêmes angles 
diètiros opposés di»plan.s( V, A')ei (B.B'Vcesdeux hyperboles |)ourroiilèlre placées 
sur deux 8urËH;cpeoni(|uetj ayant leurs sommeissur l; m!vis si la courbe H est siluw' 



dans (1<nix anglM diôdreé opposas, nt qne !a>otirbe H' sent dans l<>8 d<jox'8Mtr'és j ' 
eesd<!u\ hjperbôlcs ne peuvpnt Mrc-Ufiaéos on inètne léihpe snr aucune- surÜNjfr 
'conique. Cependant, d.ins ce dernier ca#, ^ foi) unit pr uneoourbe tes- extrf mités 
des diamètres imaginaires de l'nnc des Kyperboléa.H’ on atim une nouxelte' hy- 
perbole H', qui pmirra se trouver avec H sur deV* surfaces coniques; de m'èniâ 
l-byperl)olc H„ dont lès diamètres réels seraient les dlMiiètres iniaginnirM de H , 
pourra être située avec te courbe sur deux -antres surfaces eoniqués, et lei 
-sommets dé ees quatresurfaces coniques sont tous anr'la droite!/ Les hyperbétes 
telles que H eLÜ, ayant 'mêmes asymptotes et qiti sont telles que tes (bamâtrês 
imaginaires de l’une sont les diamètres réels de l'autrê « réciproquem'eBr,‘pèuy)BiK 
ttro nommées roinp//W»i<nire*;. nous -reiqarquéfqns que ehaqiie asymptote d'une 
hyperbole forme à elle seule un systèlrfe de diamètres- conjugués (n* .T25j 8'jri 

Il résulte do ee,qul. précède qoesi l'-on donne deux byperboJes semblables' H d ■ 
H' ayant leur» îtsymptotes parallèles^ *ei situées dané dem plana prallèies, ces 
.deux hyperboles et teurs complémentaires H, et H'.-détervnioent quatre siirfscés^ 
'coniques ayant leurs sommets sur la droite qui unît les centres des hyperboles ’ 
proposées.' • ’ ■- 

330. Si l’on a deux çércles concentriques C ét C' {fiy. 217) queTon mèndliU 
cercle intérieur C les tangentés pm-allèlés-ofr, ed, terminées au «îofcle extérieur G';' 
que l’on tire tes cordes oc, bd\ que du centre o; on mène le diamètre «^paraflèle 
>.àux lungcntes ab et ed, il coupera les cqrdcs dtàtbd en leurs milieux g ef h et' iljBSt 
évident quetqus Ica points fc ainst^oblenos sont sur une circonférence tte" 
cerefe C" conccntriqué'i C et C'. l’on considère ccà trois- eerîlés comme les prdo 
'Icutions de trois ellipses traeéessur un même plan, nous savons (n*3I7^-qoe ces, 
ellipses ne peuvent avoir pour projcctionJ! des cercles qù'nutaiK qu’elles sont 
acaü)lul)tes.ct.semblablcmcnt placées 'il est évident de plus que dâns-'ce’cateëi, 
elles sont coneentriquea; Donc Si l’on 'à deux eHipses C "et C* semblables, sernWa- 
blemenl placées et roncciitriqucs, qu’on insirive dans la phi^ grande un paévL- 
lélogranime dont deux côtés soient (nngenps à la plus peti^, les deux autres csétés 
seront tangente. à une troisième ellipse C' semblable, sembbbleivont plàt^,,ét 
-iJOncenlrique aux deux premières. 

340. Si l'on a, deux cercles concentriques É'et que l’on mène deux tangctityps 
ab, np au cercle intérieur C, aux points k, in, leè-coédes «a, tnk, hp sont par.illèlea; 
car l'on a kp=imp, iiu et par con.séquent- lo = i«. Donc si Foii considère ces 
cercles comme les projections de deux ellipses scinblalilcs, seiublhblenient pla*. 
céeset concentriques, on en conclura qne dans de telles ellipses tteux tangentes 
à l'ellipse intérieure coujicnt l’etlipsc extérieure en quatrç points liés deux à deux’ 
par deux cordes parallètes-à celle qui unifiés pé'mtq de WiiOicl. Déplus si l'on' 



menait les cordes bn, pa, il est évident qu'elles iraient se couper sur la droite oi , 
donc aussi cela aurait lieu dans les ellipses. Il est évident que les réciproques de 
cette proposition et de la précédente ne sont pas généralement vraies. 

3-11. Si l’on a deux cercles concentriques Cet C"(Jig. 217), que l’on construise 
le rectangle abcd (n* 330), les diagonales ad, bc seront des diamètres du cercle C' ; 
si l’on construit sur le diamètre kl les cordes supplémentaires hn et Im, elles font 
entre elles un angle droit, si des extrémités act ddu diamètre ad on leur mène des 
parallèles an, dn, elles feront aussi entre elles un angle droit et sc couperont par 
conséquent en un point ii de la circonférence C'; de même si des points é et e on 
leur mène des parallèles bp, cp, elles se couperont en un point p de la circonfé- 
rence C'; et les trois points n, m, p sont sur une ligne droite tangente en m au 
cercle C. En effet, les droites pc, dn étant parallèles, les arcs dp, ncsont égaux et 



dès lors les cordes dp et «c sont égales et l’on a pdc=3pnc, donc les triangles ped, 
npc sont égaux et l’on a np—àl, donc la droite np est tangente au cercle C. Du plus 
joignant ont, on, op, nm, les triangles rectangles oiim et odl sont égaux, car om= 
ot et od=on, donc onm=od/, mais ond=:odn, donc dnm^ndl, mais ndc=diip, donc 



dntn=dnp, donc les droites nm et pn coïncident, donc la tangente pn passe par le point 
m qui est le point de contact. Si l’on avait mené les droites on', dn cihp' ,rp' , parallèles 
à Im et km, on aurait obtenu p'n' tangente au cercle C en un point m' diamétrale- 
ment opposé au point m, de sorte que les droites pn et p'n' sont parallèles. Les 
droites np', pn seraient Ungentes au cercle C" (n* 339 ). 

En considérant les cercles Cet C' comme les projections de deux ellipses sem- 
blables, semblablement placées et concentriques , on transportera 1 1 propriété 
(les cercle» sur les deux ellip»e», seulement les cordes supplémentaires ne seront 
plus perpendiculaires entre elles. 

342. Si deux tourbes semblables et semblablement placées E et VJ 218) 
sont telles que les {orties d’une sécante quelconque com]>rises entre les deux 
courbes sont égales, et qu’une tangente quelconque è la couibe intérieure E et 
terminée de {ort et d’autre à la courbe extérieure E' est divisée par le |K>int de 
contact en deux parties égales ; les deux courbes E et E', sont deux sections co- 
niques semblables, semblablement placées et conccntri<|ues. 

En effet soit o le pôle commun de similitude des deux courbes E et E', menons 
une tangente quelconque tJf à la courbe E et ayant le poiutn pour {oint de (ontnet 
avec E , on aura, fOr hy{othèse, ae'=af' ; menant les rayons vecteurs oe' et o/ <|uî 
coupent lu courbe E en e et /, la corde c/sera {larallèle à e'f à cause de la simili- 
tude des courbes E et E', donc la droite on , qui divise e'f en doux parties égales, 
divise aussi e/ en deux [orties égales, et puis(|ue et' =f q ou aura mt =mf, pre- 
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]ianl deux points qnciconques u, v, tels que au= ot, si l’cai mène les rayons 
Tcctpurs ou, ov, puis les cordes g/i, g'h', ces dernières sont parallèles à ue, car o 
étanl le centre de similitude on a 

o^:ou : og :t oK : ot : oh " oj/ : oa|: op 

donc la droite oa, passant par le milieu de uv, passe aussi par les milieux de^'A'etde 
ÿh. En prenant d'autres points u' et i>' on troutera d'autres cordes parallèles à e/', 
et dont les milieux seront situés sur la même droite oa , on trouverait de même 
que les cordes parallèles 4 une autre tangente ont leurs milieux en ligne droite. 
Or cette propriété savoir : que toutes les lignes diamétrales sont des droites, appar* 
lient exclusivement aux sections coniques, car exprimée analyiU/uemeni elle con- 
duit à une équation du second degré ( nous démontrerons directement celte pro- 
position, n* 342 1 er, sans avoir besoin de recourir à f analyse). Les courbes E et E' 
sont donc deux sections coniques semblables et semblablement placées et comme 
deux sections coniques ne jouissent de la propriété, d'ètrc coupées par une sécante^ 
quelconque de manière à ce (|ue les parties interceptées soient égales entre elles, 
qu'autant qu'elles sont concentriques, on en conclut que les deux courbes pro- 
posées E et E' ne sont autris que deux sections coniques semblables cl sembla- 
hlemeni placées et concentriques. 

Théorèmes relatifs aux sections conignes coHcealrignes el seirdtlables. 

342 his. 4*Si l'on coupe deux surfaceslctl'parun plan Pet qu'on obtienne deux 
courbes S et 6 , telles que l’on sache que la courbe S est une section conique et 
que rpn ail démontré que la courbe 6 , jouit du la propriété suivante, savoir : 
que menant une tangente quelconque S à cette courbe S„ et coupant la section 
conique S en deux points 9 el g', le point m de contact des lignes 6 et g, est le 
milieu du la corde 99 ', alors on peut aflirmer que la courbe g, n'csl autre qu'une 
section conique concentrique et semblable à la section coni(]uc 6 . 

Dans ce cas la section conique g enveloppe la courbe g, ou, en d’autres termes, 
lui est extérieure. 

2° Si l'on coupe deux surfaces 1 et 1' (>arun plan P et qu’on obtienne deux 
courbes g et g, telles que l'on sache que la courbe g est une section conique et que 
la courbe g, jouit de la propriété sui^ante, savoir : que si l'on mène une tangente 
quelconque 9 à la section conique g, cotte droite 9 coupe lacourbe g, en deux points 
P et p' tels que désignant par m le point de contact deslignes 9 et g on a pm=p'm ; 
alors on |)cut aflirmer <|ue la courbe g, n’est autre qu’une section conique con- 
centrique el semblable à la courbe g ; dans ce eas-la section conique g est enve- 
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loppce par la courbe 6, ou , en d’autres termes , la section conique S est intérieure 
par rapport à la courbe S, . 

Premier cas. Considérons divers points m, m, , in,, de la courbe et les tan- 
gentes à cette courbe 6,, savoir : 

6 tangente en m et coupant S aux points p et p', 

6, tangente en m, et coupant S aux points p, et p,', 

6, tangente en m, et coupant S aux points p, et p,’, 

• etc., etc., etc. 

par hypothèse on a : mp=mp', m,p, = m,p,', mjp. = mj>', etc. 

Cela posé : 

On pourra prendre le centre ode la section conique 6 (fig. 218a), et con- 
struire une section conique 3 tangente en m à la droite 9 et concentrique et 
semblable à la courbe S. 

On pMurra évidemment construire une série de sections coniques 3., etc., 
tangentes respectivement aux droites 9„ Oj etc. , en les points respectifs m„ m., etc., 
et concentriques et semblables à la courbe 6. On aura donc une série de sections 
coniques 9, 3, , 3,, etc., concentriques et semblables et tangentes à la courbe 6, , 
cette courbe 6, sera donc f enveloppe des diverses courbes 3, 3,, 3,, etc. 

Et comme la courbe €, existe, elle doit impérieusement être [enveloppe des di- 
verses courbes 9, 9„ 9„ etc.; ces courbes 9, 9„9,, etc., doivent donc forcément être 
telles que cette condition se trouve remplie. 

Or il est évident que cette condition ne peut être remplie, qu’aulant que les di- 
verses sections coniques, 9, 9,, 9,, etc., ne sont qu’une seule et même section co- 
nique 9, concentrique et semblable à la section conique 6; et cela devient d’au- 
tant plus évident que l’on sait que les enveloppéu successives 9, 9, , 9, d’une 

enveloppe 6, doivent se couper deux à deux en des points qui appartiennent k cette 
enveloppe 6 ,. Or (dans le cas actuel ) les courbes 9, 9, , 9^ etc., ne peuvent se couper 
puisqu’elles sont concentriques et semblables. 

La courbe S, n’est donc autre que la section conique 9; donc, etc. 

Deuxième cas. Considérons un point quelconque m (fig. 218 &) de la section 
conique S. La tangente 9 en m coupe la courbe 6, en les points q et q' et par hypo- 
thèse on a : mq=mq'\ et cela subsiste pour tous les points mde la courbe 6; 
prenons le centre o de la section conique S ; menons la droite oq', elle coupera 
S en r' ; menons /r parallèle à qq', elle coupera S en r' ; joignons les points o et 
m, on aura une doile ovi coupant la corde rr' en un point «qui sera le milieu de rri; ^ > 

unissons les points o et r, on aura une droite or coupant la droite 9 en un point 

et comme «r=:«r' on aura mq =mÿ,. 

Hais par hypothèse mq'=ira 4 , donc les points y et q, se confondent. 
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Ov V on A : or :oq:i or' loq', (et cela aura lieu pour tous les points m de la «ourbe S) 
donc les courbes S et S, sont semblables et concentriques. 

Or la courbe semblable à une section conique est une section conique du même 
genre. 

Donc les deux courbes S et S, sont deux sections coniques, concentriques et 
semblables. 

3' Traçons sur un plan deux hyperboles H" et H' concentriques et semblables; 
ces courbes auront pour centre commun le point o et pour asymptotes com- 
munes les droites A et B; d'un point s de l'Iiypcrbole extérieure H" menons deux 
tangentes à l'hyperbole intérieure H', on aura la corde de contact mn et le point x 
(milieu de la corde mn ), le point s et le centre o seront sur un diamètre com- 
mun àux courbes II" et H' et coupant l’hyperbole H' au point p. 

Cela posé : {Jlg. 218 c ). 

Prenons sur la courbe H", un point $ successif et infiniment voisin du point s. 
Le diamètre o>' sera le successif du diamètre os et coupera l'hyperbole H' eu un 
point p' successif du point p. 

Si du point s’ on mène deux tangentes è la courbe II', la corde m'n' sera la suc- 
cessive delà corde mn, et dès lors son milieu x' sera un point successif du point x 
milieu de la corde mn. Si donc l'on unit les divers points x, a:', etc., on aura une 
courbe H. Démontrons que les cordes mn, m'n', etc., sont des tangentes succes- 
sives delà courbe H. 

Puisque s et s' sont des points successifs, ils donnent l’élément rectiligne de la 
courbe H", élément qui prolo ngé donnera la tangente 9" à cette courbe B" au 
premier point «. 

Or l’on sait que la tangente 9" et la corde mn sont parallèles. 

Puisque les points p et p' sont successifs ils donnent l’élément rectiligne de la 
courbe B', élément qui prolongé donnera la tangente 9' à cette courbe H' et au 
premier point p. 

Or l'on sait que la corde m n , et les tangentes 9' et 9" sont parallèles ; le dia- 
mètre os' coupera donc la corde mn en un point x' qui sera le successif du 
pointa;. 

Si l'on prenait un troisième point «"sur U"et succcssifdu point#’, on aurait une 
corde m”»" successive de m'n et la coupant en un point x" successif du pointa;'. 

Et comme le point #' serait le premier point de l’élément rectiligne *'«", il s’en 
suivra que le diamètre os" coupant l’hyperbole U' en on point p", le point p' sera 
le premier point de l’élément rectiligne p'p" et dès lors le point x^' en lequel se 
coupent les cordes successives m'n' et m"n" sera le successif du point et le point 
x' Sera le premier point de l’élément rectiligne a;'x". 
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La courbe H sera donc déterminée par ces divers points x, x', x", etc., et le» 
cordes ma, m’n', m”n", etc., lui seront des tangentes successives. Donc, etc. 

Or comme nous avons démontré (|ue lorsque l’on avait deux courbes H' et 11 
telles que H' étant unesection conique, les tangentes uin, m'n' auxpoiiiU x,x*, etc. 

^de la courbe il , donnent xm—xn, x'm' = xV, etc. ( n* 342 bis 1* et 2” ) , la 
courbe H est une section conique concentrique et semblajtle à la section conique 
H', nous pouvons énoncer ce <|ui suit , car la démonstration précédente peut évi- 
demment s'appliquer et aux ellipses et aux paraboles. 

1 . Si l’on a deux sections coniques concentriques et semblables E" et E', si de 
chacun des |>oints de la courbe extérieure E", on mène deux tangentes à la courbe 
intérieure E', la courbe enveloppe des cordes de contact sera une section conique 
E concentrique et semblable aux courb^ E" et E'. 

2. Si l'on a deux sections coniques E et E' concentriques et semblables, si l’on 
mène des tangentes 9, 6', à la courbe intérieure E coupant la courbe extérieure E' 
en les iwiiits m et »i, m' et n', etc. et si l’on mène aux points m et ii des tangentes 
î et Ç, à la courbe E', ces tangentes ï et î, se coupant en un point *; et aux 
points m', n' des tangentes Ç’ et 5', à cette même courbe E', ces tangentes ÿ et î', 
se coupant en un point s'; et ainsi de suite. 

Les divers points s, s', etc. seront sur une section conique E" concentrique et 
semblable aux courbes E et E'. 

Les théorèmes précédents peuvent se démontrer |vour l’ellipse et la parabole 
sans avoir Itesoin de recourir à la théorie des infiniment petits comme nous venons 
de le faire ci-dessus. 

Et en effet : 

1* £tant donnés {fig. 218 d) deux cercles concentriques C" et C', si d'un point 
s du cercle extérieur C" on mène deux tangentes au cercle C', la courbe tangente 
à la corde de contact pq sera un cercle C concentrique aux cercles donnés 
C” et C’. 

Si donc l’on regarde les cercles concentriques C , C', C" comme les bases de 
trois cylindres de révolution 1, 1', 2,", ces cylindres seront coupés par un plan P 
suivant trois ellipses concentriques et semblables E, E', E", (^fig. 218 e) qui 
jouiront de la même propriété dont jouissent les cercles concentriques C, C', C". 

2* Si l’on a deux paraboles concentriques et semblables P' et P (fig. 218/) et 
que l’on mène une tangente au point m à la courbe P, cette tangente coupera la 
parabole extérieure P' en deux points p et q. Menant par le point m un diamètre 
commun aux paraboles P et P' et qui clés lors sera parallèle à l’axe infini Z de ces 
deux paraboles, ce diamètre coupera la parabole P' en un point n et J’on sait que 
la tangente 9 en n à la courbe P' est parallèle à la corde pq. ’ • ’ • 
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Cela posé : 

'Si l’on mène aux points p et 9 des tangentes à la parabole P', elles se couperont 
en un point s situé sur le diamètre mn prolongé. 

Or l'on sait que prenant un diamètre mn pour axe des abscisses et la tangentes 
pour axe des ordonnées, la sous-tangento m« est double de l'abscisse >rn, comme 
il sera démontré ci-aprés ( n* 344 bis). On a donc mn= tu et ce résultat aura lieu 
quel que soit le point m pris sur la parabole P. 

Or comme P et P' sont des paraboles identiques ou superposabtes, puisqu’on 
a établi pour condition, qu’elles étaient deux paraboles concentriques et sem* 
blables , il s’ensuit que si pour tout autre point m* de P ou foit les mêmes con- 
structions on aura : m'n'= nV et comme on aura ; mn =mV =3 etc.. 

Il s’ensuit que la courbe P" lieu des points 1 , «*, etc., sera une parabole con- 
centrique et semblable aux paraboles données P et P'. Donc , etc., et il se trouve 
en même temps démontré, que les trois paraboles P, P', P” sont équidistantes 
entre clics. 

342 ter. Sans avoir recours à Vamtyse on peut démontrer rigoureusement 
que toute courbe dont les diamètres sont des lignes droites, n’est autre qu'une section 
conique. 

Et en cITet : . 

1’ Étant donnée une courbe C, dout on ignore la nature géométrique, mais qui 
jouit de la propriété d’avoir pour lignes diamétrales des lignes droites, je dis 
que cette courbe a nécessairement un centre situé à distance finie ou à l’infini . 

Pour démontrer cette proposition, menons deux cordes parallèles mn , pq, leurs 
milieux seront sur une droite A et le milieu de toute corde parallèle à mnsera 
situé sur A. 

Menons deux autres cordes parallèles m'n' et p'q', leurs milieux seront sur une 
droite A' et le milieu de toute corde parallèle à m'n' sera situé sur A'. 

Les deux diamètres (/g. 218 bis) A et A' se coupent en un pointe; si par ce 
point 0 on mène une corde M parallèle à mn, oe point o en sera le milieu , et ai par ce 
pointe on mène une corde M' parallèle à n'm', ce pointe en sera aussi le milieu; or la 
corde M coupe la courbe C en deux points a et é, et la corde 11 ' coupe la courbe C 
en deux points a' et b', les cordes oa' et 66', 06' et 6a', seront donc parallèles, leurs 
milieux seront donc sur deux droites P et P* se croisant au point o, et toutes les 
cordes parall^es à aa' auront leurs milieux sur P et toutes les cordes parallèles à 
ab' auront leur milieu sur P'. 

Mais comme les quatre points a, a', 6, 6', forment un parallélogramme, il s’en- 
suit que leftoint 0 en est le centre et que les droites P et P' sont respectiveneni 
parallèles aux cétés parallèles aa', 66', et o6', a'6, par conséquent la dr<^ P coupe 
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la coarbe C en deux points • et r et le point o est le milieu de 1a corde $r, la 
droite P' coupe la courbe C en deux |)oint8«' et r*, et le point o est le milieu de la 
corda sV; les quatre points $, s', r, r* forment un parallélogramme dont le point 
P est le centre, les milieux des edtés parallèles seront donc sur deux droites R et 
R' se oonpant au point o et en leur milieu, et ainsi de suite. 

Ainsi lorsque deux diamètres A et A' se coupent, le point o de leur rencontre 
est le centre de la courbe C. 

Si les droites A et A' arbitrairement cliuisies étaient parallèles et si dés lors le 
point o était situé à l’iulini, les droites A et A' ne perceraient cliacune la courbe C 
qu’en un poiuteldès lors toutes les droites, P, P'.... et R, R', etc., seront parallèles 
entre elles cl aux droites A et A'; et en cITct lorsque deux diamètres se croisent 
en un point o, nous avons démontré que tous les diamètres passaient |iar ce 
point 0 . Si donc deux diamètres se coupent à l’infini, tous les autres diamètres 
les couperont à l'infini ou en d’autres termes leurs seront parallèles. 

3” Troii poinu et le centre déterminent une ellipie ou une hijperbole; désignons 
les trois {loints par a, 6 , c et le centre par o ; sur les droites ao, bo, co , pre- 
nons des points tels que l’on ait a'o:;=(io, b'o-=bo, c'o = co, les six points 

o, a', b, b', c, c détermineront une ellipscou une hyperbole, en effet : prenonsdans 
l'espace un |>oinl t, menons les droites sn, ta', »b, sb', k, k', et coupons la pyra- 
mide qui a pour sommet le point » et pour base l’hexagone abca'b'c', dont les côtés 
opposés sont |varallèlcs, par un plan Z , on aura un hexagone irn'^ulier a]bffl!b\d, 
dont les côtés opposés iront se couper en trois points situés en ligne droite. 

On pourra donc faire psser une section conique E et une seule ]>ar les six 
points a,è,c/i',é',c', puisqu’ils satisfont à la condition de l’hexagramme de Pascal, 
le cône A qui aura pour base la section conique E et pour sommet le point s sera 
donc coupé par le plan Z suivant une section conique El' passant par les six 
points abca'b'c’, donc, etc. 

Mais il faut admettre que tout cône ayant pour base une section conique E , 
(ce cône n’étant pas de révolution), est toujours coupé {tar un plan suivant une 
section conique, proposition que nous démontrerons un peu plus loin. 

3* Troie points et la direction de taxe in/ni déterminent une parabole; détsignons 
para, b, e, les trois points donnés et par A la droite à laquelle l’axe infini de la 
peraltole doit être parallèle , désignons |>ar X le plan sur lequel se trouvent placés 
la droite A et les trois points. Prenons un point s hors du plan X et menons par 
ce point s une droite G parallèle i A et les trois droites au, sb, se, et par la droite 
G un plan Q parallèle au plan X. Coupons les quatre droites par un plan Z, nous 
aurons les quatre |mints g, a', V, c'j ce plan Z coupera en outre le plan C* suivant 
une droite 0 passant par le point g\ les (|uatre points et la droite 0 déterniino- 
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roni une section conique ( et une seule) E passant par ces quatre points et ayant 
© pour tangente au point g ( ii“ 333 quaier) et le cOne A ( oblique et non de ré- 
volution) ayant R pour base et s pour sommet sera coupé |>ar le plan X suivant 
une parabole passant par les points a, b, c, et ayant son axe infini parallèle à la 
génératrice G (lu cène A , ainsi que nous le démontrerons plus loin ( n° 34G ). 

Ce qui précède étant posé, démontrons la proposition énoncée, savoir : qu'une 
courbe C, qui a des droites pour lignes diamétrales et un centre o, n'est autre 
qu’une section conique, ellipse ou hyperbole. 

Prenons sur la courbe C trois points <i, 6, c, unissons les points n été et par le 
point c menons une parallèle à la corde ab et coupant(la courbe C au point d. Par 
hypothèse (en tant que considérant la courbe C)les points milieux des cordes 
parallèles oé et erf et le point o sont en ligne droite. 

Mais par les trois points a,b,c ou peut faire passer une section coniipie E ayant 
le point 0 pour centre, le point d sera donc sur la courbe E , puisque les courbes 
E et C ont même centre o et même diamètre par rapport à la corde ab. Si par les 
trois points a, 6 et d on fait passer une section conique E' ayant le point o pour 
centre, elle ne sera autre que E puisque E et E' ont même centre o et trois points 
communs a, b, d. Unissant les points a et det menant par le pointé une parallèle fi la 
corde ad, cette parallèle coupera lacourbeC en un pointe, et les milieux des cordes 
adet be seront en lignedroite avec le centre o, le point e sera donc aussi un point de 
la section conique E laquelle passe dés lors i>ar les cinq points oéede de la courbe C; 
en continuant de la même manière on voit que la section conique E passera par 
tous les points de la courbe C, cette courbe C ii’cst donc autre qu’une section co- 
nique ayant un centre , elle n’est donc autre qu’une ellipse ou une hyperbole. 

Si la courbe C avait tousses diamètres parallèles entre eux, elle ne serait autre 
qu'une paraliole; et en effet, désignons par A la droite à laquelle se trouvent pa- 
rallèles tous les diamètres rectilignes de la courlic C et prenons sur C trois 
points a, b, c. 

Par ces trois points nous pourrons faire passer une parabole P ayant sou axe 
infini parallèle à A. 

Joignons les points a et é , menons par le point c une parallèle à la corde ab, la 
droite passant par le point c coupera la rourhe C au point c/, les milieux des 
cordes ab et cef, seront par hypothèse (en tant que considérant la courbe C) sur 
une droite parallèle à A, le point c' appartiendra donc en même temps à la courbe 
C et à la parabole P. 

En prenant les trois points a , é , c' et joignant ud et menant par b une paral- 
lèle bb' à ad et coupant la courbe C au point o, on aurait une parabole P' qui ne 
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s«fak autre que P, et- l’on trouvei-aii que.Ja section conicpie P a en ooinmun avec 
la^urbe C lés points a, A,-e’, et ainsi de suite. 

La parabole P passe donc par les divers points de lu courbe C, donc , etc. 

’ La proposition précédente nous servira lorsque mnis eliercherons les pro- . 
priétés dont jouissent les surfaces du second ordre. ' r 

• 

De la irmuformHion'cylinérique d'une section ivnufue en une autre 'section eonûfue. 

• 343. Soit une ellipse E {fig. 219*) comprise entre les tangentes parallèles T, T,; 
coupons eosiangen tes l>ar une droite <|Uclconque o'é'; par les divers points c. <f, 
OjÇ, g, du diamètre ab menons des parallèles à T et qui coupent a'b' aux points 
tf, d', </,«', 9 *; par tes points et sous un angle quelconque menons des droites 
parallèles entre elles sur lesquelles nous prendrons des longueurs telles qu’on ait; 



. Par tous les points <df h', faisons passer une courbe E’’, je (Hs (pie cette 
courbe est une ellipse. Eu cÉTet soitunedroile quelconque rspassantpar le centre o, 
les transformés des points r,'q,s, sont r', o', |)ointsqai sont en lignedroite; cl 
encfletjles triangles roi, soj sont égaux, donc oi = o/\^^nc. aussi o'i'=o’j',. mais 
' irz=jset ir:i'r'::js:j's', donc i’r’=j's'-, de plusViV = donc lus triangles o'i'r' 

et o'j'*' sont égaux, par consé<|ucnt r oY — s’o'f, donc enflnles droites r'o' et o's' ne 
‘ forment qu’une seule el même lignedroite, et de plus on a o'r'^so^'. 

La nièôie déinoustraiion s’applique évideinnient à tous les autres diamètres de 
l'ellipse E,‘donc le point o'divîsc en deux parties égales toutes lés cordes de E' q ni- y 
passent. Soit maintenant une drititeper/ parallèle an diamètre rs, les points p,c,(j| se 
transforment enp',!^, 7 'et je dis que ces points sont en ligne droite, car les triangles 

serablablesc«p,ci» 9 donnent cM:c»::«p;t>(j;,maj 8 c«:c«i::c'ù':c'i)'et up:vg‘’,idp'‘,v'q^ ; 

donç'cV:c't>':.uy:p'( 7 ' J d'alIleurs.lcS angles p'a'c' et c'ey sont égaux , donc les 

triangles p'u'c' et (/'p'f' sont semblables, doncpVu's^y’c'o', et dès lors pViHp'f/ sont^ 
en ligue droite. Je^lisde plus qucp'g' est pacalliile ùr'^, eu effet les triangles ori etepn 
sontscmblables et donnent oi:<.-»::jr:up> mai^oi;c«::o'i'lcV et ir:up:^i'r':a'p.'; 
doiic o^i' : c'u' : : iV : «'p' ; de |»1U8 o'i'r' = c'u'p’ ; donc les triangles o'r'i' et, c'a'p' sont 
semblables et r'o'i' z=p'c’u', et par oonVéquenf r'»' el p'q’ sont parallèles. Donc toutes 
les cordes parallèles de rdlipse E se transforment en des corties parallèles de lu 
courlie E' et les tangentes dé E se transforment aussi en des langenles de E' paral- 
lèles a'u diamètre conjugué de celui qui |)assc jiar le point de contact. 

î* ràsm. 1* 
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«e qui pn-ivViêf t>n toit de suite que l’on poiirm Ihire pns^rsur la coiirtte 
utes les propriétés île l'ellipse B', qni ne si^t pas métriqües ainsi *on 



Par ' 

E', toutes 

pourra faire passer de la courbe E sur la transfbrniéc E' toutes les propriét«;s 
de relation de position ;*ainsi ayant démontré qu’une droite I) se transforme en 
uri'odroltc IV et que deux droites A et B se coupant en un point o, se transforment 
en deux droites A* et B' secOupant en un point o* qui est le transformé du i)oint o, 
on voit'de suite que loutes les propriétés de liie\aj<rainme ’do Pascal sulisisteront 
pour la transformée K' comme ptnir la courlte primitive E. Dits lors ai l'on prend 
cinq iKiints arbitraires sur la courbe E' on (M>urrâ au moyen de,Thexagramn»e<fe 
Pascal retrouver un sixième pointopparieiiaiit à cette coiirbc E'. . ' 

Les deux courbes E et E' sont évidemment de même espi'sce et par eoiisiMtuent 
la courbe E' est une ellipse. 

U est évident que des raison nements senildablos seraient applicables si la cnirrfae* 

E était une parabole ou une hypcrliole. Donc la transformée d’une section eOnique 
est une section coiiiipie de mémo cspé<-e. ' . 

11 n'est pas nécessaire ((ue les droites ua' et bh' soient tangentes «r l'ellipse E, 
oYtjiculles mener sous telle inclInaLson <juc Hon voudra, pourui (|u'clles soient 
parallêlescnire elles [fg. 220). Si l’on prend une corde ijuele'oniiue zg conjuguée 
du diamètre ah et le coupant on un |K>iiit x, si l'on mène xx' |)arallèlc à aa' ut 
coupant la droite (|U(’lconquc o'é'eo x' et menant par x' lé droite i/':' sous tel angle, 
que l’on voudra et prenant £tj' ’.xg’.'.ddxnc '.'. si i>ar tous les points n', g', 

e', b', tf, ou fait passer une courbe* E', un démontrera encore , oomine^ 

prccédeininenl, qucceltu courbe E' est aine ellipse , et; si su lieu de I’clli|)se Ç on 
premiit une parabole ou une hyperbole, on trouverait aussi que la courbe B’ est' _ 
une panibole ou une hyperbole. ' ' ' 

Keiuarquoiis que rien dans la démonstration ne suppose que les droites de 
iransbirmation soient dons le plan de la courbe Ev il sutllt <|UC'1a conrlx? E'’'soh 
plane et que les dréitcs'de transformation soient jtarailéles entre elles,- on jieut 
donc çonslruirc lu transformée E’ partout où l'un, voudra dans l'e.siace. 

344 . Ce (|ui précède permet de dfunonlrer le théorému suivant relatif it la 
• parabole. 

Étant donnée une paraliole P (/g. 220n}-ayant pour sommet le points et pour 
axé infini la droite Z , $i de cttaqüe point ni de la parabole P on abaisse une 
perjiendicnlaire mp sur 7,-, si en chaque point m on mène une tangente T è la ■ 
parabole P oteoupanl l’axe Z au fioiiil r,sii6nsuiteon mène pnr chaque point p- 
des droites parallèles entre elles et faisant avec mp un angle arbitraire «, cl si' 

sur CCS droites oh'p'rcnd des [M>inis m, tels que l’on ait ~donslaiitc= K, loua 
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le» points ni» (louuuioiU une parabole passant par le |K>iiiL « ^miuct de lÿ 
parabole P et la tangente T en rn ü P sera transfuriiiée en une tangente T, eu m, à 
P, et T, eouperu l'axe ’L au point ren lo<]uol hi tangente T lecoupaiù 

Ét la tangente 9 au sommet a de la parabole P, laquelle tangente étstlf parallèle 
à mp j sertUransfurmée^en une droite 6' parallèle ii pm, et tangente eors & la pa- 
rabole P,; or pour la'paralwle P, on a dèinoiMrê (n* 324) que l’on avah pr=2. pt, 
4a même chose aura lieu pour la |>araliole P,, ci^ vertu du mode du liansfornia- 
tion njlindritfme, on peut doiiff énoncer ce qui suit ; 

f tant donnéc.une pOrabolC P, et un de ses diamètres Z la coupant au point », 
ayant construit .poür le pdint x la tangente g., si l’on prend un point m, sur cette 
courbe P, cl que l'on mène l'ortlonnéc pm. parallèle à -9. (la droite Z étant l’axe 
des abscisses ) 4 si c*nsuilc on mène en m.'la tangente T, à la courbe P, cl coupant 
râxe Z des abscisses au,'poinf r; on aura'-: pr = 2.p»; ce que l’on exprimera de 
la manlère'suivaole : * 

La &uus-tangcnte pr est dotrbfo de l'abscisse p». . • ' 

Ainsi se trouvé dcntonlrc par la méthode des projeciions, Je théorème <iue la 
sous-tangente est double de J’abscissc (tour la parabole, que- celle courbe soit 
rapporlèeà descoordonnèesroctangulaircs ou obliques, l!axe des abscisses dans le 
prertiier cas étant l'axe iiifiHi , ct dans le second ca^un diaiiiètre de la courbe , . et 
l’axe des ordonnées étant la tangente conjuguée de l’axe iulini dans le premier 
et là tangente conjuguée du diamètre dans le second cas. 

344 bis. Comme cas particulier ou peut supposer les dpites aa'.,. xic 

Iterpendiculatrcs au plan <le là coiirbo ayant d’ailleurs telle incliuaison que 
l'on voudra sur ce plan; on peut aussi diriger las droites s'ÿ', c'd'. sous telle 
jnclii^ison que l'on voudra, mais ilo manière que les droites ÿy',a', ec'..... soient 
encore perjreniliculaires au plan de E, l’on obliendr» de même une ellipse K', 
mais alors l’olKpse E sera la |>Tüjccuou orthogonale de l’eUipse E'. Si la courbe 
IJ, au lieu d'être une ellipse, était uno parabole ou une hyperbolu, la courbe 
transformée E' serait aussi une |iarabole ou une hyperbole. Donc la . projection 
orthogonale (sur un Jilan) d’une section ooni<|UC est une section conique de même 
espèce^ . ^ • 

Les droites aa’, xxf, ÿÿ* peuvent cesser d'être perpendiculaires au plan 

de la oourbe E, mais tester toujours parallèles entre elles, la courbe E sera 
alors une projection cylindrique, oblique de E'. Donc toute projection cylin- 
drique (sur un phm) d'une section conique est une seetiun conique du mène 
genre. . “ 

345. Il résilUe eneore de là quuii cylindril à base secûou coniqsie est.-toujours 
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coupé par un' plan, iuivnnt'ntré nectiôn coniifué du mime' genre que' la 

345 bis. Concevons sur le plan horizontal {Jig. 220 6i«)'ùnc ellipse KdMW^ 
grand axe soit perpendiculaire à la ligne de lérre LT. Regardons celte courir E 
comme la Section droite d’un C 3 riindrc vertical 2 et coupons ce cylindre 2 par an 
plan P perpendiculaire au plan vertical de projection, apnt soin de prendre 
pour trace H' le grand axe de l’ellipse 'Wi 

D’après ce qui précède, le plan quelle que soit son inclinaison Sur Te plan hôri-' 
zonial, coupera le. cylindre 2 suivant une' ellipse E’ qui sa projettera sur le pian 
horizpntal en la courbe E. Parmi tous les systèmes dcdia'raètros conjugués de 
il en existera un et un seul dans lequel les diamètres conjugués seront rectan^- 
laircs entre eux et seront dès lors les axes de l’ellipse de section E'; or il est évi- 



(*) -Deeequi précède od peut conclore c« qui suit : „ 

1* Si Ton a un cercle C, s{ Ton trace un diamètre B do ce cercla,^ ai de chaque point m ce cqrcleon 
abaisse une perpendicnlaire >'’aur lo diamètre B et le coupant en nn point p, et ai Fon prepd sur la 
druito un point ffij tel qne Ton ait : * ^ * 




pm. 



Xons les pointa m, ainsi obtenus déterminerontune coutbe E qtii aéra niie cHipaè. 

L^llipae E aura non grand aac égal au diametro B du cercle C, ai K est < t ÿ et ai an coutraire K 
eaC > 1, le diamètre U Mra le grand axe de oetteellipae E. . 

2* Si l*on a doux cercles C et C' situëa sur un mènm plan, ou dans des plana peralUlea, ou dans dea 
plana se coupant snivant une droite D| ai Von mène dans chaque cercle nn diamètre perpendiculaire è 
la droite D et ainsi un diamètre B pour jle cercle G et le diamètre B' polir le cercle C'. 

Les ellipaes E et E'^ iransformëea ^.Undriquea ( par dos droties parallèles à D) déa oerclet C- et C'y 
•êront semblableè. 

^3» Si Puu a un cercle C tracé dans un plan M et un plan P conpant 1a ^an M atuTant nne droite T, ai 
de chaque point m^du jeerclc C on abaiaie sur le plan P unç perpendiculaire n et le perçant en un 
point p. . • 

X. — n- ~ 

Si sur 1a droite N on prend un point n%, tel que Ton aK — « K , le iüu de tous le» pointa m, aéra 

* P***4 

une ellipse E dont le plan M, paaaçra par la droite T* v , 

En vertu de ce qui rient d être éadhcé , on peut tranaToçmer facilenxeot le tore régulier drcuklire 
(n* 328 dect . page 1 QO) en un tore régulier rllip/if elles trois tores irréguliers circulaires (n* 328 dêeit 
1*% 2*, 3* cas) en trois noureanx tores irréguliers filiptiçues. 

Et en eflei : • ' 

En nmia rappelant le mode de génération des tores ciixulaires et en conservant la pidine notetMm 
(n” 328 déct.}, l'un voit : l*quc les cercles situés dans les plaus paauntpar l'axe Y aetranafonneront eA . 
des ellipses dont les plans passeront tous par ce m^e axe T , le plan de chaque ellipse étant différent 
du plan du cercle dont elle est la transformée cylindrique. 

Et?* que les cercles sitaésdans lesdivers plans. qui sa ooupasat snivurtla dioite D se tran sftjn a aro qt 
en des ellipses toutes semblables entre elles et chacune d’elles étant sitnée dans le plan du cercle dobt 
elle est la transformée cylindrique. Mais il ne . faut pu oublier que les droileade transformation sont 
tontes perpendiculaires au plan mené par Taxe Y perpendiculairement k là droito P. 
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.dent que si l’on fait passer deux plans verticaux el respectivement par les aies 
dp J'cilipse E, ces deux plans Q et Q' couperont le plan P (quelle que soit l'incli- 
naisou de ce plan P) suivant deux droites A et A' qui seront rectangulaires entre 
elles. 

Or si par les extrémités des axes de l'ellipse E, on fait passer des génératrices 
droites du cylindre 1 et que l'on mène les quatre plans tangents au cylindre Z 
passant respectivement |)ar ces quatre génératrices, ces plans tangents couperont 
le plan horizontal suivant quatre droites formant un rectangle circonscrit à Fellipse - 
Eetdont les côtés seront tangents en les sommets de cette ellipse E ; et de même '' ' 
ces plans tangentseouperont le plah P suivant un rectangle circonscrit à l'ellipse E' 
eidoiit les côtés seront deuxé deux parallèles aux droites A cl A', et ce rectangle 
aura ses côtés tangents à l’ellipse E' en les quatre sommets de celte courbe E'. 

Cela posé, on peut demander si le plan P ne peut pas avoir sur le plan hori- 
zontal une inclinaison «.telle que la section E' soit un cerclev 

Pour que E’ soit un cercle il faut (|uc ses deux axes soient égaux en longueur. 

__Or, en désignant par a et 6 les demi-axes de l'ellipse E (a étant le demi grand 
axe) et par a, et ô, les demi-axes de rclli|>sc Ef {a, étant le demi grand axe) et 
par « l'angle que le plan P fait avea le plan horizontal^ on a : 

* *• '' - ' . 

a=a, et b-=b,co»*. ,< 



Pour que l’ellipse- E' soil un cercle il faudra que l'on ail 
"on devra avoir : 

b 



ia^=a et dès lors 






I.’anglc « pourra donc être construit de la manière suivante. . ' - 

Faisant passer un plan vertical M par le petit axe a'dc l'ellipse E, ce plan courra 
le cylindre .Z suivant deux génératrice^ droites G et G'; si du centre o de l’ellipse 
E et avec un rayon égal à a (ou au demi grand axe de la courbe E) on décrit 
dans le plan M un cercle â, ce cercle çoujjcra la droite G eu deux |>oiuls x ot 
également distants du plan horizontal et l’angle que la droite xo ou x'o fera avec 
le. plan horizontal sera l’angle x demandé. . 

Ceoi démontre qu’un cylindre qui a . pour section droite une ellipse , peut être 
coupé suivant un cercle de deux manières dilTérentes par un plan. Ges sections 
sont dites te$ teclions cirruJtiiret. du cylindre elliptique. • ' 

Ayant déterminé fanglc « que doit faire lè plan P avec le plan horizotNal pour 
que ce plan P puisse couper le cylindre elliptique Z suivant un cercle, on peut 
faire tourner ce plan Pauioiir «le IP cônime cliarnière |K>ur le rabattre sur leplan 
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lio^'izünipl; alon le cercte de secliun E' se rubaura en üo corde Jv, tracé sur le 
grand axe de l'ellipse E comme Tlianmirc, 01 Ton pourra construire la tangente ' 
on un point m de l'ellipse E en regardant c*tte ellipse comme la projection hori- 
zontale du cercle E' rabattu en le cercle £,. 

Et le? constructions seront identiquement les mûmes que celles V|ue nous 
avons cflecluécs lorsque nous avons ^-onsidéré un cercle C comme la projection 
d’une ellipse E, le petit axe de ccUeelJipse étant un diamètre du cercle C, car il 
suffit do remplacer le cercle G section droite du cylindre de révolution par l’el- 
lipse E section droite du cylindre oblique et rdlipse C' section du cylindre de 
révolution par le plan P par le cerele Ë'.seeiiondu'cylindre.oblique par le plan P. 

Un pourra donc par cette nouvello considération ( du cercle tracé sur le grand 
axe d’une ellipse comme diamètre), résoudre les problêm'es suivants. 

1* En tiii |M)int m d'une ellipse Econstroire la tangente (Jig. 'iiO ter). ' ' ■ 

‘i" Par un point p pris hors d'une ellipse E construire les deux tangentes à 
l’ellipse (yiÿ. 226 r/iOTl,). I ^ . 

V Construire une tangente à une eiri|>su E parallèle à une droite doiiUée'T) 

( pu faisant un angle a avee une droite donnée) (yijr. 22Ui/w]ii. ). 

315 1 er. Soit donnée une ellipse E spr. le plan horizoïitai, désignons le demi 
|)etit axe ut par ù cl le demi grand axe ok par n '; prenons deux, lignes do terre 
l'uneLT parallèle au grand axe, ell'aulrc LT' jtarallèlc au petit axe dej’cilipse E.i 
Décrivons sur le petit axe comme diamètre un cercle C et sur le grand axe 
aussi comme diamètre un cercle C'; ' 

Cela |K)sé, , ■ " 

Cuusidérons le cercle C comme la section droite d’un cylindre vertical do révo- 
lution 2i.et l’ellipse E comme le rabuUcmeiitr sur le plan horizontal do l'ellipse 
de section (arte dans le cylindre 2 par un' plan P possant par leqteüt axe 2éde . 
l'cilipsc E'. . -T •' 

Considérons l’cIlipsc £ comme la section droite -d'un cylindre vertical cl non 
de révolution 2* et le cereje C', comme le rabattement sur le plan horizontal dit' 
cercle de section faite dans le cylindre 2' par. un plan R (tassaDl parle grand ax«- 
2a de l’ellipse E. • • • < 

Cela posé, 

Je dfs que les plans P et R font avec le plan horizontal des angles égaux; cl 
en eirui'. • ^ 

■ K- . •. ■ ■ ' ; ’ 

iH>ur \f. plan on aura|cos « et pour le plan R on aurj : 

* 



tôt* ~ 



donca = s’. 
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Prenons un point m* sur l’ellipse de section située dans le plan P, m* sera 
sur le cercle C et m' sur V'. 

Du point m‘ abaissons deux perpendiculoires l'une w* ^ur le demi grand'Ue 
ok et l’autre mV sur le demi petit axe de l’ellipse E , on aura : ^ 






ou C 09 « ^ : 



o»m* 



,5^ 

' r» 



' Itahattanl le plan P sur Iç plan horizonU'd, le point ni viendra se placer en m' 
sur l’ollipse E et les trois points ni* et w' seront en ligne droite. 

Abaissons du point m, une jierpendiculnire m'q sur le demi grand axeoi de 
l’ellipse B, on aura wj— o’ih", donc on peut écrire : * , ' . ‘ . 



T' 



4J 



r •* cos ' 

• Con6idéix)ns qiaiatenaut le point m' <lc l'ellipse E comme la projection horlzon- 
talcN* d'un point n situésurieceriJcdc section du plân-Helducylindre oblique i?- 
Le point n après le rabattement du plan H' sur le plan horizontal viendra en n' 
sur le cercle C sectien'circuUiro (rabattue) du cylindre 2' et les trws points q, 
/ (ou in' ), et a' bcroiH en ligue droite. ‘ i. 

Uron'a: .. . V. ^ .. 






"1 

cos «= — ^ 



Et comme 

j£i que o*'n*'s= Ml}, on pourra écriru: 



. ' J ■ 

1 









On*a doue la proportion': 



..•'4 



■'.l .1, wl- VV 

. • ' . ' «A - -isil 

' ffss V# ■ff-t jfÂ»?- 

« / .*? A t:(R>'Kâô xijt 

.-U.- ■ 

' M «V 

^ . V !-■ 

y* , 

V. Parcotiséquenl les trois'points o, m‘et «'sont en ligne droite- Delà on déduit 
une construction simple Otj>ar d.'unc etli|M>e dont On çonnait les axes et qui 
est ta suivante : - . • 

Étant donné le centre o de l’ellipse et ses deux dcrai>axesei et'ol-, ayant tracé ^ 
* les deux cercles concentriques C et G' sur cbacun des axercomme diainélrc', on 



or 
' oq 



Il • V 



,• -Ù •« « - -?f 



4 



H 
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mènera un rayèn quelconque par le centre o, ce rayon coupera le cercle C âu 
point H et le cercle C' au point «V 

-Du point » on inètiera une perpendiculaire iip au petit axe, du peint n' on 
mènera, une iierpendiculairc n'q au grand axe de l'ellipse E à tracer , ces deux 
perpendiculairee se couperont en un poitil ni qui appartiendra à l'ellipso E. ' 

Si l’on mène en n et «' les tangentes aux cercles C et C' on aura deux droites 
parallèles entre elles comme étant perpendiculaires au môme rayon onn'. La 
tangente au cercle C coupera le petit axe (prolongé) de l’ellipse E au point »; 
la tangente au cercle C' coupera le grand axe (prolongé) de l’ellipse E au point' s' 
et la droite ss' sera tangente au point m à l'ellipse E._ . • 

3A5 quater. Si l’on a une série d’ellipses E,’E’, E", etc. (Jig. 220 a), ayant ùh 
diamètre commun qr et leurs diamètres conjugués' de qr, situés sur une même 
droite A , ces ellipses auront évidemment même centre o j de plus elles auront en 
les points -q et r mêmes tangentes. Cela posé : si l’on mène une droite B paral- 
lèle à la droite A , et coupant les courbes on les points m, m', m", etc. , et si l’on 
mène en chacun de ses points une tangente à obacuiie des ellipses, je dis quç 
toutes CCS tangentes iront se couper en un seul et même point p situé sur le dia- 
mètre commun qr prolongé. ' » 

Bt en effet î . 

Nous pouvons concevoir l’ellipse E comme la base sûr lo plan horizontal d’un 
cylindre oblique et elliptique 2 dont les génératrices droites se projélleront horÎT 
zontalemenl suivant des droites parallèles à A; la droite B pourra doqc être con- 
sidérée comme'étant la projection G* do in généralrico-G passant pur le point m 
de la base E. _ . 

. Cliacufi des points m', m", etc., pourra être considéré coniipe la projection 
horizonUle des points x', etc., en lequel la droite G est coupée respcctivc- 
hient par des plans sécantsX, X', X'^, etc., ayant pour trace horizontale com- 
nnune le diamètre qr. ■ 

Or tous ces plans X, X', X", etc., coupent-le cylindre obfiquc suivant des 
ellipses J*, 3", 3"', etc., qui se projetteront sur le. plan horizontal suivant des, el- 
lipses K', E", E"', etc., et la taogenie S au point m de la.base E du "cylindre X 
peut être considérée, comme la trace H' du plan T tangçnt à 2 tout le long de la 
droite G. ,. . 

" Dès lors les langeâtes S', B", ff", etc-, aux points m', ;h", m"', etc., des ellipses 
E', E", £"',.etc., peuyeul être rt^ardèes comme lès projections horizontales des 
tangentes auxpoiats x'", etc., des ellipses de l'espace 3', 3", 3"^ etc., donc 
eUea dwnQuliteeoitpor au point p.. . , 

, Si 4’oa-Mait «me série «le patraboles P, P', P'', ayant iiîèùe ÜRanètre qr* 
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• {fig. 220 b) et au point q une tangente commune G*, la même propriété subsiste- 
rait : il suffit de regarder l’une des paraboles P ( par exemple ) comme la base 
d’un cylindre oblique et parabolique 2 dont les génératrices droites seront pro- 
jetées borizontalement suivant des parallèles à la tangente commune G\ et de 
regarder le diamètre commun qr comme la trace horizontale commune d'une série 
de plans sécants X, X', X", etc., coupant le cylindre ^suivant des i>arabo|es 
J"', etc., projetées borizontalement en les paraboles données P', P", P'", etc. 

Si l’on avait une série d’hyperboles ayant un diamètre' réel en commun, la 
mémo propriété subsisterait > mais dans ce cas on aurait à considérer un cy- 
lindre oblique et hyperbolique. 

Si (ligure 220 a) on mène une droite «z coupant l'ellipse E en lespointso; et y et 
que par chacun do ces points on mène des droites parallèles à la droite A coupant 
les ellipses E', E", etc., en les points .r', g', etx", y", etc. , il est évident que les 
cordes x'y et x"y", etc. , prolongées iront toutes passer par le |)oint s en lequel 
le diamètre commun qr est coupé flar la droite ix. Et en effet : on pourra consi- 
dérer.la droite &z comme la trace H* d’un plan sécant R coupant le cylindre 
suivant deux génératrices droites ayant leurs traces horizontales respectivement 
en les points x et y, etc. 

La même chose aura lieu pour une série d'hyperboles ayant un diamètre réel 
commun ; la même chose aura lieu pour une série de paraboles ayant un dia- 
mètre commun (fig. 220 b). 

345 quint. Concevons nne ellipse E tracée sur le plan horizontal et deux tan- 
gentes T et T' à cette ellipse , ces tangentes étant parallèles entre elles. • 

En un point m de E menons à cette courbe une tangente R. 

Cela fait : concevons la courbe E comme la base ou la trace horizontale d’un 
cylindre Z ayant scs génératrices droites G projetées horizontalement suivant des 
parallèles aux tangentes T et T'; il est évident dès lors que ces droites T et T' 
pourront être considérées comme les traces il* et II*' de deux plans verticaux 6 et 
9' tangents au cylindre Z. 

Par la droite R faisons passer ube série de plans X', X", X'",etc., lesquels cou- 
peront le cylindre Z suivant des ellipses E', E", E'", etc., qui évidemment se 
projetteront sur le plan horizontal en des ellipses E'*, E”*, E"’*, etc., qui passe- 
ront toutes par le point m et auront en ce point m la droite R pour tangente 
commune et de plus ces ellipses seront tangentes aux droites T et T'. 

Cela posé , il est évident par tout ce qui précède que : 

l' Si l’on mène une droite Y parallèle aux droites T et T' et coupant les courbes 
E'‘, E"*, E'"*, etc., en les points : «*, tf, et e", et etc. , les tangentes à 

la courbe E'‘ en les points e' et e'„ les tangentes à la courbe E"* en les points 
î* n«ni. 17 



I 
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e" L‘l c", , et ainsi de suite, iront toutes concourir en un point p situe sgr la . 
droite R. 

2’ Si l’on mène deux droites Y et Y, parallèles aux droites T et T', et coupant 
les ellipses E'*, E"*, E"'*, etc., en des points situés respectivement, savoir : 
y', x' et ÿ,', x' sur la courbe E'*, 

• y", x" et y,", x”, sur la courbe E"*^ 

y”', x" et y!", x.'" sur la courbe E"'*, ’ 

etc. etc. etc. 

les cordes y y,', a^x.'ei y"y,", x"x," et y"'y,''', x"'x'", etc., prolongées, iront se cou- 
per en un même point q situe sur la corde R. 

La même chose aura lieu pour une série de paraboles et aussi pour une série 
d'hy|)erboles. 

345 «ex. Concevons une ellipse E, deux tangentes à cette ellipse et parallèles entre, 
elles , savoir : T et T’ et une droite R coupant l’ellipse E en deux points r et r', de 
telle sorte que la droite rr' se trouve être une corde de la courbe E. 

D’après ce qui précède, il est évident que si l’on a une suite d'ellipses E'\ 
E"*, E'"*, etc., tangentes aux droites T et T' et passant toutes par les points r et r’i 
I* Si l’on mène une droite Y parallèle aux droites T et T', et coupant ; 

E'* en les points e et e/, 

E"* — e" et e,", 

E'"* — e'" et 

ù 

etc. — etc. 

les tangentes en les points e, e,', e", e,", etc., iront toutes concourir en un même 
point P situé sur la droite R; 

2* Que si l'on mène deux droites Y et Y, , parallèles entre elles et aux droites T 
et T', ces droites coupnt, savoir : 

Y- la courbe E'* en les points y' et x', 

Y, — — y,' et X,', 

Y la courbe E'** en les points y" et x-', 

Y. — — ÿ,"et X,", 

etc. — — etc. 

les cordes \/y,', y"y,", etc., et les cordes x'x,', x“x,'', etc., prolongées, iront 
concourir en un même point q situé sur la droite R , ou , en d’autres termes, sur 
la corde rr prolongée et commune è toutes les ellipses E, E'*, E"‘, etc. 

La même chose aura lieu pour une série de paraboles, et aussi pour une série 
d’hyperboles; mais lorsqu’on aura une série d’hyperboles, il faudra que les 
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points r et r' soient ; 1* tous deux situés sur une même branche de chacune des 
hyperboles; ou 2" situés, l’un r sur une branche ctl'aulre r' sur l’autre branche, 
et cela pour toutes les hyperboles. 

345 tepi. Les propriétés que nous venons de démontrer exister pour une série 
d'ellipses ,*ou une série de paraboles , ou une série d’hyperboles ( n“ 345 quater, 
quint, etse^c.) existent encore pour d’autres courbes entre lesquelles subsiste 
une condition particulière et qui est la suivante : 

Concevons une courbe plane C arbitraire et une droite X située dans le plnn^ 
de la courite C et dans une direction arbitraire par rapport h cette cohrbe C. 

Concevons une seconde droite Y dans le plan de la courbe C et coupant lu 
droite X sous un angle arbitraire a. 

De chacun des points m de la courbe C, menons une parallèle è la droite Y et 
coupant X en un point p , prenons sur la droite X un point o arbitraire ; désignons 
pm par q et op par x , nous connaîtrons les diverses abscisses x et les diverses 
ordonnées ^ de la courbe C. 

Cela posé : 

Considérons deux points quelconques m et m' de la courbe C, nous connaîtrons 
les coordonnées x et i/ du point ni , x' et y' du point m'. Unissons les deux points 
m et m' par une droite L , elle ira couper la droite X en un point /. 

Cela [losé : 

Prenons sur y ou mp un point m, tel que f 

Prenons sur ÿ' ou m'p un point m,' tel que -4^ = 4 

I IN *"P 

La corde m.m', prolongée ira couper la droite X au même point /; de là on peut 
conclure ce qui suit : 

Étant donnée une courbcarbitraircC, si l*on construit une courbe C, telle que 
pour les mêmes abscisses comptées sur la droite X et à partir de la même origine o, 
les ordonnées correspondantes des courbes C et C, sontdans un rapport constant, 
les cordes mm' de C et m.m,' de C, passant per des points ayant mêmes abscisses 
iront concourir en un même point situé sur la droite X. « 

Et il est évident que cette propriété subsistant, quelle que soit la différence 
qui existe entre les abscisses x et x' des points m, m, et m', m,' des courbes C 
et C„ elle subsistera encore lorsque les points m et m' seront successifs et ûiGni- 
meni voisins, et que par suite les points m, et m,^ seront aussi successifs et 
infiniment voisina. 

Si l’on a donc deux courbes C etX, telles que leurs ordonnées sont dans un 
rapport constant, pour deux points m de C elm, de C, ayant même abscisse x. 
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les langcjites incDées en ces points ni et m, à ces deux courbes C et C, iront 
concourir en un même point situé sur l'axe X des abscisses. 

345 ociavo. Nous savons que lorsque l’on a doux sections coniifues de même 
espèce Eet E' et ainsi deux ellipses ou deux paraboles ou deux hyperboles qui ont 
même axe aa’ {fig. 220 c), et dès lors en leurssommets a et a mêmes tangentes 6 
et 6' pour une même abscisse ay, les ordonnées gy et gy' sont dans un raïqiort 
constant, etquesi d'un point s arbitrairement pris sur l'axe commun aa' prolongé 
01)11 mène des tangentes sk, $l aux courbes E et E', les points de contact k et / sont 
sur une |>erpcndiculaire à la droite an'$. 

il est évident que la droite kl prolongée (que nous désignerons |>ar Y) est la 
polaire commune aux deux courbes E et E', Icpd/e étant le points. 

Cela |X)sé : si par le point x, en lequel se coupent les droites Y et aa’, un mène 
une droite quelconque xq coupnt la courlic intérieure E en les jioints q et m, 
et si l'un mène la droite qs coupant E en p et la droite ms coupant E en n, le 
i|uadrilatère pqmn ne sera autre qu'un trapèze régulier dont les cdlés pm et qn 
seront parallèles et coupés par la droite aa' en leurs milieux v et h. 

On peut toujours circonscrire un cercle C à un trapèze régulier. 

Construisons ce cercle C coupant la droite Y aux points l et t^. 

Je dis i{uo les droites s/ et $1' seront tangentes en l et en /' au cercle C. 

Et en olfct : le point s sera le pôle et la droite Y la polaire |)ar rapport au cercle 
(i , en vertu de la propriété des quadrilatères inscrits à une section conique. 

D'après ce (|ui vient d'être dit, on voit qu'il sera donc toujours |>os.sil)lc de 
construire une section conique E' (de même genre que E) ayant même axea<i' que 
E cl tangente en / et f au cercle C. 

Nous ferons usage de cette propriété, lorsque (chapitre XII) nous chercherons 
les union» circulaire» des surfaces du second ordre. 

la union plane du cône oblique e»l une section conique, 

346. Un cène, non de révolution, à base section conique est toujours coupé par 
un plan de direction arbitraire suivant une section conique. En effet, soit s le 
sommet d’une surface conique (y!q. 221 ) ayant pour base l'ellipse E, et soit un 
plan sécant P; on peut toujours choisir le plan vertical de projection perpehdi- ■ 
culaireau plan P. Cela posé, menons à l'elli|>sc E deux tangentes perpendicu- 
laires è LT et construisons nue transformée E' de l’ellipse E de manière qu'elle 
ait son grand axe a'b' parallèle à LT; par le point t, abaissons une fierpendicu- 
laire au plan vertical de projection et coupant le plan vertical élevé sur a'6' en 
unqraiut », et considérons le cène ayant son sommet en »'et pour base l'ellipse 
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B'; ce cùne est coupé par le plan P suivant une courbe C', qui so déduit de la 
courbe C , intersection du cône (f^ E ) par lo même plan P, de la même manière 
que E' se déduit de E, car les deux surfaces coniques sontcomprises entredeux plans 
tangents communs perpendiculaires auplan vertical de projection, donc les courbes 
C et C sont comprises entre deux tangentes perpendiculaires à ce plan ; de plus, 
tout plan mené par la droite ss’ coupe le plan P et le plan horizontal suivant des 
parallèles à cette droite, et les cordes des courbes C et C' sont proportionnelles 
aux cordes des ellipses E et E', mais toutes les cordes de ces ellipses situées sur 
des mêmes droites perpendiculaires à LT sont dans un rapport constant ; donc 
aussi les cordes correspondantes des courbes C et C' sont dans un rapport 
constant. 

En outre , construisons l'hyperbole (K, K') focale de l'ellipse E'; par le point 
menons une parallèle à la ligne de terre et coupant cette focale on s" et considé- 
rons le oéne de révolution ayant pour sommet ce point s" et pour base l'ellipse E'; 
prenons deux points quelconques in', >n,' de la base commune E', et conduisons 
les génératrices G' et G,', G” et G," des deux surfaces coniques et aboutissant en 
ces points m et m,', les premières sont coupées par le plan P aux points x et 
x,\ appartenant à la courbe G'; par ces points, menons des parallèles è LT ou à 
St" jusqu'à la rencontre de G'' et G," aux points x" et x,"-, les projections verti- 
cales x"* et a;,"’, sont sur une ligne droite passant par p (n* 105), on peut donc 
considérer cette droite comme la trace verticale d'un plan P' perpendiculaire au 
plan vertical de projection, et coupant le cène de révolution (*", E') suivant une 
courbe C" déterminée par des points tels que et x,". Cette courbe C" se déduit 
de C' par le procédé général de transformation indiqué ci-dessus et dit iratujor- 
maiion cÿlindrit/ue,elle en est la transformée, ou réciproquement C' est la transfor- 
mée de C'', mais C"~est une section conique (*)> C' est aussi une section 
conique. Eiitin C' est la transformée de C , ou réciproquement C est la transformée 
de Ç', donc C est une section conique; les trois sections coniques C, C', C" sont 
de même espèce; mais C" peut être une ellipse, une parabole, ou une hyperbole 
suivant la direction du p]an sécant P', donc aussi C peut être une ellipse , une pa- 
rabole ou une hyperbole. Si maintenant on conçoit dans un cdneà base ellipti- 
(|ue une section parabolique et une section hyperbolique, il est évident que l'on 
(tourra piendre l'une quelconque de ces trois courbes pour base'et les autres pour 
des sections planes ; donc en général lessections planes d'un cône à base section 
conique sont des sections coniques qui peuvent être de l'une des trois espèces, 
ellipte, parabole , hyperbole , quelle que soit la nature de la base. 



(•> Puisqu'elte m( ta aection d’un cdne de rérolulion par un plan. 
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' Il résulte de là que la projection conique d'une section conique quelconque est 
encore une section conique , mais elle iv’est plus nécessairemetil de même espèce que 
la section conique projetée. 

346 éis. Concevons un cône oblique 2 ayant pour trace horizontale ou base sur 
le plan liorizontal une[section conique E, et pour sommet un point sde l’espace, et 
concevons que le point s soit tel que sa projection soit en dehors de la courbe E , 
de sorte que l’on puisse de ce point s* mener deux tangentes 9 et 9' è la courbe E, 
les points de contact étant désignés par q et r. 

Par la droite qr, faisons passer une suite de plans X', X", X'", etc., chacun de 
ces plans coupera le cône 2 suivant une section conique y, 3", 3"’, etc., qui sé 
projettera horizontalement suivantune section E', E", E'", etc. , de même nature, 
c’est-à-dire que si 3'est une ellipse, E'scra une ellipse; si 3’’estqne parabole, E’’. 
sera une parabole ; si 3"' est une hyperbole , E'" sera une hyperbole. 

Or, il est évident que’toutes les projections E', E", E"’, etc. , passeront par les 
point q et r, et auront en ces points ]>our tangentes communes les droites 9 et 9', 
car ces droites 9 et 9' peuvent ôtre considérées comme les traces horizontales de 
deux plans verticaux T et T' tangents au cônc2, le premier suivant la génératrice 
droite « 7 , et le second suivant la génératrice «r. 

Cela posé; 

Si l’on mène par le sommet s un plan sécant et vertical Y, coupant le cône 2 
suivant une génératrice G ayant pour trace horizontale le point m de la base E du 
cône 2 et pour projection G* la droite «'m (/iq. 221 bis) , cette droite G sera coupée 
par les plans X', X", X"', etc., endos points qui se projetteront en les points m', 
m", in'", etc., en lesquels les sections coniques E', E", E'", etc., sont coupées par 
la droites t^m. Et dés lors, il est évident que les tangentes mp, m’p,m"p, etc., me- 
nées aux points m, m', m", etc., des courbes E, E', E", etc., iront se couper en un 
point P situé sur la droite qr prolongée, car ces tangentes ne seront autres que 
les projections horizontales des intersections des plans X', X", X"', etc. , avec le 
plan tangent mené au cône 2 par la génératrice G. 

D’après ce qui précédé, il est évident que si l’on mène une droite arbitraire 
coupant la courbe E aux points a; et y et la droite qr prolongée au point l, et si l’on 
mène les droites et ï*y coupant les courbes E', E", E"', etc., aux points x', 
x", etc., et ÿ", etc., les droitesa^y', x"y", etc., étant prolongées passeront toutes 
par le point l. 

346 fer. Concevons une section conique E (ellipse, parabole ou hyperbole) 
deux tangentes T et ’T à cette courbe, ces deux tangentes se coupant en un point 
«*, et touchant la courbe E la première T au point t et la seconde T' au point f'. 

Menons une droite R arbitraire et tangente à E en un point m. 
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Cela posé : ‘ 

Concevons une série de sections copiques E'*, E"*, E'"*, etc., tangente k K au 
point m et ayant |K>ur tangentes les droites T. et T'. Je dis que si l'on mène par le 
point une droite K coupant les courbes E , E'*, E"*, etc., en les points e, e, et 
et e''„ etc. , les tangentes à E en les points « et e, ‘ 



E'* 


— 


e et e' 


E"* 


— 


e" et e" 


etc.. 




etc. 



iront toutes concourir en un même point p situé sur la droite R qui est une 
tangente commune et en le point commun m aux diverses sections coniques E, 

E*‘, Ë"\ E"'\etc. ( qui pourront être indislinctementdes ellipses, dcsparaboles, 
et des hyperboles). 

Et en effet : 

La courbe E pourra être considérée comme la base ou trace horizontale d'un 
cène 1 ayant pour sommet dans l’espace un point $ ayant s* pour projection ho- 
rizontale ; les tangentes T et T' pourront être considérées comme les traces H’’ et . 

Il**' de deux plans verticaux 6 et 0' tangents au cène 1 suivant les génératrices \ 

droites st et $i'; la droite R i>ourra être considérée comme la trace horizontale 

H*', etc., d’unesérie de plans X', X", X"', etc., coupant le cône 2 respec- 

liveroenl suivant des sections coniques E', E", E'", etc., ayant pour projection 

horizontale les courbes E'*, E"*, E'"*, etc., qui devront évidemment satisfaireaux 

conditions suivantes, savoir : passer toutes par le point m; avoir toutes en ce 

|Kiint m , la droite R pour tangente ; et être tangentes aux droites T ou 11”, 

T' ou il*'. La droite K peut être considérée comme la projection horizontale G* 
et G* de deux génératrices droites G et G, du cône X; dès lors la propriété 
énoncée ci-dessus n’est qu’une conséquence de la construction connue et em- 
ployée lorsqu’il s’agit de mener la tangente en un point d’une section faite dans 
un cône par un plan. 

Par la même raison , si par le point s* on mène deux droites Y et Y, coupant les 
rourbes E, E**, E"*, etc., savoir : Y la courbe E en les points y eix 

Y, — y, et X, 

Y la courbe E'* en les points y' et a:' 

^ Y, — ÿ.'et*.' 

etc., — etc. 

les cordes yy.ixx.ety’y,', T'a;, 'etc. , étant prolongées iront concourir en un points 
de la droite R. 

316 qmter. Concevons une section coniqne E (ellipse, parabole ou hyperbole) , 
deux tangentes T et T' à cette courbe et en les points ( et ; menons une droite 
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R coupant E en les points r et r*; traçons une série de sections coniques E", E"*, 
E'"*, etc. (ellipses, paraboles et hyperboles), passant par les poipts r et r* et 
tangentes aux droites T et T'; je dis : t* si par le point en lequel se coupelit 
les droites T et V on mène une droite Y coupant les courbes E’*, E"*, E'"*, etc., 
en les points y’ et x', y" et x", y'" et x"', etc., les tangentes en ces divers points 
aux courbes sur lesquelles ils sont situés, iront concourir en un même point p 
situé sur la droite R, et 2’ si par le point s* on mène deux droites Y et Y, coupant 
les courbes E'‘, E"*, E'"‘, etc., en les points i/', x' et x.'; y", x" etÿ",, x",; ÿ"', 
x"' et ÿ'"., x"'. ; les cordes y’y',, x'x",; y"^\, x"x", ; y"'y"',, x"'x'''. ; etc., iront 
(étant prolongées) concourir en un point 7 situé sur la droite R, ce qui est évident 
d'après ce qui a été dit (n* 346 1 er. ). 



Comtruclion d une leclion coniiitie talitfaiianl à cerlainet conditiont. 








* 




347. Pour construire une section conique (Jig. 222) tangente à deux droites 
données A et B en les points a et è et [tassant par un point m compris dans l'angle 
des parties des droites A et B qui contiennent les points de contact, nous la con- 
sidérerons comme la trace horizontale d'une surface conique ayant pour directrice 
un cercle C construit sur ab comme diamètre et situé dans un plan vertical, A et 
B étant les traces horizontales de deux plans verticaux tangents à cette surface , 
de sorte que la projection horizontale du sommet est en i*. La génératrice G de 
celte surface conique passant parle point m , coupe le cercle C en un point x.dont 
on trouve la hauteur au-dessus du plan horizontal en rabattant le pla^ du cercle 
C, d'où l'ondéduit x’, et joignant x* m* nous aurons la projection G' sur laquelle 
se trouve »•; connaissant alors le sommet s et la directrice C de la surface co- 
nique il sera facile d’en construire autant de génératrices droites que l’on voudra 
et d'avoir les traces horizontales de toutes ces génératrices; et ces traces seront 
autant de points de la section conique demandée. 

Si les droites A et D(/ig. 223) sont parallèles, le point/est transporté ù l'in- 
fini , dès lors le cène est transformé en un cylindre et G* est parallèle aux droites 
données A et B; du reste les constructions sont les mêmes que dans le cas précé- 
dent, mais dans le cas actuel la courbe est nécess.airemenl une ellipse ou une pa- 
rabole. Lorsque le point m est hors do l'angle désigné, on peut remplacer le 
cercle C par une hyperbole équilatére dont ab sera l'axe transverse; car dans ce 
cas la section conique demandée- est une hyperbole. 

348. On déduitde là le moyen de décrire une ellipse sur deux diamètres conju- 
gués, aé et mn (Jig. 224), car si des extrémités a et 6 , du diamètre ab, on mène les 
droites A et B parallèles i ma, ces droites seront langentesà l’ellipse( n* 313, 7* ) 
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U et en e»l ooi^uit i coiwUirire une elHp«e Un((eMe en a et ^ uux ilKiiles 
(larall^e» A et B et. pauant par le. point in, elle passera nécessairement par l'autre 
point Jt . __ 



n- .* U 
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CHAPITRE .Mf. 

tNTcasECTioNs nEs scitF.Kces - entre elles. 
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l.orsqué l'on a deux surfaces i et £' , et qitp l'on veut construire leur inter- 
section J, on doit examiner si, en vertu des lignes tracées sur les plans de pro- 
jection, e4 qui suffisent pour dclinir los deux surfaces, en ce sens que l'on peut 
lugjôurs construire Ics^ projections d’un point up|>arlenaDt i l'une oa 4 l'autre 
des surfaces (bnncjBs , en ne s'appnvant que sur les lignes tracées et sus le ummIc 
dc^néfation iudiqué pour chacune des surfaces j il faut examiner ^ dis .-je, si l'on 
|)cut iminèdialcment construire lesprojections des pointsappartenaut à lalignoJ. 

Lu çliüsc peut être possible dans qucli|ues cas , mais, en général , on ne i>cur 
pas üétci'iuiner iuiinédiatement les points de la ligne J ; dés Iqrs on est oblige 
«l'tmqilqj^er une série de surfaces auxiliaires X,X',X", etc. et de la manière suivante.: 
La surface X coujt la surface X suivant une ligne C, et la surface X' suivant une 
ligne C, et les deux lignes C et C' se coupent en un point m appartenant à l:i 
ligne J. Or, les lignes G.cl G' sont connues parce qws üon connaît leurs projec- 
tions C' et C*, C'* et C*, et comme les coiirbos C et Ê' sont sur une même sdefaee 
X^, sicllesse coupent en un point m , les projections »<’ eL m* de ce point seront 
le» points d'inler^tiuu des courbes C' ol Ç.'., C* et.t?*. 

Ainsi donc, avant construit les courbes C’, C^et C'*, si lo point qu lequel 
(7 et Qf’ se coupent ne se trouve, pas sur une même |Mrpuodiculairu 4 la.ligne 
de terre avec le |)oint en lequél C‘ et G'* se coupent , les courbes C et G' de l’es- 
|>auc ne se couperont pas, et l'on reconnaîtra que la surface auxiliaire X ne cobin' 
pas, éii lu posilion qu'on lui a donnée par rap|>ort aux surfaces 1 et X* , la ligtx' 
irrnierseclîüD clicreJiée J.--, 






t 



* 



l ♦ 












/f 






^ A: 



H ^ fUot liHivrAfe (|ui » pour Utrt : Déettoypenttnti 4*. g4<tn4triê ilftrrtpfŸf 

p*yc 7$^ Ai ce (yii eti relatif à la conalr^li^ d'^e Ket|6o* c oni<|Uf parctoq cotwiHiqp* 

( p^olàet tah^en^êa).* . ^ . 






-‘1k: 



bigitizod GoogI? 






4 



f» — 

tasuiie, en supposant quo lu surface auxiliaire X coupe la eourbe. J , il faudra 
(|uo cette surface X soit choisie, et quant à sa nature géométrique, et quant à sa 
position par rap|X>rt aux surfaces dounces Z et X', (le telle sorte que !%(»>nstruo- 
(iou des'courbes C et C' soit imniédiatenient possible. C'est ainsi quo, pour deux 
plans dont les traces horizontales cl les traces verticales se coupent, on obtient 
iimnédialement les projections de la droite J d*intmcction; mais si les traces de 
res plans ne se coupeut |)as, on ne |>culplus obtenir inimédialcincnt les projec- 
tions de la droite J. Il faut recourir aux surfaces anxiliaires, cl il est évident que 
l'on doit choisir des |>ian$, et ensuite il faut diriger cos pl.vus de manière à ce que 
leurs traces coupent les traces des plans donnés, pour pouvoir immédUlcment 
construire les intersections C et C' de chacun des plans donnés avec chacun des. 
plans auxiliaires. 

.Suivant la nalitrc gcoinélriciue et le mode de génération des surlaccs ilonnées 
i. et 2',on devra Kdléchir au dioixà faire pour les surfaces auxiliaires àcmplo}.cr 
et ’d la direction à leur donner dans l'espace par nip]iort aux positions qu'affcc- 
lent dans l'cspacc les surfaces i et I". * 

Le« surfaces dont on devra chercher l'intcrscction sont ordinairement des sur- 
faces coniques et cylindriques ,.cl des surihees de révolution, ôn a souvent encore 
à combiner entre elles des surfaces développables et gaucites, ot aussi 9 les corn- < 

biner avec les surfaces coniques, cylindriques et de révolution : or, comme les 
'surfaces développables et gauches sont des surfaces réglées , on voit de suite 
que les premiers problèmes à se proposer sont ceux où il s'agit de cùnstruirc les 
])oints de rencontre ou d'inlcrsccliond’unc droite aveedes surfaces coniques, cylin- 
driques et de révolution. * ® 

De rinteftectiaii des turfgcee couiqtm et rtjimdriquet. 

349. Problème i. 'Trouver tes génératrices parattéle's ite deux surfaces conhiues. 

Nommons t et x' les sommets, li et fi' les b(o>cs'dcs deux surfaces coniques (ces 
bases étant sur le plan liorizontal de projection, et dés lorsn’élnnl autres que fes 
traces horizontales des deux surfaces coniques). ' ' 

Il est évident que si l'on fuit moüvoir ht surface conique (x', fi') |>arallèlcmcii( 

■i elle-mémc, son sOmmet parcourant la droite x'x jusi|u'à ce que ce sommet coïn- 
cide avec le sommet x de la surface (x. B), les génératrices parallèles, s'il en existe , 
se superposeront, et elles stiront données par les [Joints d'inlciscclion des bases 
B et B". La base B" de la surface conique (x'. B'), après ce transport, sera Sem- 
blable B la base B'(n' 26‘i)^ et se oonstruira facilement au moyeu de la nouvelle 
position d'une gcnérrflrice quelconque (n*263, 2*); d'ailleurs, on sait quoric p»i/< 
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tlCMmilUudedasDourlKS B'' et B' n'esl «utreque lalracchôrizontaledeUürùiicti'. 

350. Si l'crn demandait la ^nératrice du cùnc («, B) parallèle à celle d'un ey- 
lituire, il sultiraU de mener |>ar le sommet i une parallèle D aux génératrices du 
L 7 )indre ; si la drelto D reneoatrait la directriro B, ce serait la génératrice dcniaii - 
dée; si elle ne rencontre pasectle directrice, c'est une |>reuTe qu’il n’existe pas 
sur la surface conique de génératrice parallèle à celles de la surface cylindrique. 

051. PnooLéuE 2. Tromter lepomi de rencontre rf* une-droite D et tf tt^piitr/arr rn 
nique ou cylindrique. Dans le cas d’une surface conique, il suftit évidemment' <l<? 
conduire un plan I‘ par la droite D et je sommet du cène ; ce plan ne peut coupoi' 
la surface que suivant des génératrices -droites; les pointa d'intersection de ces 
géneratrioes et de la droite 0 donnée sont les |>oints chcrcliés. Si le plan P est, |>ai' 
hasard, tangent au cène, ha droite D ost aussi tangente au cène, et si le plan P n'a 
de commun avec la surface eonique que le sommet de cette surface, la droite H 
HO rencontre pas la surface conique, é moins qu'elle ne |>asse par le sommet de 
uettesurface. Dans le cas delasarfacecylindriquc, on fera passer par la droite D un 
plan P parallèle aux génératrices droites du cylindre. Ce'plan P coupera la surfuce 
suivant des génératrices droites -dont les rencot^es avec la droite donnée I> Sont 
les points demandés. La droite D poit aussi être tangente ou sécante k la surface 
cylindrique, ou ne pas rencontrer cette Surfcce. 

352. PnoeLLae 3. Trouver finiemeetimi de deux turfacet coniques. Si les snrfaécs 
coniques .avaient même sommet, elles ne* pourraientte couper que suivant une ou 
plosienra génératrices ifroites, que l'on oblieudrait en coupant les surfaces par 
im plan , et joignant les points communs ou.x deux sections planés (considérées 
i-omme bases des cônes) avec le sommet. Mais si les -surfaces n’ont pas même som- 
met, les intersections sont des courbes,- gé'néralement à double courbure, et 
qu'on ne peut construire que par poinis; il est évident que des plunS'sécants , 
arbitrairement menés au travers des deux surfiices, comme nous venons derinfli- 
quer, feraient connaître chacun un jcerlain nombre de {Kiints de l'interseetion ; 
mais les courbes de section des cônes par ces plans auxiliaires sont jn général 
•lintcilmà construire , et d'ailleurs la niéthoile qu’elles exigent pour leurcüastruc- 
lioo ou la reclterche de leurs poinis peut s'ajvpliquer directement k ia détermi 
nation de l'intersection des-deux cônes donnés. 

Ln effet, il suflil de remarquer que, par chaque point de l'interseutinn G do» 
deux oônes donnéa ôetô', il passe une génératrice droite de chacune de ces deint 
surfiices A et aS et que ces génératrices sont situées dans on mèroeqilnn passant 
à la fors par les sodlmels des deux stirfaoes coniques données-, dons* il faudra 
mener une série de plans par les sommets des deux surfaces, ou par la droite qui 
les umt.chacnn (Trux coupera les siirfbces coinqnes A et a', suivant une on pln< 
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sieur» génératrices (Iroilcs dont les intersections fouriuronl des jxiints de la 
crourbeC cherchéo. • - ’ ^ 

352 bit. Si l'on donne une snrface coniqoe et une surface cylindrique , coprocé’dé 
se réduit à roenerpar 1e sommet do la surface conique une parallèle ans généra- 
trices droites du cylindre, et par cette droite une série de plans auxiliaires. 

352 ter. Si enAnl'on donnedeux surfaces cylindriques, ce mémcprocédéconsiste 
à mener une série de plans^iQxiliutrcs-parallelesauxgenératrioes droites des doux 
surfaces cylindriques données, . • ‘ • 

Detfarmet diverses et générales i/ttc peut offrir ta courbe-èUerseelion. 

353. Le procédé fort simple, exposé ci-dessus, a besoin de quslqoesprécautions 
pour unir convuMablcment les iM>ints obtenus; l'on doit aussi distinguer plusieurs 
cas dans la disposition relative des deux surfaces. Soient : 1* B et B' (Jig. 225) 
les bases ou traces liorizontalcs des deux surfaces coniques et a la trace liori- 
xontalc de la droite qui ifnit leurs sommets s et /, L's traces horizontales des 
plans auxiliaires doivent toutes jiasser par ce point a el rencontrer It^s l>ases B 
et B' des surfaces coniques; d'après cebi d est évident que les traces H*cl II' 
seront les limites des traces liürizoplules des plans auxiliaires que l'on pool 
employer. Dans le .cas de celte figure 225, la courbe d’intersection ]xirte le 
nom de courbe tf arrachement. Pour la construire, supposons que l'on .com- 
mence par l'un des plans limites ,T; il lobclic le cône (s', B')‘ suivant une gééé- 
ratricc droite et coupe le cône (s. B) suivant deux généi-alriccs droilos; .on aura 
donc deux |>oints de l'inicrscction C des deux cônes donnés, mais couiiuc 
ces deux points n'apparticnncjil pas à deux génératrices droites voisinee^ je n'eu 
considère d'abord qu'un, je combine ainsi les deux génératrices notées 1, et 
j'obtiens un premier point que je numérote I. Prenant ensuite un plan X' qui 
coupe les deux surfaces, coniques suivant deux génératrices droites, je ne consi- 
dère sur le cône (x,,B) que celle voisine de Ij et je la combine avec une seule 
des deux génératrices du cône 0', j'ublicns ainsi un second point numéroté 2- 
tioollnuanl. ainsi en prenant des plans de plus en plus éloignés de Y, je parvien- 
drai au second plan limite X, (|ui me donnera les génératrices 1 à l’aide des- 
quelles j’obtiens un point que je marque 4. K la suite de la géat'-ratrioe. 4 du 
eôue (t. B), en tournant toujours dans le même sens, ' je. trouve la géiiér^ti-ice 5 , 
qui est la soeonde génératrice située dans le plan ’L , il faut de nouveau la uORi-. 
biner avei^la génératrice 3 o;i 5 voisine de 4 dans le cône fi', cl j’ubliona ainsi 
an point 5, et ainsi de suite, en prenant sucçessivemcuL lus. génératrices dans 
l'ordre des numéros, jusqu'à ce qu’on revienne sur les deux géoéiiatricesil- I.<es 
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poipU ainsi obiemis porletif le* niAmes numéros qbi indiqucni les génératrices qui 
Icslinirmssént et on les unitensuité par un truil continu dans l'ordre des namérus. 

T II |)cut arriver <|uc les traces do» plans limites soient tangeates à la même 
base B et séâintes à l'autro base B' (/i^. ) , dans' ce cas on dit qu’ii. j a péné- 

imioH. L’interseolionsse compose de deux courbes dislinctevqu’on nomme, l'onc 
cowrbe ifentrée, l'autre courbe de sorlie. fxts numéros placés aux pieds des généra- 
trices montrent dans quel ordre les points doivent être obtenus et numérotés pour 
tracer ensuite les projections de la coorbe d'intersection avec exactitude, ou re- 
nmn|uantque les numéros sans accent dans chaque base sont les traces horison- 
lulcs des génôiatrices dont les intersections fournissent l'une des courbes ou 
branche d’entrée ou de sortie^ et quu les numéros aecentilés sont les traces beri- 
zonlaies des génératrices qui fournissent l'autre branche de^a coui-bc d'inter- 
section, branche de sortie ou d'entrée. 

3* L’une des traces limites peut être tangente à la fois aux deux bases (yi^. 2^7), 
alors ITtiterscction présente un meud au point- d’intersection dos génératrices 
droilc» situées sur ce.plan tangent commun. En éflet, ou obtieAttfeux foiscc point 
en eontbi liant les génératrices dans l'ordreS^-é, 5 et dans l’ordre 9. JO, it, ce qui 
donne év-idemment dans les deux cas des (loinls voistas du fioint commun et difié- 
lents ^Ire eux. Ce car donne encoré" une courbe d'(trn|çAniien<; maisoIR'ant uii 
point mulifpte. 

.4* Enfin, les pkins limites peuvent être l’uu cl l'autre tangeiHs A la fois aux 
deux surlaces Coniques {fig. 228), 4'interseetiunso compose alorsdOdoux courbes 
ou branches qui sc croisent aux deux points d’intet'scction des génératrices 
droites situées sui* ces plans tangents cmnmuns. On^ut vérifier la position des 
(loims eomnic H a été dit précédemment. i>ans ce cas, après avoir fait le tour 
complet dets bases B et B', on revient sur les génératrices i, cl |'on n’a encore 
combiné que les doux génératrices f ou 3 ensemble, il faut aussi combiner la 
génératrice 1 avec 3 , e'e qui conduit A faire le tour dans le sens des numéros 
aceemucs. -Ce cas présente une courbe rie pénéimdon, nïAk dont les deux bran- 
rbes se croisent en deux points. Il n'est pas inutile de faire j'etnar(|uer que les 
projociions des courites d’intersection peuvent avoir des meuds, sans qu'H en ré> 
suite que les courbes dans l’aspave en aient; nous revieodronsplus tohi suroes. 
noeuds que les projections d'une courbe de l’esitace peuvent présenter. 

364. L’intersection d'uno surface conique avec une sufface C}lindrique>pre- 
seaie exactement les mêmes cireonstanoes : les ligures restent les mêmes, le |K>in( 
' U rîfirésontant alors la Ir.xcc liorhQmale de fa droite menée par le sommet du cône 
l>araJléluiucotaux grnéi;aU-ices droilvsdiu cjliadi'C. 

354 biê. Le cas des deux aurtaces cy I indr iques «lire aussi les qièoies ciréonstaitrcs , 
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mais alors los iraoes horizontales des plaus sécaau soat |)araUèles à celle d’uiiplati 
inenépardeux droites res|>«ctivefnflDt parallèles aux génératrices droites de chacun 
(les deux cy lindres : le 'point a est alors transporté à une distance infinie. 

355. Pour avoir la tangenteen un point de l'intersection, il sulUl de remar- 
(|ucr (|u’elle est à la fuis- dans le plan langent , mené àcltacwiic des deùs surfaces. 
|ier le point considéré; elle est donc l'inlmeetion de ces deux plaus que nous avons 
appris à construire (cbflp.2). 

35(i. Pour reconnaître la nature des sections planes d'une surface conique 
(n* nous avons mené par le sommet du co cùuu un pbn parallèle au plan 
séranl;*cc <|ui revenait evidemnient a traus[>ortcr le plan sécant {>arallélementà 
liii-ménie jus(|u'é ce qn'il passi'it par le sonuiictdc la surfacu conique proposée, et 
iiousavuiisainsircqonnuquclt^coiirbcsd'intcrsectionpfuventélredetroisespéccs: 
r Courbes ferim‘et ou rltifilùfuei; 

T Courbes d branche infinie sans asymptote , ou courbes paraboliques; 

Courbes d branche infinie avec usyuqtUtte , ou courbes lujperboliques. ■ 

Deux surfaces ctAiiqucs peuvent aussi sc couper suivant des courbes de Vinc 
de CCS trois espèces, ou qui peuvent partici|ier à la fois des unes et des autres. Pour 
reconnaître la nature do l’intersection , nous transporterons l'une des surfaces 
coniques parallèicnicnt à^ellc-méme, jusqu'à ce qu«; son sommet coiiiuide ÿv«c lu 
sommet de l'autre surface (*) ; 1* si , dans ccUc position , les deux surfaces (leurs 
bases étant des courbes fermées) n'ont aucune génératrice coatmune, elles se cou- 
|>eront suivant uno courirc iermée, car alors les surfaces coniques proposées 
n’ont pas de génératrices panillclus , donc l'interseclian n’aura pas de point situé 
à rinfini;- rintersecüon est alors dite elliptique\ 2* si les deux surfaces ayant 
même sommet ont une génératrice droite de contact et par,consé(]ueul un plan 
tangent commun , les surfaces proposées ont deu.x plans tangents jtarallclcs menés 
le long do génératrices droites qui clles-méracs sont iwrallclcs , cl p.ar eonscqucni 
l’intersection a une branche infinie sans asymptote, ou ^ en d'autres termes, l'in-, 
tcrseclion est parabolique; 3* si les deux surfaces ayant même sommet ont une 
génératrice droite d'intcrscclion, les surfaces proposées ont deux génératrices 
droites pftrallétes entre elles et aux<|uellcs correspondent des [dans tangents qui se 
coupent,!' intersection des deux surfacesa une branche intiiiic avec asymptote ('*^) 



(*) Il fuit bien remarquer que , pour recdnnattre forme» dWerve» que rioteraeetiOB de deux edae* 

peut préeeater, DOtt* «mployoïui le mémo oioj%n que eelai emplojië lonqa» aoue^ona roaia racoo** 
uaUm laa foriuea diteiecs da U ae ct iop fai(e daoa ua cône par un plan , et cela doit être poiaqu^iui pUu 
être Hgotireaaeroent contidërë coimne une aurfacc coriiqne. 

(**) Fepex dana le ebapitre Tll de ronerape qui a pour titre \ DévêJoppemenU it géOmHrU ^eacnp* 
Ht4, te qui e»t retatiT'è la maaièrd iPItra d» la ooarlie., mlefaeeHoa ét deax a4an» ptf rapport a »oa 
aavmplote. 



qui c^.dilo h^itfboüifue; Vie* «leux «urDtccÿ couiqpes ajaat jnéiue souimel 
vcnla>oirà la ibia dasgénéraU-ices droiUs (le çpqUcle(des géixlratrlces droites 
d'intci-kecliou, la courbe d'iulcraecüon des deux suriaoca coii|(|ucs propo«4jes pré- 
^tura ai(irs eu lutbuu. temps dos braocb<» parabolique» correspoiidout cbacuue à 
une gtioi'ralruu! droite de (Mmlac^ , et des btauclics hyperboliques porrespoBdaot 
cliauune à une géuératriee droite d'ioturscctioii.. 

35U bis. Coustruciiou de /« taagetae eu un poiui de lacpurb* iuttrtection de detu. 
cylindres, d’un cylindre ei d'un c<ine, de detne cdnes. D(isigiiaut par B et U' Ica bases 
ou traces burizontales des deux suiTuucs, et par a; le point de la courbe d'.iiitersee- 
tiou C, à laquelle on veut construire la tangente, il sullira de mener |Kkr le point x 
deux droites, l'une géntivntriec do la prcuuiérosurraoeetpervauisabase Bau |ioiiit 
b, l'autrîi^c'iuiralrMx: de la seooude surface, et perçant sa base B' au point b', et 
ücconstruireen l»UDetaiigeateiilacourbeB,laqueUeporteralesynibujeli* uonunc 
traiMe liorixoulaie du plan U laiigoul en Jtà lu première surface, cl cuè! une bui- 
genio ù la courbe B' , laquelle |>ortcra le ^mbole il^', comme b-aco liorizontaic 
du plau è^'tangeut en x à la seconde surface. Les droites 11^ et H*' se couperont 
l'n.uii point I, qui sera la trace liorizoïitale de la lang^ite.T demandée, Ia4|ueilc 
sera rinterseclion dos deux |daus & et B'. 

11 utL facile de voir que lorsque le plan auxiliaire louclie la première surface 
suivant uoegiincratrice G et coupe husecondesurfàceanivant diverses génératrices 
k, k', k",elc., il est btcile de voir, dis-je^tpieces droites K , k', k", etc„ sqnt lan- 
geiiles »lu courbe d’intersection C des deux surfacéa on les points a, a.', c”, etc., en 
lesquels la droite G osi coupée par les droites k, k‘, k", etc.; mais iorsqu^uii ptaii 
auxiliaire «sttaageuteninéuioteropsâla première età la soconde surface, suivant 
Ics^iiératricoa respectivesG et k, leaquelles se coupent en un pointa,-quia|>par- 
tient à la-courbe d'intersection C des deux aurfaeus, et qui est tel , ce]K)iut a, (]ue 
deux braticliea de laoourboG s’y croisent, ce qne l'on exprime en disant que iaeourbe 
C a en ce point c un point multiple, aloçs les méthodes ordinaires de la géométrie 
descriptive sont en défaut pour la construction des Uingentes.au poitU a, puisque, 
dana cc cas, le pbn auxiliaire étant à la fois langent à Tune et à l’autre afirfao* , 
les deux plans tangents qui, iiicnés au |KHnlM, devraient donner parjeur iuier- 
.<>cetiT>a la tangente demandée, se confondent, su un seul plau. La solution de 
celte question exige dos (xannaissaiices plus avancikis on géométrie de l’espace, on 
ne |>eul la.rosoudrc (|ue par la censidération des surfacos osculatriccs (*). 

- . • s ^ i 

n & c# «geTtUos I^NiTrafe qui ^ pour Utrt î Complément 4# fféométrie itfcHpriee^ îe osé 
uwirequi « pour titre : CoMlruir* te tanpente «n tm loifil courèo donnée par oon 
dont on ignoro Véquatign i j*ai. publié jhmu-ui prciuicre ÎI' p«hi*r dn Jounuil 

d« Picote poljlechuiqne. ^ . 
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* Mais il faut bi«fl remarquer qnc lorsque nous disons que la nnHIiode ordinaire ^ 
eslcn défaut, nous employons une ctpression adoptée, quireut dire que la mê- 
iliode ne peut s'appliquer à ce ras particulier ^ car, en vertu de la ]wrtieularité de’ 
ce point, la géométrie n’est point eh défaut. H ne se paSse pour ce point que ce 
qui doit être en elTel : au li<H> d’tiuc tangente en ce i»oirit, il en existe deux, et 
deux plans ne |icuvont déterminer deux droites distinctes; ces deux plans doivent 
donc se confondre, puisque l'un et l'auti-e de ees plans tangents doit contenir les 
deux tangentes qui existent ftour ee point (larticulier, auquel on a donné le nom 
de point multiple. 

‘,ai. lieux surface» cnuiqmes ipti ont pour base commune une seclmn conique se oou- 
fient suiranl une seconde emtrbe plane. En efl'cl , soit K {fiq. tKlU)- la basj^cominum* 
des deux surfaces conitpies ayant leurs sommets en s et la droite furies som- 
mets perçant le plan horizontal au point a, les tangentes U' et H’', menées de œ 
|K>int O à la courbe £, seront tes traces des plans tangents communs aux deux 
surfaces , et la droite A qui unit les points de contact p et p' est lapofoir»coBju- 
guéti du ptile a (u* 330). Si l'un-condnit |iar la droite D un pinir sécant quel- 
conque K, il coupera les surfaces coniques suivant des génératrices droites G elG' 
qui sc croisent en nn |M>inl x de la seconde courbe d’intersection demandée, -la 
tangente à cette courbeau point x est l’intcrsoctiondcs pians tangents aux surlàoes 
coniques et meni's le .long des génttratrices G et G', mais les traces H' et U*' de ces ' 
plans sont taogcntcsàla-courbc Eaux |K>ints6 et b", et se croiscuti>ai- conséquent en 
un point c de la droite A(ii* 330), donc la tangente ü rencontre la polaire*A; il en 
.serait de même des tangentes on tous les autres points de la courlteclierchée, donc 
toutes ces tangentes forment une surface'plaac; car si l’on considère les poinLs 
successifs X, x', x",x' '.\.de la courbe, et les tangentes correspondantes é), S’, 

deuxtangentessuccessivos se coupent, et-sont parconséquent dansunnième 
plan. Mais toutes les tangentes- rencontrent la polaire .A ondes points dill'érents; 
donc le plan dedeux tangentes successives quelconques contiontcelte droite tout en- 
tiérejdonc le plan de S et 0' contient la droite A ; le plan de ol 0'' conliuut aussi 
A,ces^ieux plans ayant on commun 0' et A se confondent donc; il on scradentéiue 
de tous 4es autres (n* 213 bie); donc enfin toutes les tangentes i la seconde courbe 
d’intoHection des deux cènes, sopt dans nn même plan, donc celte courbe est 
plane et elle est par conséquent une section eoni(|ue (n* 3AÜ). - . ^ 

358. Cette seconde section conique passe évideniinont par les fiuiiilsp çt*p'; elle 
aura donc avec lu section cuniqueE la corde pp' commune; doue deux sections coni- 
ques non situées dans un même plan et ayant une corde commune, peuvent toujours 
êtrocontenues Ou enveh>p|)«ft par d{ux surfaces coniques. Pour obtcnirces cônes, 
nous remarquerons que si, aux extrémités p et p' de la rorde commune, on mène 



Digitized by Google 



des tangentes i la section E, elles vont se couper en un point a, les tangentes à la 
section E' se coupent en un autre point a, ces deux points sont sur une droite D, "* 
qui contient les sommets; si donc, par cette droite, on fait passer un plan coupant 
les courlies E et E' aux points b et b', x et*', les droites ÿ* et b'xf seront deux 
génératrices droites de l'une des surfaces coniques, dont elles détermineront le 
sommet i, Icsdroitcs6'*ct 6*' seront deux génératrices droites de l’autre surface 
conique, et elles en détermineront le sommet ». Si l'on prenait sur la droite D 
un troisième point t" pour sommet d’une surface conique ayant pour base la 
même courbe E, elle couperait évidemment chacune des deux surfaces (s, E, *',E), 
suivant une section conique différente de E'; donc les deux sections E et E' ne peu- . , 
vent être placées que sur deux sui faces coniques. ' \ 

358 bu. Ce qui précède nous permet de construire avec facilité les divers 
points d’une ellipse dont on donne le centre, la longueur de deux diamètres 
conjugués et l’nngje que ces diamètres comprennent entre eux. ^ 

Soit {fig.’îüü èt>)ole centrede l’ellipse et ses deux diamètres conjugués ab elpq. 

Un sait que les droites G et G' menées aux points a et è parallèlement au dia- 
mètre pq, seront tangentes en net b à l’ellipse E d tracer. 

Sur pq comme diamètre décrivons un cercle C ; pour le pointa la tangente T de 
ce cercle sera perpendiculaire à ba. Du point o menons om perpendiculaire iba, • 
joignons le point m du cercle C avec le point q. 

Cela posé : menons par un point r arbitrairement pris sur la droite ba deux 
droites, l’une ry parallèle èoq et l’autre rx parallèleâ T, ensuite menons parle point 
xdu cercle C une parallèle xg à mq, la droite xy coupera la droite rij en un point 
y qui appartiendra à l’ellipse E demandée. 

Et en effet le cercle C peut être considéré comme la projection sur le 
plan horizontal d’une ellipse 3 coupant relli[>se E aux points a et b, les deux 
courbes 3 et E pourront donc être envelop|>ées par une surface conique et il est 
évident que dans le problème qui nous occupe en ce moment, la surface conique 
sera un cylindre dont les génératrices droites se projetteront horizontalement 
suivant des panillèlcs à la droite mq. 

D’après ce qui précède ou peut résoudre les problèmes suivants. 

Étant donné un système do diamètres conjugués d’une ellipse, construire «ans 
tracer la courbe ; 

1* Par un point pris hors de la courbe la tangente 6 (/y. 220 ter). 

2* Une tangente 9 parallèle ou Ibisant un angle donné avec une droite Ü 
{fig. ^9 quater). 

3* Les points d’intersection y et y' avec une droite B (fig. 220 quint. ). 

.350. Si l’on coupe 1rs deux surfaces coniques |>ar des plansdifférentsoii par un 
2* rum 19 
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iiiùiiie i>lan, les» tom lies que l'on obliciulra seronl des seelions coniques, on |iourni 
les prendre pour bases des deux surfaces et l’on en conclura que deux surfaces coni- 
ques à bases sections coniques et ayant deux plans uingents coRimuns se coupent 
suivant deux courbes planes, (jui sont par conséquent des sections coniques. 

Il est facile de voir qu’on i>arviendrait aux mêmes conséquences en clicrchaj)^ 
l'intersection d’une surface couii|ue avec une surface cylindrique, ou de deux 
surfaces cylindriques. 

Si l’on cou|)C une surface conique, à base section conique par deux plans ,et 
(|u’on prenne les sections pour b.ascs de deux autres surfaces coniques, dont les 
sommets seraient en ligne droite avec celui de la première surface, on trouverait, 
p.ir un raisonnomcnl semblable à celui du n* 357, que l’une des courbes d’in- 
tersectiüii des deux dernières surfaces coniques est plane (*). 

3(i0. .Mais la réciproque de celte proposition n’csl iras généralcraenl vraie, 
c'csl-à dire que deux surfaces coniques ou cylindriques peuvent fort bien se 
couper suivant deux courbes planes sans avoir |H>ur cela deux plans tangents 
communs. En cO'el supposons deux surfaces cylindriques ayant pour bases las 
paraboles P et P' {fig. 230) situées dans dos plans verticaux perpendiculaires 
eulrc eux cl dont les axes sont sur le plan horizontal. Si l'on cou|>e les deux cy- 
lindres par des plans horizontaux X„ X on aura ( n* 328 ) ao : ao' :: ap : ap' 

:: etc., donc les points a, sont en ligue droite, donc ta courbe E inter- 

section des deux surfaces cylindriques est plane , quoique les deux surfaces 
n'aientpas de plan tangent commun. 

De l'inlerseclion des surfaces de révolution. 

361 . Problème 4. Troin»er l’intersection d'une surface de révolution par un plan. On 
peut toujours par des changements de plans ramener la surface de révolution de 
manière que .son axe soit perpcndicolairo au plan horizontal. Cela étant, on doit 
employer des surfaces auxiliaires et choisir celles qui donnent les sections les 
plus simples; ce sont évidemment des plans horizontaux , qui coupent chacun la 
surface de révolution suivant un parallèle, dont la projection horizontale est un 
cercle identique, et qui coupent chacun le plan donné suirant une droite facileà 
obtenir , les points de rencontre de ces doux lignes (cercleet droite) appartiennent 
à l’intersection demandée. 



(*) fToyez dtna l'oamse qui a pour titre : Complément de géométrie deseriptice, le mémoire qui a 

pour litre : Propriétéê det amrbet du second degré eomidérées dans Cespace.Co mémoire e été publié 
pour U première foU daue U Correepoodance de methématiquef et de pbjiiqac dee Peye-Bes, rédigée 
par M. Quételet f vol. d, O** 3. ^ 



Digitized by Google 



— <47 



La UngeDtô en un point de la courbe est l'intersection du plan sé<-ant et du 
plan tangent i la surface en ce point, plan langent que nous avons appris i dc- 
icrnainer ( n* 252 ). 

Ce problème se résout toujours de la même iriaiiiére, <]ue la surface soit donnée 
|>tT une courbe méridienne ou par une/i^c^Tidrolriredroiteou courlieet quelconque 
362. PsoBLèUE 5. Trouver finteriection d'une droite et d’une turjdce de révoi^ioii. Il 
est évident <ju'il suflit de faire p.asser un plan par la droite et de chercher son 
intersection avec la surface, le |iuiol cherché est à la rencontre de cttlie iiiter> 
section et de la droite donnée. Pour plus de simplicité on pourra employer l'un 
des plans pr^elants de la droite. Lors<|ue la droite donnée est dans un même 
plan avec l'axq, il convient de choisir ce plan plutêt que tout autre, surtout 
lorsque la surface de révolution est donnée par une tourbe méridienne. 

Si la surface donnée est une surface sphérique, on conduira le plan par la 
droite et le centre de la s|)hère, pareeque alors la section sera un grand cercle 
que l'on amènera à être dans la f>ositioii parallèle à l'un des plans de projection, soit 
par des changements de plans, soit par de.s mouvements de rotation convenables. 

.363. PnoRLèME 6. Trouver C intersection d'une surface conhiue et dune surface île 
révolution. Les plans menés |>ar le sommet du cône le cou|M-ruicnt suivant des 
droites, mais ils couperaient la surface de révolution suivant dos courbes qu'on 
serait obligé de construire par points ( n* 361 }. Nous emploierons encore îles 
plans liorizontaux lOupant la surface de révolution suivant des parnttéles et la 
surface coni({ue suivant des courbes semblables à la base ( n* 262), dont les |jco- 
jeçtions pourraient par conséquent s’obtenir avec facilité, car elles seraient sem- ~ 
blables à la base, et auraient pour pOlc commun de similitude |a projection hori- 
zontale du sommet (n* 264), maison peut même éviter de construira; ces courbes 
en employant la méthode suivante : Considérons un plan auxiliaire X, il cou|icrH 
la surface de révolution suivant un parallèle C , .et la surface conique , suivant une 
coui'be k semblable à la base 0. On prend \o parallèle C pour directrice d'uiie surface 
conique auxiliaircayant même sommet «que la surface conique proposée, alors ces 
deux surfaces se couperont uéccssaircmoiil suivant une ou plusieurs génératrices 
droites passant |iar les points d'intersection du parallèle C et de la courbe K;«or 
la trace de cette nouvelle surface coiiiipiesera un cercle C' dont oit obtiendra im- 
médiatement le oentre et un point de la circonférence; les |>oints oùçecercle C' cou- 
(teralabase Dde la surface coniquedunnécap|)artiendrout aux génératrices droites 
d'intersection des deux cènes et celles-ci viendront cou|)er le cercle ou parallèle.C 
aux points demandés. En répétant la même construction ponr une série de plans 
horizontaux , on obtiendra tant de points que l’on voudra de la courbe cherchée. 

Si l’on proposait de chercher la courbe-intersection d'une surface de révolution 
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f‘l d'une surface cylindrique, alors on considérerait le cei'clc ou parallèle C comme 
la directrice d’une surface cylindrique auxiliaire dont les génératrices droite* 
seraient parallèles à colles de la surface cylindrique proposée (*). 

364. PnoBLÈME 7. Trouver l’ intersection de deux surfaces de révolution dont les axes 
sont sur un méme^lan. Si les axes se confondent, il est visible que les surfaces ne 
peuvefl SC cou|>er que suivant un ou plusieurs cercles ou parallèles décrits par les 
jKiints d’intersection des deux courbes méridiennes. Si les axes sont parallèles, on 
les rendra- verticaux ( par des changements de plans de projection ou des mouve- 
ments de rotation ), puis des plans horizontaux couperont les deux surfaces sui- 
vant des cercles , dont les projections horizontales seront des cercles identiques. 
Mais si les axes se coupent, on pourra toujours rendre l’un des deux vertical , et 
l’autre |>arallcle au plan vertical de projection ; dans ce cas les plans horizèntaux 
<x>uperont la première surface suivant des cercles ou parallèles, et l'autre suivant 
(les courbes qu'on serait obligé de construire par ]x>ints. Il faut donc choisir une 
surface auxiliaire qui coupe à la fois les deux surfaces proposées suivant des cer- 
cles ou parallèles, et pour cela, il faut employer une surface de révolution qui ait 
même axe de rotation que chacune des surfaces données. On veut de suite qu’une 
sphère ayant son centre au point d’intersection des deux axes, remplit celle con- 
dition , et d’ailleurs la sphère est la seule surface de révolution qui ait une infi- 
nité d’axes de rotation, chaque diamètre étant un tel axe. ’ 

^ous choisirons donc une série de semblables sphères pour surfacesauxiliaires. 
.Soient donc A (/îy. 231 ) l’axe , M la courbe méridienne do la première surface ; 
A'I'axc, M' la courbe méridienne de la seconde surface et s le point d’intersection 
des deux axes; soit S' la projection verticale du grand cercle de l'une des sphères 
et parallèle au plan vertical de projection. S’ coupe M’ et M''aux points a:* et x'' des- 
quels nous abaisserons sur A'et A'"' les perpendiculaires A" et A'’qui nous repré- 
senteront les projections verticales des courbes ou parallèles d'intersection des 
surfaces de révolution par la sphère auxiliaire; A" sera un cercleayanl son centre 
en A‘, a'* serait une courbe plus diflicilc à construire, mais on n’en a pas besoin. 

En effet les plans des parallèles A et A' sont perpendiculaires au plan vertical , 
Icnr intersection I est donc clic- même perpendiculaire i ce plan, et se projette 
au point r intersection de A’ et A”; or les points d’intersection de A et A' se trou- 
vent nécessairement sur I , donc leurs projections verticales se confondent avec 
le point 1*, et leurs projections horizontales sont en td et u'*, aux intersec- 
tions de A* cl I*. Il est évident que. l'on n'oblicnt des points d’intersection des 



(*) yoffes le «Hoe II-, p»fc <37, de tsCorrespondance de T École folÿteehnique pobtiéc p»r H»ctie(ie. 
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lieux surfaces qu'aulani que I' est dans l'intérieur du cercle S'; dans le cas con- 
traire, les' points 1* appartiendraient encore à la courl>e qui reçoit la projcclio» 
verticale de l'interseiaion , mais ils n’auraient pas de projections horizontales 
correspondantes. Ces points se trouveraient sur l’intersection de surfaces de même 
nature que les proposées, mais enflées, pour ainsi dire , suivant une loi telle que 
la projection verticale de leur intersection soit reçue sur la même courbe que la 
précédente, mais en embrasse un plus grand arc. Il est facile de voir que la 
courbe d’intersection doit être symétrique par rapport au plan des deux axes} de 
sorte qu'il existe toujours deux points situés de part et d'autre de oc. plan qui ont 
même projection verticale; c’est pourquoi la projection verticale semble se ter- 
miner brusquement aux |>oints d'intersection des courbes M'' et M”, mais elle foriiic 
une courbe qui se prolonge au delà de ces points, comme nous l'avons dit ci-dessus, 
et le-s |K>iiits situés sur le prolongement de la courbe dont un arc est la projection 
verticale do la courbe-intersection des deux surfaces de révolution données , se 
construisent par des opérations tout à fait identiques à celles qui nous ont fuit con- 
naître les points dek) première partie de celte courbe, etees opérations grapliiqm-s 
{MUivcnt être et sont exécutées indépendamment de la ligure ousijsiéiiiedts l'espaiv. 

305. Si les surfaces données sont deux surfaces coniques de révolution, on 
poui'ia remplacer les sphères auxiliaires par des plans |xissanl par la droite qui 
unit les deux souunets; si l’on donne une surface coni(|ucdc révolution ut une 
surface cylindriijuc de révolution , on pourra employer des plans auxiliaires 
passant par le sommet du cène, et parallèles aux génératrices droites du 
cylindre. Si l'on donne deux surfaces cylindriques de révolution, on pourra em- 
ployer dos plans auxiliaires parallèles aux génératrices droites des deuxsurfaccs. 
Si l’on donne une surface conique de révolution , et une surface sphérique , on 
|M>urra employer des plans auxiliaires passant par la droite ijui unit le sommet du 
cène au'ccntre de la sphère. Enfin pour une surface cylindrique de révolution et 
une surface sphérique on pourra faire passer par le centre de la sphère des plans 
auxiliaires parallèles aux génératrices droites du cylindre. Les motifs qui déter- 
minent la direction spéciale à donner à cos divers plans auxiliaires suivant les 
surfaces dont on doit construire l'intersection, sont évidents. Au reste, tous ces 
problèmes peuvent se résoudre en employant desspluTOS pour surfaces auxiliaires 
lorsque les axes de révolution des surfaces coniques et cylindriques se couperont ; 
dans le cas contraire on ne pourra employer que des plans auxiliaires. Lorsqu'on 
aura une sphère et un cône denWoliitionou un cylindre de révolution, on pourra 
toujours employer des sphères auxiliaires, car il suflirj de mener par le centre de la 
sphère donnée un diamètre coupant l'axe de rotation delà surface conique ou cylin-. 
drique, et de regarder ce diamètre comme l’axe de rotation de la sphère donnée. 
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300. La tangente en un point de l'interseciion de deux surraces de révolution 
dont les axes se coupent est , comme dans tous les problèmes de ce genre, l'in- 
tersection des plans tangents menés aux deux surfaces en ce point; on est donc 
conduit ü construire pour chacune des surfaces de revolutiun le plan tangent au 
point donné (n* 2.'î2) , et A chercher l'intersection de ces deux plans tangents. Ui 
détcrinioalion du plan tangent à une surface de révolution peut faeilement se dé- 
duire de la normale à Inipielle il est perpcndicidairc. lînlin on peut obtenir la 
tangente sans construire les plans tangents; car si l'on mène an point donné les 
normales A chacune des deux surfaces (et il est facile de reconnaître que pour une 
surface do révolution on n’a pas Itcsoin de passer par lepla'n tangent pour construire 
la normale en un point decetle surface), elles déterminent unpian qui est un plan 
normal en môme teiniw aux deux surfaees, et jtar conséquent normal à leur intersec- 
tion. Donc la tangente ilemandi'-e est perpendiculaire Ace plan des deux normales. 

Si l'on consWère 1rs conslrnclions qui doivent être effectuées sur le plan ver- 
tical pour avoir la projection verticale do la tangente, indé|>endaminent de la figure 
ou »j/*fémede l'espace, on en conclura un procédé de géométrie plane pour mener 
la tangente A cette courbe, et ce prtvcédé sera exactement applicable aux («oiats 
extrêmes de cette projection, pour les<|uels les considérations précédentes se- 
raient insufiisanles. Il &st évulenl , d'ailleurs, que ces operations géométrique 
doivent donner cette tangente, puisqu'on peut entier les deux surfaces de manière 
que ces points appartiennent toujours A la projection verticale de l'intersection, 
mais n'en soient plus les |>oinls extrêmes. La considération d'enllcr les deux sur- 
faces pour que les pornts extrêmes par rapport aux deux premières surfaces, ne 
soient plus les points extrêmes par rapport aux deux nouvelles surfaces enflées , 
montre d'une manière nette et exacte que la méthode des normales, appliquée é 
un point «picicoiiquç de la projection verticale <le l’intersection des deux surfaces, 
peut être rigoureusement appliquée aux points extrêmes de cette projection (*). 

De quelque» propriétés dont jouissent deux ou plusieurs rerdet tracés sur une sphère. 

367. Par deux cercles qui se coupent ou qui n'ont pas de points communs, et qui sotU 
situés sur me spitère, on peut toujours faire passer deux surfmes coniques. En effet, 
(tar le centre de la sphère, on peut toujours mener un plan |)crpcndiculaire à l'in- 



(*) lorsqu'on emploie la coiuidéralioa dea iafinimeivU petiU pour demootrer que la cooatrucUon 
geomélriquef employée pour un poinl courant de la courbe, s'applique exaclcioenl aux points extrême* . 
il font s'appuyer sur ce qu'une surTace frauche peut , on vertu d'une génération toute pai liculiére . prê> 
senter une conrbnre développable tout le long d'une on de plntiotirs de §e« génératrices drotlof ^o|Mc 
à ce sujet l'ouvrage qui a pour litre : /^évelofptmettis de ÿtomiihe tieêchpfipe , ebepiire T. page 
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lerscctioa des plaus desdeuK cercles, il coupera laspliére suivant un grand cckIc 
C (/Sÿ. ’i'i'i), et les plans des cercles A et A' suivant des diamètres l) «t D’, et si 
l’on unit les extrémités m, m', et n, n'' par des droites, elles se coupent en un 
point s, qui est le sommet d'une surface conique sur laquelle sont placées les 
deux circonféreiices A et A'. Pour le démontrer , il suflit du faire voir qu'une 
droite menée du point « à un |ioint quelconque ÿ de A, rencontre A'. Or, ms et 
nt sont les traces de deux plans verticaux tangents à la fois aux deux cerclesA et A'j 
si l’on suppose que l'un de ces plans se meuve en restant toujours tangent à ces 
deux cercles, il engendrera |>ar ses intersections successives une surface dévelop- 
pable, qui est évidemment courbe. Si donc nous démontrons que toutes ses géné- 
ratrice rencontrent une même droite, elles la rencontreront nécessairement au 
mème^int, et formeront par conséquent une surface conique (n* 313 Ms); or 
les plans de A et A' se cou|)ent suivant une droite I, sur laquelle prenant un 
|H>int X, et de ce point menant les tangentes xy, xx au cercle A, et les tangentes»/', 
xx' au cercle A', xy et arj/' déterminent une position du plan tangent, et donnent 
une génératrice yy-, de même xx ot xx' font connaître une autre génératrice st', et 
ces doux génératrices sont dans un même plan qui est la seconde position du plan 
tangent; en prenant un autre point xf, on obtiendrait d'autres génératrices. Mais 
toutes les cordes xx su coupent en un même point o (n* 33i), q/utes les cordes yx' 
se cou|)cnt en un même point o', donc tous les plans des génératrices yi/, xx' se 
coupent suivant une même droite oo, qui sera rencontrée ou coupée par toutes 
les génératrices de la surface développable enveloppe des plans tangents, donc cette 
surface est une surface conique (n* 313 6is). On aurait une seconde surface conique 
en unissant les points m, u'clm', n, puis en combinant ensemble les tangentes 
xy, xx', et xy', XX. > 

La même chose aurait lieu si les deux cercles A et A' se coupaient. 

Mais si les deux cercles A et A' étaient tangents, ce qui aurait lieu si, par exem- 
ple, les points n et n' se su|K-rposaieut , il est visible qu’alors le point •' coïncide- 
rait aussi avec net n', et par conséquent il ne resterait plus qu’une seule surface 
conique enveloppant à la fois les deux cerclesA et A'. 

368. Il résulte do là (|uo $i une sphère et un cène se coupent suivant un cercle A, ils 
se coupent suivant un second cercle; car, par le sommet s du cène et par le centre de 
la sphère, faisant passer un plan perpendiculaire au plan du cercle A, il coupera 
la sphère suivant un grand cercle C, le plan du cercle A suivant un diamètre D, et 
la seconde courbe d intersection en deux points n et n'; si l'on conçoit par nn' ou 
D' nn plan vertical coupant la sphère suivant le cercle A', les deux cercles A cl A* 
sont sur une même surface conique , dont le sommet est au point d’intersection 
des droites mm' etW; mais ce point est précisément le sommet «du cône proposé. 
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donc le cercle A' est situé ■ la fois sur la sphère et sur le cène , donc il est leur 
seconde courbe d'intersection. Tout plan parallèle à l'un des plans de ces deux 
cercles coupe la surface conique suivant un cercle ; on peut donc couper certains 
cènes obliques suivant des cercles par deux séries différentes de plans parallèles; 
on les nomme tectiont anü-pamUèlesvu tous-contraires ducône oblique ; mais il reste à 
démontrer que tout cène (non de révolution) ajant pour base une section conique, 
jouit de la propriété d'avoir des set^iiont-circuiairef, c'est ce «|ue nous déniontre- 
mns plus loin. 

3UU. C’est sur celte propriété que repose la construction des mappemondes et 
aussi sur la proposition suivante, savoir : <juc si, dan$ un cercle, on lire un diamètre, 
que par le milieu de C une de» demi-circonférence» on mène deux corde» , elle» coupent 
le diamètre et le cercle en quatre point» qui »ont tur une même circonférence tÛ^ferde, 
ce qui résulte immédiatement de la propriété des quadrilatères inscriptibles. 

370. Problème 8. Connai»»anl le» trois angle» dièdres d'un angle triédre, con- 
struire te» trois angles plans. Prenons pour plan borixontal le plan de l’une des 
faces (fig. 233) et le plan vertical de projection perpendiculaire à une seconde face 
dont le plan désigné par P fera avec le plan horizontal, l'un des angles donnés (l; 
donc V’ fera avec LT cet angle p. En choisissant le point a de H' pour sommet de 
l'angle triédre , il faut par ce |>oint a mener un plan Q, faisant avec le plan hori- 
zontal l’angle donné y, cl avec le plan P l'autre angle donné a; ce plan Q doit 
donc être tangent à deux surfaces coniques de révolution ayant leurs sommets au 
point a (n* 230) , dont l'une ait pourasc une verticale A , et pour génératrice une 
droite G faisant avec le plan horizontal l’angle y, et dont l’autre ait pour axe une 
droite A' perpendiculaire au plan P, et pour génératrice une droite G', faisant 
avec ce plan, l'angle a. Si l'on coupe ces deux surfaces coniques par une sphère, 
les parallèle» A et A' seront sur une troisième surface conique 2, é laquelle le 
plan Q est aussi tangent , puisqu'il contient une tangente à chacun des cercles 
ou parallèle» A et A' (n* 367); donc H* sera tangente à la base B de celte surface 1 , 
laquelle base B est un cercle semblable à A, et dont on trouve faciletnent le centra 
et le rayon , car on connaît le sommet de la surface conique I. 

Ce problème admet évidemment deux solutions. 

371. Si une surface cgliudrique coupe une surface sphérique suivant un cercle, elle te 
coupera suivant un second cercle de même rayon que le premier. Par le centre de la 
sphère, on peut toujours mener un plan R parallèle aux génératrices droites du 
cylindre, et perpendiculaire au plan du cercle B d’intersection des deux surfaces. 
Si l'on prend ce plan R |M>ur plan horizontal de projection, la sphère sera coupée 
par ce plan R suivant un grand cercle C(,fig. 234) , et le plan do la base B étant 
|>erpendiculairc au plan horizontal , B* sera une droite rencontrant le cercle C aux 
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poinu ■ et p9T iMqiiels paseeiM deux Kdnéraii’Meeilû eyténdru^ mais cet géüé- 
nitiyces devant dire parallèles au plan boritoulalet ayant ottacune un point dans ea 
ptauf seront tout entières ; done elles couperont la,sphèreen des points a' et ^ du 
eetclnC. • ■ ■ . . ^ ’ ■' 

■ Si Hon ooitsidére une génératrioe droite quelconque O menée |iar un poînt> 
'ducerple B, «II» coupera ta aphère eu un sorond point'x' projeté en V*, et je dis 
que les trois points S* .sont en ligné droite; pour le démontrer, [uv le ôentre 
ode la sphère je mène unplan P pcrpendiculaireaox génèratrieesdu cylindre, ee 
plan coupera e'ii deux-parties égales toutes ies cordes an'» de la sphère, 

qui lui sont perpendiculaires; donc H* divise aussi en deux parties égales. le> 
projections W, mais les points itaineu x^; sont en ligne droite, 

ainsi qiic les points extrêmes a, b, «*; donc H en Mt de. même des- autres extré- 
mités de cet droites- La mèmè oLoseauniit lieu [totir toute autregéné- 

ratrice, donc la projection de in seconde courbe d|ioterMetion sera la droite n'é'; 
cette courbe U' est doue plane, et comme elle est -située sur une sphère elle ne 
peut èléé qa'un oerole. Meus voyons de plas''que les droites ee' et M' étant 
parallèles, les cordes ab'ctdb' sont égales; mais ces oordee soM'des diamètios 
des deux oerelps B et B', donc ces cercles aOnt égau.x, de-plus leurs plans sont 
perpeodkulaHies à un. même plan^ ptnuUèle aux génètptrioes 'du cylindl'O C| 
qui n'est autre 'que In piàn il. - .1 ■ . . - j-- 

Nous pouvone donc génocalisor le théorèilm éiKmeè et de la manière suivante-' - 
ti tm cyhmè-r enlre'daiu tme tphére gfir un 'crrWe, U eu ttrt par wt ^tecond 'ttrdr 
Sqnè an pre mier ^ te» ptam de ce* denx cercle» esnni pe r pem ti cutairet à un mfm* plan 
men é par le eemre de tp tpbere paratMemènranx ytaératrice» droite» da epHnàrâ. $1.. 
r.un des^ oerclee est un grand cercle de ht sptiorc, l'autre sera aussi un grarui 
cercle, et l'on voit aussi <|ue par deux petits 'cerxieségnux situés-sur une sphères 
pourra Jiiira |«sser uu cylindre e| un cène si les’ deux cercles ne se coupent pas 
euseeoapehten deux pointa-, et qnion ne pourra bine passer-par les deux èerctes 
qu'un seul cylindre, si lus deux eereles se touchent. Bi les deux cercles sdnl 
dm grands eerxics de la aphère on poorra toujours Etire passer^ par .eux, dÿux 
cyKndrss. On peut eondurh (le lè existe des cylindrée ayant pour base nhc' 
sUipce (et n'étant pas. de ré^Ktlionrh (|ui peuvent être coupés par deux plan! U<i 
direulioo opposée suivant des'cerolM égaux^,-aax(|uels on a donné le nom de 
sections iOM-iwiirairai jtu àuâ'paraHèlet ; mais il reste (è' dèmontfl^ que tout oy- 
hadm ayant pour Ikmc une ellipse jouit du hi propriété d'avoir des eections-dr- 
rMiuirrs, c'est (ie que nousdéiiion.trerons plus 1010-1(^1)* 37S rm- ^ ’ 

S'7'l bii. £ianl données une jsphtn'c B cl une.dreite Drxièrieiirri cette surfcoe, 011 
lient wetiét.pa»»èctta d vai t e üdem plnas^ei O'-C^eatoèehr’tpIiitreBfieS'poi^s 
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«ie coaUcl éuiu m et m’,* 1» droite mm' que nous désitfOfiroD» |mr Or, eut dite 
ptUûre réciprot/ue de la droite D en .vertu de la propriété suivante. ' 

Si par la droite D on mène une série de plans P, PI, P", etc., coupant la sphéiw 
S suivant lés cercles C,.C', C''', etc., ces cercles seront unis deux à deux par des ' . 
cènes dont les sommets seront sur la droite D.t.el réctprogaenieni si par la droite 
D, On mène une série do plans P., P',« P"v, etc., coupant la sphère S suivant les 
cercles C,, C'„ C",, etc., ces cercles seront unis deux àdpux par dos. cènes dom 
les sommets seront sur la droite O. 

Noua allons démontrer l'existence de oeUe propriété remarquable. . 

Par une droite D extérieure à une aurrace sphérique 'S on ne peut mener que 
deux plans 6 et tangents à celle Sphère &. Pour trouver les points de contact 
un prend deux points dcld' sur la droite Ü et ou les regarde comme les sommets 
de deux cènes A et A' tangents à la sphère S suivant les eoreles C et C' , losqnele 
se coupent en deux points m et m''qui.soul les points de oonlact demandée daê 
plans 0ete'. , 

El c<rame il n’existe que deux plans Uugeiils et 6' passant par la droite l>, 
il s’ensuit que <|uellc que soit la position dos poinls.dét d' sur ladroile 1), on reteou- 
\cra toujours les mémos points tu elm' ; on peut doncénoncer oe <|ui suit : , 

r Si l’on amstruil une térU de oôaei A, A', A", etc. , Imgeau d me epbdre S «mwim 
le*. cercles. C, C', C", etc., cee cônes agani lenrs sonmiets sluuis sur uue droile D exsé- 
riewre à la sphère Umu cee cetdee. C , .C', C", elc,„ ac conpirml en deux pdnu 
iue(m^ ■ . ' ^ 

Cuissons les points mel m' par une droite D, , si l’on prend sur oelte droitei), 
un point arbitraire et qu'bu .le regarde.contme Je sommet d'uu cène A, tangoM 
é la sphère S suivant un cercle je dis que le plan P, du cercle C. passera par 
la droile D. ^ l 

,Eten effet: . . 6-.' f-.., 

' Nenouspar la droite 0, elle ^Ktintd situé syr D un plan P,, il coupefada aphése 
S suivant un cercle C, ayant pour pôle le point det pour polaire la droite mm' ou 
Or si d un .point d de D, on mène doux taAgonlea au eercle (i, les points de 
•ontapl et 1e point d seront eu ligne droite, en vertu de œ qui a été dit ( n* 33t). 

_ Dés iors, on voit que k phm .P, coupera tous les cérek^ (i, , siiivaiit des cordes 
qui prolongées iront s'appuyer sûr ly droile D. 7'. 

Le plan P.^ passe donc par ia droite 0. -- 

De plus, le point p„ en lequel le pian P| coupe la droite D,, aéra le pèle du 
ci’^vdeC, , la polaire étant la droite D. . vv • ' 

\ipsi , il se trouve démontré s ■ ' ' 

^ — - 

,2' Qtse si ayuiU une sphère Ses me corde mai' rfoi proimpée sem déeigaêe, par hf. 
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Vm conttaàt une série de cônes A, f A/, A/', etc:, Umgentsjô ta sphère S, suivant 
les cercks C, , C,', C,", et ayapt leurs sommets d,., d/, d,",-elc., situés sur la droite 
D,, les plans P,, P/, P,", etc., de Ums_ees eerdes C, , C,', C,", ete.,-ptusrr<mt parla 
droite D, intersection des. deux plant Qot&* tangents à la sphère S aux points m et m'. 

Et de plus, cés plans P,,' P/, P,", etc., couperont la droite!), en des peints p,, p,', 
p,'^ etc., gui seront les pôles des cercles C,, C,'» C,", elç., par rapport d leur polaire 
. «omiDune D. • . . # 

a 

£l coiBBe il a été déotontfé (u'-367) que si l'on avait deux ce rôles (.qui ne se 
voupenl pas>.C, «t C,' d’une sphère S, ces deux cercles pouvaient être epveioppés 
par deux cônes ayant leurs soiuviietssur la droite D, qui unissait leurs pdlea p, et 
p/par rapporta la polaire Oqui est l'intersection de leurs deox plans, il s'ensuit que 
l'op peut énoncer ce qui suit : . - ' . - ■ 

3f . Étant dotmèes une sphère S ef mte droite D extérieure 4 celte surface, » Cass fisU 
passer par D me série de plans P, P', P^’, eic^, coupant ht sphère S suivant les cercles 
•tS, 0', C",«ic., /«s pôles p, p', p^', etc., de ces cercles , par rapport à la pelaireD, 
«eronl sur une droste Ü,, et- ces eerdes pourront être enveloppés deux à deux par dee 
rtmes dout les sommets seront situés sur h,. , _ - 

Et comme il a été démontré ci-deMos : i*que si l'on avait deax cercles € et 
se eoüpianl eu deux points m et as' cl situés sur une sphère S,xes deux cercks 
pouvaient être enveloppés par deux cônes Joui les sommets d et d ' étaient exté-t 
rieurs à la surface S, et que les pointa w et «s'étaient les' points de contact des 
deux pians Unpents 0el t)', qui se coupaient suivant la droite D qui unissait ks 
'poinU d et d';3^ que tout plan P passant par U coupe la sphère S suivant un cerck 
G, et la droite. uMs* ou I), en un point p., qui est k pôle de C, [wr rapport è k 
polaire D, il s’ensuit qne «e plan P, eoupe cercks Cet C' en quatre points 
/fuln^fetu' quijormeront un quadrilatère intaril au cercle Q, et dont ke 
diagonales-secroiaeront au point p,. 

üéalors, en vertu de ce qui a été dit (n*333) sur les qaadrilâlèi«6 inécrits à 
. une section conique , les côtés opposée qf', m' prolongée iront se çoaper sur hi 
polaire D. 

V On peut donc énonoercc qui suit : .- • •> 

-4* Si par ane droite O, eotipant une sphère S eu deux points m et m' , m mene une 
série de pkms P, P', P*', ete., osuptml la sphère S suivant les cercles C , Ç', C", etc., ess 
^ eerdes pomroht être unis deux à deux par des cônes dont les iommets seront situés sur 
la droite P,- bm-rtection des deue plant S etid/ tangents d ht sphère 8 aux points _ 
• m et m'.- *■ 
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î»rk premier aj a ni toutes ses génératrices pespendicnlaîreç sur la eteoonférence 
•te-sa Itase et parallèles entre elles, apréeledéTefoppemenl de te sucftce; ce» géné- 
ratrices resteront parallèles et seront perpendiculaires & te transformée de te Imum, 
de sorte qne l'on aura le développement du cjlindre en prenant une droite égale 
en longneiir è <a circonférence de sa base ef lui élfeyanl (par les divers points de 
«•etle droite)" de» perpendictitetrc». . / 

.Le cAne'îfe lévolution a tons les points de la circonférenco <le sa base égale- 
ment distants du soînmclf et cettb circooWrencc coupe sons l'angle droit toute» 
les génératrices droites du cdno; il suffira donc de te développer sur une autre 
circonférence de cercle décrite avec nn rayon égal é cette distance ou é l'npo- 
fèdmc du cène droit donné. ' - 

. vLa génération de l’hélice prouve qne sa transformée est une ligne droite et. 
se confond par conséquent avec sa tangente en chacun des scs points ; c’csi même 
la considération dont on se sert f>our construire la tangente i l’hélice cylindrir 
que, comme nous te verrons auThapItre IX. On pourra donc employer l’hélice 
cylindrique, an lieu delà section droite, |KKir dévetopper un cylînilrç,.puisqt|i' 
l’on sait que te transformée de l’hélice èst une droite; mais il faudra alors rori.- 
iiatire à priori te longueur d’une rpire de celte courbe et Vmtgle sous lequel »dlc 
coupe les génératrices droites dq cylindre. '• 

^Nous n’exaininerUns ici que le développement des surfaces cylindriques ut 
Copique* SK'm'twfr»- • .; - 

' 373. Développement' d’mi cyUndre. Cette question pbul se dé4Ruposeé en plii- 
sieiirsAutrcs que nous allons distinguer , pouj- rendre l’opération pins simple et 
pins facile t saisir.- - •’ - 

<*'C(i«»fnrire la $Mion droite d'un cylindre. Il faut couper Je cylindre par une 
surfocc normale i toutes ses génératrices; te' courbe ric'sêclion est cc qu'on • 
nomme eectim droite du cylindre; il est évident que le plan est In surfecè qni ' 
Satisfera è te condition demandée, puisque toutes les génératrices droites d’un 
cylindre sont parallèles. ; . 

•■Première métkpdf . f^'U 235) te directrice droite du Cylindre M B ' sa 

hase,aoit H' te traee ’ horisontale du plan de section droite, elle est perpenrti-- 
éulaire _ anx projection» liorrxoniales des génératrices ( n* 8< ), Mous, n'avons 
pas besoin des projeciions.de cette section , il neus snffit d’en trouver le rOtiat- 
temerit ; pour cela nons' remarquons que les plans »pii projettent borironlalc' 
ment les génératrices rencontrent le plan P suivant des drojtes perpc'ndicul.iires. 
aux génératrices: eorrespondante», (jonc pour la génératrice droite G, iwr 
exemple, rabottons son plan projetant ep' le faisam tourner autour de sa 
iiftec hofixoniale ou -G* comme axe; an moyen du point m qui se rsbat-^B’ni', . 



3 ^ - ‘ 
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G â«ri rabattue en G', J'intersecUoa du plan pi^elapt G at du plan P mmt 
rabais enda droite m*ii' perp<;udiciilaira sur GV«l-a' sera le rabattement d'un 
point' M de la section droite. Pour déterminer tousJes autres, il sullil d'obserm 
4<M^toules les gcnéralrices font fe même angle avec le plan borizonlal, ou , oe 
«fui est la même ubose , avec leurs projections hôrisoiitales', dontùlans les rabat- 
leiiients des divers plans projetants., toutes ces génératrices sont parallèles et -il 
eu sera de même de leurs perpendiculaires, il Sutlira doue do répéter.sur cbacune 
les constructions faites sur Ç> et nous déterminerons une courbe k', qui n'eat.pas 
!e rabaiteuienl de la section droite, mais qui servira à la construire. * - -< 

Lu cITetla droite m‘n est perpendiculaire à H’, puisqn’elle.est snrjen plaapar- 
(lendiculairc à la fois au plan P et au plan horizontal et par conséquent i leur 
luicrsccliou , elle sera donc le rayon de rabattement du point a, qui se portera 
wu n'. On déteriuincraii de la même manière tous lës pointa du rabattement C' 
(le la section di;oile C. [ - . . , 

VtiuièHie nuiiltode. La construction ae simpliflerail eu prenant un nouveau piai» 
vertical de projection parallèle aux génératrices di'oiles de la surface cylindriqnia, 
et ensuite en rabattant le plan de section droite, sur le plan boriaontal ou en coasi> 
dmnt le plan de section droite comme un nouveau plaahociaontal de projection. 

Dt>t>elopper le ciflindre. Puisque toutes les génératrices sont perpendiculaires 
à. la section droite , prenons(«u la transforntée rectiligne ««", puis élevons des 
l^r 4 >endicii]aîres aV, a"a^ aux extrémités, elles comprendront entre elles la sur- 
lacoqyliudrc dt^loppce^cn supposant toutefois qu'on u'elleclue le déroulement 
du cylindre qu'une. seule fois. 

3* happorter sur le développement une courbe ti^e tiir le rylindw 9bnt on éoii' 
Hmt le$-.projeciùuu. Les constructions précédentea nous conduisent diroctemcat » 
, la transformée de la base du cylindre ; en elTet , nous avons eonstruit les rabatte- 
ments .de toutes^ les portions des génératrices comprises entre cette base et la 
' setelioh droite; si donc ayant ouvert le cylindre en un point ■ de la section |,-ou 
suivant la géncrutlrlci» droite G,, qui y passe, nous prenons sur la transformée -de 
la seclieu droite des |>erlies an! ~ au', et en assez grand nombre ,ensuiteque par 
tous les points ainsi obtenus nous élevions les pei'peudicuiairas «V, .i>y, 

qui ubus représenteront les génératrices G,, G il n’y aura plus qu’à porUê- 

'sur elles Tes dit^nces comprises entr^la base et la section droite , distances qui 
sont doDoeps cil pn'....., la courbe B' qui passe 'par les extrémités de cos droites 
i >l la transformée de la base du.cylindre.. >.<■' 

Au moyeu de la transformée de là base du cylindre, on obtient facilement les 
transformées de toutes les autres courbes tracées sur le eylindre , et cela en por- 
tant^ sur les génératrices au. développement et en partant des divers, points délite 
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tratuforoMe de labaMdes'ioagii^nrs égelesaux p*rlic« eoreprÎMe eolre oeUe.hMi> 
ei la ooerbedoaton obe#cbe la transforinée. . . 

4* C)^n mener h lan^nie en un p«mt de la iran^forméa. ObaervoM que la iaii> 
geste au point m, doit -étae sur 4e plan langeai dout l'intersetlieD avec le plan 
de eeetion ilroite est unêtangjsale A feaeotion draile. Menons laUrace du plan 
ungent, elle rencontre celle du |>lan P en I, maisli\ tangei^ à la seclion'drdite, 
qui est l’intersection de ces deux pians, rencontrera le plan horisonial en oe nsème 
point t, qui^ne' variera pas pendant le dévcioppemeta, donc nette tangente aéra 
donnée en jd'< Or, dans le développement; la tangente è uTie courbe lui demeure- 
tangente, donc, -6' se confondra avec le point i ae trouvera loujouiâ k une' 
diatanca^du point n veirs le pav>t«, il. fiiudra donc prendrc,N'i‘=a’i, joindre 

<y. ée sera la tangente B rapportée gur la inMMflirmde. -n> . .. 

318 Mf. Nous avons indiqué dcar métbod.eé { n* 373, 4 *> {mur construire la 
section droite d’un cylimlrc, celle que l’on doit .préférer est sans contredit la 
Inonde qui consrsteé cbangcr de plan vertical de ptojei.tion , ce qui est focife , 
lorsqu'il s'^il d'im cylindre donné par sn base ou trace horitooule et les projéc^ 
lions de la droite'D à laquelle ses génératrices droites sont parâllélés, puisqu’il 
sulBl de eonnattre la projection D*' de la droite 1) sur- le nouveau plan vertic^ 
do ptpjeciibn dont la ligne de terre L'T' est prise parailéld è 0*. 

Mois si nous avons exposé la |>reiuiére méUiode, «est qu’elle nous permet «le 
uioplrer une application dn prioeipedontnouaaronsparié^ns la preniii»q partie 
de ce cours ( n*- 456 , page 87 ) y et qui consiale , lorsqu'il s’agit d'un problème 
plan , à finro passer une partiedu syslétnc dans l’espace pour anriver souvent avec » 
facilité é ta solution du* probité proposé sur le système pian. " ’ 

La^. 335 noua en'elTre un exemple remarquable. 

Et en effet : soient données ( /Sg.'335 éir) une courbe Bel quolre.droitea'lSy K,. 

Ü et D , telles que 4 soit dirigé arbitrairement par rapporté la courbe' B ( et qiie ' 
les droites A et k soient rectangulaires ou non entre elles, et que les droies L et 
D soient aussi rectangulaires o«i- non entre eWea. 

.Cela posé-: , • ’ ' 

Menons par un point b' de. la. courbe ^B une droite b'a' coupant la drm(c A ab 
point a', et par ce même point é'. une droite b'if pat^iéle i la droite P , puis par ie 
peint «H une droite a'if perallèloé la droite b, les droites é'if at «*'<f aa.ooupcwnt 
e»anpoiuid’. 

-Faisant la même construction pourchacup des pointa A, b', b", aie., de lacouriM; ‘ 
B) on trouvera ane auile-de peints d, if, etc., qui détermineront une courbe B’; • 
<màen»ada: tacombeb HaMane eaçiimeomiifi^, qtieiU»ermlaambe''B '1 

. .La <»Nrbe B* sem i|Qe socImhi coniqiw «le nriinie eapéija «pie la oourbi* B , aimû 



UD« ellipse, si B ^ nne'ellipsê, i»e parabaJe n Beslu«epar«beie,sfe. 

' Désignims la droilc A par H', fa droile D pir la droite K fiar la droite 
> L par et lepoint d par s*, et h roarbe-B' par H est évideol 4}ue la,oow'be 
G* est la projection horisontalc- de la eénrbe G section faite dam un tylindre 
ayant la courbe D pour iraoe iioriiontale ef^' géndiatricea drostea panjatéos 
borizontalement suivent (les parallôlea à G% par uii plan P cotipd par lu plans 
auxiliaires X ^porallèlcs entre eux et pmsant par les générairicw G dHeyinHlaé}. 
suivant des droites^ I parallèles entre, elles, et projetèu sur le plan lioriiuaUden 
(les parallélesè la droite I*. . ^ , -*•' -j-? 

Quelle liue soit la nature' géométrique de fa courbe.B ,.la courbe B' sen^ 
mèmenniiirc, car si la courbe B b tTne asymptote, la-oourbe B' aura une^^iiiptaHe'; 
si la courbe 11 cSI ferince, la coorbe B' ser% fermée; si la courbe B est coupée 
par une droite en n pointa, b courbe B' sera aussi telle qu’elle sera coupée par 
nue droite en » points. -> •' - / . .v,. • 



De 



rertainet propriélée dont jotàt k afhndre à baee-tetiiim Mnifée.. 



n'V 



^ S73 1 er. -Tout cylindre oblique (non de révolution ) ayant pour s e éti o n drosm 
une ellipse ou une hyperbole jouit de la propriété d'avoir un axé ei la cylindre 
elliptique, est le .seul des trois ‘cylindrM obli(pK!S (jui puisse Atre coopé per «jeux 
pbns de direclipii s contraires suivant des eerek».-" ' 



f* ^ taxe àn qftmdre eUipfiqeù ou Ap p crè o B sii r i 



Concevons une droite A peralléio aux gonératriaes d>iA eylindre ayant pour 
base une section conique E quelconque j fitiaens passer .par b droûe Aum suite 
depbns'M, M', M'', etc., checnn dooea pbnseonpéra la eyfiodre éoivantdnja 
génératrices droites. .*■ - — - ■ v' . ■ 

Jtinei , le plan M suivant les droites G • et- O, , - -r . \ • - ’• 

’ M* • — , G'* et G/, . . \ 

> ■ — ; Ml — GI', et-GV, : 

- ' ete. 1 . • etc. ) . -• 

' , SU b droile A est entré lee couples de druitesG, G/ét G'’, G,'', etc., et M>dq 
pluselte est éqttidîstaiHe de chacune des droites dans chaque couple ,-on 4itx)M 
b droile A èsi Tmcc du cylindre. ■ ^ '* 

- Conoevons b soetion droite d'an cylindre oblique,- oette uéotioo aam.unn 
ellipse E^ ou une hypeibole H, ou une parabole P. Or, si l’on prend b pba de 
-secion droAe pour pbn^ hprixanl^ , b droite A sera vartÿcabj at. pour . que ia 
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ilroiie A. soit hh axo , il faudra que ta trace borizoataieo soit le milieu de toüles 
les cordes des courbes E ou H ou P passant par elle. 

Or, il est évident que cela ne peut avoir lieu qu'autanl que le point a sera le 
centre de la section droite. 

Ainsi , il est démonü-é que parmi les trois cylindres obliques, deux seulement, 
savoir : rdliptiqiie et riijperbolicpje, |»cuTent avoir et ont en effet un axe qui est 
la droite passant. par le centre de la section droite et parallèle aux génératrices 
druites du cylindre; et il est évident que toute section faite par un plan quel- 
conque i travers l'un ou l’autre de ces doux cylindres, aura son centre sur l'azr. 

2* Seclioiu circulaires du cijlmdre elliptique. • 

Lorsque l’on cberche si une surface peut être coupée par un plan suivant ‘ 
un cercle, il faut nécessairement partir do cette idée géométrique que le cercle est 
une ellipse dont les deux axes sont égaux. 

Comme dans un cercle tous les systèmes de diamètres conjugués sont rectan- 
gulaires entre eux, il faut alors faire passer le plan (dont l'inclinaison doit être 
calculée de manière è obtenir une section circulaire ) par une tangente t à lu 
surface et par une droite R perpendiculaire à cette tangente 9, cette droite R 
étant telle qu’elle puisse contenir le centre du cercle à construire. 

Cela posé: 

Si l’on coupe par un plan P (|uelconque un cylindre elliptique, on sait que la 
section E aura toujours pour centre le |)oint o en lequel l’iute du cylindre est 
(-oupè par le plan P. * - 

Cela posé- 

Si l'on prend un point m sur le cylindre i et si l'on construit le pian T tan- 
gent. en ni à celte surface 1, il faudra que le pbn ( m, A ) passant par le point ni 
et l'iute A du cylindre 2 soitqvcrpendiculaire au plan T, pour que menant par le 
point m un pian P quelconque coupant le plan T suivant une tangente 9 elle plan 
( IA, A ) suivant une droite R, les deux droites R cl 9 soient rccUingulaires entre 
elles, puisque la droite R doit contenir le centre du cercle C, section faite dans la 
surface 2 par le plan P. 

Il est donc évident qu’ayant construit la section droite E du cylindre elliptique 
le point in devra être l’un des quatre sommets do celte ellipse E. 

Cela posé : 

Désignons par a et a' les extrémités du grand axe et par b et ê' les extrémités du 
petit axe dé la section droite E,cl construisons les quatre plans T, T', 0, 0' respec- 
tivement tangents bu cylindre 2 en chacun des sommets a, a',, b, b' de l’ellipse 
S* rAiTix. 21^ 
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Cos quatrâ ptaos détorasineroBt par l«irs inia'seelioiH deux à deux UQ paisme 
droit A ayant pour section droite le reetaogle ciroonscrii k l'ellipse E et construit 
sue ses axes. , > > 

Pour obtenir une section circulaire il faudra couper le {«risme A par un plan P 
dirigé de telle façon que la section soit un carré. i 

Or l’on ne peut couper deux plans verticaux T et O rectangulaires entre eux , 
suivant deux droites perpendiculaires entre elles , que par un plan perpendicu- 
laire à i’un des plans donnés T ou 0. 

Le plan P qui donnera une section circulaire dans le cylindre elliptique ^ 
devra donc passer par l'un des axes de la section droite Eou être parallèle à l'un 
de ces axes. 

Cela posé : 

Il est évident que pour que la section faite dans le prisme rectangulaire A suit 
un carré , il faut que le plan sécant soit parallèle au grand cAté du rectangle base 
de ce prisme A. < 

Dès lors désignant par a le demi-grand axe et par é le demi-petit axe de l'ellipst' 
B et par 3 l’angle que le plan P passant par le grand axe de l'ellipse E doit faire 
avec le plan de cette courbe E , on devra avoir : , 

■ - .A 

cos as - 
a 

Pour que le plan P coupe le prisme A suivant un carré, ou le cylindre £ sui- 
vant un cercle C ayant son rayon c^al à a. 

quater. Des plans diamétraux conjugués du cylindre obUque é base section- 
i.vnique. 

Il est évident qu'un cylindre étant coupé par des plans parallèles suivant des 
courbes identiques- ou en d’autres termes superposables, si l’on conçoit une série de 
cordes parallèles dans un cylindre 2 ayant pour section déoite une' ellipse ou une 
hyperbole oii une parabole, les milieux de toutes ces cordes seront sur un plan 
qui prend le nom de plan diamétral du cylindre 2 oblique et & base section-coni- 
que ; et les cordes dont les milieux Sont surle plan diamétral, sont dites cordes con- 
juguées du plan diamétral , ou le plan diamétral est dit : plan diamétral conjugué 
dos cordes parallèles. 

A chaque plan diamétral correspond un système de cordes conjuguées, et 
réciproquement à chaque système de cordes parallèles correspond un plan dia- 
métral conjugué. 

Cela posé : ■ ’ ' . _ 

Concevons, dans le cylindre 2, un système de cordes parallèles , V , Y', Y ", etc. , 
et le plan diamétral P conjugué de ces cordes. ' 
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Traçons dans le (>laa P une droite quelcoD(|ue b , et imaginons , dans le cy- 
lindre 2, une suite de cordes X, X', X", etc., |)ar:iH^w à D, les milieux de ces 
cordes seront sur un plan Q qui sera le plan diamétral conjugué de ces cordes 
X, X',X",etc. 

Cela posé : 1* Les deux plans P et Q se couperont suivant l’axe A du cylindre 2. 

Et en effet. Nous |K>urrons toujours mener un plan % parallèle aux cordes 
Y et X ; ce plan Z coupera le cylindre 2 suivant une section conique E' dont le 
centre sera sur Taxe A si le cylindre 2 est ellipti(|ue ou hyperbolique^ et ce ntéme 
plan Z coupera les plans P et<} suivant deux droites Y, et X, respectivement par 
rallèles aux cordes Y, Y', Y", etc. , et X j X', X", etc. En vertu de ce que le plan 
P est diamétral por rapport aux cordes X , la droite Y, passera par le milieu de la 
cordeX, , et en vertu do ce que le plan Q est dlamitral pur rapportUux cordee Y, 
la droite X, [Msscra par le milieu de la corde Y,; les deux cordes X, et Y, ee 
croisent donc ou centre de la courbe ellipse ou hyperbole B'v les deux plans P 
et se coupent donc suivant l’axe A. 

De plus les diamètres X, et Y, sont évidemment des diamètres conjugués de lu 
courbe E' : donc dans le cas où E' est une ellipse^ les plans tangents T et T' au 
cvlindre 2 et parallèles au plan diamétral Pet les plans tangents 0 et G' au même 
cylindre 2 et parallèles au plan diamétral Q seront coupés par tout plan sécant 
Z, suivant un |>arallélogramme circonscrit à la section E' donnée par ce plan Z 
dans lecylindre eltipiiqne 2'. ' • 

Et dans le cas où la courbe E' est une hyperbole, les plan» diamétraux PeMj 
sont coupés par tuât plan Z suivant les diamètres conjugués de la section E'. 

Mais nous avons mené dans lé plan P une droite D arbitraire; pour chaque 
|)oUtiun nouvelle D. de la droite D, on aura un système diAérent du cordee paral- 
lèles X^, X,' X,", etc.; mais évidemment les milieux de toutes ces cordes parallèles 
un plan P, quelle qoe suit leur direction-, seront toujours sur un seul et métnc 
plan , qhi s»^a le [dan Q. w . • 

Les plans tels que P et Q 'soni dits plan$ diamétraux eaajuguit. Pour un cylindre 
parabolique , on verra facilement que tous les plans diamétraux sont parallèles 
entre enxet que vieux plans diamétronx ne peuvent ètreconjugués entre eux; mais 
à chaque plan diamétral P correspondra une infinité de pians Q, W', Ù", etc., 
parsMéles entre eux et passant chacun par une des cordes paraitèles entre étles 
et conjuguées nu plan P; en sorte que le plan P coupera les pbns Q, etc.; 

suivani'des droites parallèles entre elles et aux géjiératrices droites du cylindre 
p.iralK)lique 2 ; et toüt plan Z coupera : 1* le cylindre 2, suivaol une paraliêlu E', 
2* le plan P suivant uo diamètre Y, de Ë’ et 8* les plans Q, Q', 0"« etc., suivant des 
cordes de E' er ennjugnées du diamètre infini Y . o»- b -MesU. : 



« 
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Si l'ofv considère la seoUon droite du cylindre 2, en aura une ellipse ou une 
hyperbole, ou une parabole,.el il est évidool que parmi les divers systèmes des 
[dans diamétraux conjugués P et Q, dans le oas du cylindre elliptique ou hypar- 
lioiiquc, ou parmi les systèmes composés d’un plan diamétral Pcldcplaos>oordes 
Q'> Q'S etc* (les plans P et Q, Q',..... étant conjugués entre eux ) dans le cas 
du cylindre parabolique, il existera toujours un système rectangulaire, qui sera 
donné : 1* par les plans diamétraux P, et Q, passant |>ar les axes de l'ellipse ou de 
l’hyperbole section droite, ou T par le plan diamétral P, et les plans-cordes Q„, 
Q'o Q'*o etc., passant le plan P, par l’axe inflni de la parabole section droite, et les 
plans-cordes Q, , Q',, Q", , etc. , par les cordes conjuguées de l'axe infini , cordes 
qui seront dés lors perpendiculaires à cet axe infini de la parabole section droite. 

On donne au pian P, le nom de plan principal, ainsi qu'au plan 0, , quand ce 
plan 0, est un plan diamétral. 

Ainsi les cylindres elliptiques et hyperboliques ont deux plans diamétratuc 
principaux, elle cylindre parabolique n’a qu’un seul pian dimnétral principal. 

Ainsi l’on peut dire que le plan diamétral principal est celui qui coupe rectan- 
giilairement le système des cordet parallèles entre elles et qui lui sont cotguguéet. 

Du développement d’un cône quelconque. .. 

374. Développement (T un cône. Nous décomposerons celte question , comme la 
précédente relative au cylindre, en cinq |iartics. 

1* Sectien droite. Toutes les géuérairkes droites d'un cène concourant en un 
même point qui est le sommet du cène, une sphère d'un rayon arbitraire, mais 
ayant pour centre le sommet du cène proposé résoudra la question partielle qui 
nous occupe. Soit t le sommet et B la base du cène (fiq. 236); du sommet t , avec 
un rayon quelconque,décrivoiis une sphère : elle coupe le cène suivant une courbe 
(|u’on détermine facilement, fin effet, M étant le plan méridien principal de la 
sphère , pour avoir le point où la génératrice droite G du cène rencontre la sphère, 
on -suppose le plan vertical (irujetant borixonlaleiuent cette génératrice , et on le 
fait tourner autour do son intersection avec le plqn M .jusqu’à ce qu'il soit de- 
venu parallèle au plan vertical de projection, ou en d'autres termes, jusqu'à ce 
qu’il soit venu se confondre avec le plan M; alors le point tn se porte en m', et sa 
projection verticale est en m", la génèrairieo droite G prend la position G' et ren- 
contre en m' la section méridienne principale de la sphère; dans le retour du plan 
(que nous venons, de considérer) , > le point n' conservera la même hauteur au- 
«lessusdu plan faorixontal de projection et sera toujours le point de rencontre de 
la droite G (pendant son mouvementde rolaiion)avec la sphère. Donc celle ren- 






Digitiicd by Googli 



— «65 — 



contre aura lieu en n ; on trouverait ainsi tous les autres points de riolerteciîon C. 
des deux surfaces conique et sphérique. 

2* Trouver le rl^rloppement de la sMitm droite. La courbe C que noos venons de 
déHrminer étant i double courbure, on ne peut pas en obtenir la «raie grandeur 
ar un rabattement ; dès lors on la suppose tracée sur un cylindre vertical ayant 
pour Iwse sa projection horizontale C*, et on développe ce cylindre i>ar le procétié 
que nous avons indiqué ci-dessus, en observant <)ue la base 6* est alors k scctioa 
droite de ce cylindre;‘la droite «..«/est égale au périmètre tie k courbe C* rectifiée; 
la transformée de la courbe à double courbure C s’obtiedt en prenant des |)orpen- 
diculaires égales aux hauteurs m* de set divers |K>iDts n au-dessus du plan liori- 
zonUd. La courbe C.' donne la vraie longueur delà section droite et 8{>lié(ique C. 

3* Développer le cône. Tous les points de la section droite sont situes sur la sur- 
face sphérique, et par conséquent également éloignés du sommet du cône , donc 
cette courbe se dévolop|)era sur un arc de cercle décrit du même rayon que la 
sphère Cl trticé en «V»*'. La nappe supérieure do cène serait donnée, au dévelop- 
|)ement, par le secteur compris entre les prolongements des rayons extrêmes «'«' 
et s'a*' lesquels comprennent le développement de la nappe inférieure du C4)ne. 

4* Décrire la transformée d me courbe quelconque X située sur le cône. Il faut par les 
divers points de C, mener des rayons qui représenteront les génératrices droites 
du cène au développement, et prendre sur eux des longueurs égales à 1a partie 
comprise entre le sommet t du cône et cliacun des points de la courbe X tracé*- 
sur J30 cène, puis joindre les extrémités do ces longueurs ainli porlé-es par une 
ligne qui sera la transformée X' de la courbe X; nous obtiemlrions la transformée 
delabaseou trace horizontale du cèhc donne par la construction précédente, en 
remarquant que pour chaque point, on a (*). 

Mener latangenteàla transformée. La tangente à la transformée[au|>o(ntm| n'est 
aUlro chose que la position que vient prendre sur le plan du développoinent la tan- 
gente mp à la base, or cette tangciitcct la langenteau point a è la courbe C sont dans 
un même plan tangent à la surface conique le long de la génératrice droite G, et cette 
tangente est l'intersection de ce plan tangent avec le plan tangent à la ajibére au 
|K>int n. Nons pouvons construire ce dernier plan de deux manières : l*cn consi- 




•s 



y*) traïuformce d une courbe tracée eor une «arfeco cylindrique oo coniqae et en*^4»e*iel tur. 
une rorfece déreloppeble peut preeenUr dee poiuU d'inflexion poyrs k ce injet dans Pourreçc qnî a 
pour litre : €<mplémenî 4$ pédbiéMe dfêcriptive» le mémoire qui e pour titre : Comtruction tU* 
points d* m/krtofi de la transformé d’um courbe plane ou d double eour^re trac4e sur une surface 
développable i'ai publié pour U première fois ce mémoire dane le 27* cahier du ioarnal de I*ficoIr 
polyterboKisc. 
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(léranl (a sphère comme une suHauc tic révolulioD ayant pour axe son tliamélre 
vertical, menant donc (n* 252) la tangente en ■' au cercle A,.chcrcl>ant sa 
trace horizontale p', la rarocnaot.cn p et menant H’' perpendiculaireà ce sera 
la trace horizontale du plan tangent cherché. 2° Le plan langent à la spbér^st 
perpendiculaire i l'extrémité du rayon , qui aboutit au point de contact , nous 
sommes donc conduits à mener par. le point a un plan perpendiculaire au rayon 
un ( n*83), mais comme nous ne cliercbons ici que la trace liorizontale du plap 
tangent , nous construirons au point n une verticale du plan, puis par la trace de 
celte droite iiieuant une perpendiculaire à s*a\ on aura 11''. Les traces il' et H" 
se -coupent en un ftoint p, et hi droite pn* sera la projection horizontale T* delà 
tangente T à la courbe C au point n, on en conclura T'. Cela posé, on a dans 
l'es|Kic<' un triangle mpn rectangle en n, or le cété tan est construit sur Icdéve- 
lop|iciuenl en mV, la tangente T i la courbe C vient se porter en 1]' tangente à 
I'.', puis la longueur de l'hypoténuse étant donnée en nip, si du point m ' comme 
centre et avec un rayon égal à inp on décrit un arc de cercle coupant T' en p', la 
droite m'p' sera la tangente demandée. Il faut avoir soin de prendre le point p' du 
c.èté convenable par rapport au point n', et pour cela il sullit d'examiner si le 
poini pse trouve du côté de la génératrice droite suivant laquelle on aurait fendu 
le cène ou du oèté opposé. 

Itemarquons que le plaît qui donne la section droite du cylindre est ce que 
devient In tphire employée dans le problème actuel, quand le sommet du in'Vfli; 
s'éloigne i l’infini* 

.174 Ht. Toute turface conique oblique ( è base-uciion conique) jouit de la proprii'U-, 
d'avoir un axe. 

Menons par le sommet s d’un cône ^ ayant pour trace sur le plan horizontal 
une section conique E, une droite A située dans l'intérieur de ce cône ; par 
rette droite A menons une série de plana M , M', M", etc., le plan M coupera le 
cône suivant deux génératrices. droites G elG, , le plan H' suivant G' et G'i, le 
plan M" suivant G”, G", et ainsi de suite. 

Si la droite A est telle qu'elle divise en deux parties égalas les angles 

G, G. et G', G', cl G", G"., etc., alors celte droite A sera dite a*e du cône X- 

Examinons donc si une semblable droite A peut exister. 

Le cône 2 peut toujours être cou[)é par un plan P suivant une ellipse £. Pre- 
nons ce plan P pour plan horizontal de projection menons par le sommet s du 
cône une droite D extérieure à ce cône et coupant déS lors le plan P en un point d 
extérieur à l' ellipse E. ' • • 

Par ce point d menons (Jig. 230 ôis) Jeux tangentes à Tcllipse E et désignons 
|>ar ni et m' les points de contact. 
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Cela posé : • . . \ 

Par la droite D faisons pesaerune suite de plans 0, 0'« Q", etc., les traces H*, 
II", H*", etc., passeront toutes par le point d et chacune de ces traces coupera 
l'ellipse E en deux points, ainsi : 

* ' • H* eoupera È en les points 9 et g, 

H*' — g' et g*. . - ' 

H«" — 9 " et g", 

etc., ' etc. ' '' 



Dirisons en deux parties égales les angles gtg„ q’i^„ g'V't» «IÇ-» P«r les droites 
I , I',,.!", etc., qui riendrontcoupèr respectivement les cordes gg,, gY„ g"g“„ etc., 
de rellipse E en les pointsj, j',)", e|c. 

il est évident que les points m, j, j', etc., et mf seront sur un arc de 
courbe y. 



Cela fait : 

Par ia'génératrice droite sm du cdne £ faisons passer une suite de plans H , 
R', R*,clc., les traces H', U*', U*", etc., de ces plans passeront toutes par le pmnt 
in et chacune d’elles coupera l'ellipse E en un second peint r , r*, r", cto. 

Divisons les angles rtm, etc., en deux parties égales par les droites 

L, L', L", etc., ces droites couperont les cordes nu, r'm, r'’m, etc., de l'ellipse 
E , respectivement en les points /, f, C, etc., et tous ces points formeront évi- 
demment une courbe fermée d passant par le point m et tangente en m à l'ellipse E. 

Or , il est évident que ks deux courbes j et y en vertu de leur forme et de leur 
construction se couperont en deux points, dont l’un sera lepoint met nousdésigne- 
ro'ns le Second point par n. 

Je dis que la droite m est taxe du edne 2. 

Et en effet : 

Menons un plan Y perpendiculaire à la droite m , comme cette droite sa est 
évidemment dans l’inlérieur du cône 2 , ce plan Y coupera le cône suivant upe 
ellipse B. 

Maintenant isi nous menons par les drôites D et sa un plan, il coupera le cdnc 
suivant deux génératrices droites G, etG/et la droite ta divisera en deux partiés 

égales l'angle G,sG.'. < ^ 

Si nousmenons par les droites sa et sm un plan il coupera le cdnesuivaai deux gé- 
nératrices droites k et é' et U droite ta divisera en deux parties égales l’angle KsK'. 

Cola posé : •• ' 

'Le plan Y coupera la droite sa en un point 0 et les droites G., G', et K, K' en les 
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puiiils g, ÿ', k, k', et l'on aura évidcmmenl en ligne droite les points g, g^ et o, 
k, k' et 0 , et de plus, évidemment aussi on »~g 0 =g'o et ko==à'«. . 

Le point o«tl donc le centre de l'ellipse B. 

Dès lors , il est démontre que la droite ta est l’axe du eùne 1, et en iiièiue 
temps il est démontre que tout cène à base^éction conique jouit de la propriété 
d'avoir un axe. 

De» plans diamétraux conjugués du cône oblique à basc-section conique. 

374 ter. Puisgue toute surbcc eonique à bsse-Seciion eoniquepossède un axe 
A , nous pouvons représenter une surfttce conique per sa. base elliptique £ et 
son axe A mené par le centre o de celte ellipse et perpendiculairement au plan de 
cotte courbe que nous prendrons pour plan liorizontal de projection; le sommet 
s du cène sera situé sur l'axe A. 

Cela posé : 

Menons une droite D coupant la nappe inférieure du cène en deux points d et 
(f; supposons une suite de droites D', D'', D'", etc., parallèles entre elles et à la 
droite D; prenons les milieux p des cordes interceptées par la nappe inférieure 
et la nappe supérieure sur chacune de ces droites parallèles; tous les poinls p 
seront sur une surface A passant par le sommet s du cène. 

Cela pose, je dis que la surface A n’ost autre qu'un plan. 

Et ou eiïet : * • 

Menons une suite de plans X, X',X", etc., parallèles entre eux et aux cordes D, 
ces plans couperont le cène respectivement suivant des sections coniques 3, 3', 
3", etc. , qui seront semblables cl semblablement placées. Toutes les cordes de 3 
parallèles à D auront leur milieu sur un diamètre a conjugué deD; toutes les 
cordes de J' parallèles à D auront leur milieu sur un diamètre a conjugué de D, 
et ainsi do suite. ‘ 

Or, en vertu de la théorie de la similitude, il est évident que tous les dia- 
mètres «, a, a", etc.^ sonrixirafléles entre eux et dans un plan P passant par le 
sommet s du cène. 

'Ainsi, le cène à basc-section conique a une inCnite de plans diamétraux. 

' Concevons un plan diamétral P et le système de cordes D qu’il ditîsc en deux 
parties égales, on dit que les cordes Det le plan P sont conjugués entre eux. 

Cela posé ; 

Étant donnés un plan diamétral P ei le système de cordes conjuguées D, 
menons dans le plan P (qui est intérieur au cène et le coupe suivant deux géné- 
ratrices droites) deux droites arbitraires ■ l'une il. coupant la nappe inlerieure 
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du cdne en deux poinls, et l’autre k coupant la nappe inférieure et supérieure 
du cùne et chacune en un point. 

Toutes les cordes' parallèles à B auront un plan diamétral conjugué Q et qui 
sera intérieur au cène , et toutes les cordes parallèles à K auront un plan diamé- 
tral conjugué R et qui sera évidemment extérieur au cène. 

Ces trois plans P, Q, R , sont dits plans diamétraux conjugués; et ils se coupent 
deux à deux suivant trois droites X', Y', Z', qui sont dites diamètres conjugués du 
cène. 

Trois plans diamétraux conjugués d'un cène jouissent donc de la propriété 
suivante ; 

Savoir : que lesdiamélres conjugués X', Y', Z', suivant lesquels ils se coupent . 
deux à deux , sont respectivement parallèles aux systèmes de cordes parallèles 
entre elles et divisées chacune en deux parties égales par les plans diamétraux 
conjugués. 

Si nous faisons passer par l'axe A deux plans P et Q coupant l'ellipse E suivant 
des diamètres conjugués de cette court>e, le plan R sera perpendiculaire à l'axe 
A , et par conséquent perpendiculaire aux plans P et Q si les plans P et Q cou- 
lant le plan de l'cIlipsc E suivant les axes de cette courbe, les trois plans conjugués 
Pi 1 Qi » R. (ainsi déterminés) seront rectangulaires entre eux et ils se couperont 
deux à deux suivant trois droites A , X, Y, qui seront rectangulaires entre elles. 

Ainsi, un cène admet une infinité de systèmes de plans diamétraux conjugués 
obliques et un seul système de plans diamétraux conjugués rectangulaires; ces 
derniers prennent le nom de plans diamétraux principaux. 

Ainsi , une surface conique jouit de la propriété d’avoir trois plans diamélrau-r 
principaux. 

Les droites X, Y, rectangulaires entre elles et à l'axe A jouissent évidemment 
de la même propriété que cet axe A , savoir : que tout plan mené par chacune 
d’elles coupc la surface conique suivant deux génératrices droites dont l'angle 
formé par les parties situées pour l’une sur la nappe inférieure et pour l’autre 
sur la nappe supérieure du cène est divisé en deux parties égales par cette droite 
X ou Y. 

Ainsi, une surface conique à ((ase-section conique jouit de la propriété d’avoir 
trois axes rectangulaires entre eux, dont l'un A est dans l’intérieur du cène et 
dont les deux autres Z et Y sont extérieurs au cène. 

il suit encore de ce qui précède que si l’on a un système de diamètres conjugués 
X'', Y', Z' (le diamètre Z' étant intérieur au cène), si l’on mène par X' deux 
plans T et T' tangents au cène suivant les droites G et G', les trois droites G , G', 
Z' seront dans un plan diamétral P passant par Y'. 

2' rxRiiE. 22 
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El (le nàmc, si par la (iroile Y on mène doux plans 0 l't 6' langeuls au 
(x'tnc suivant les droites K et K', les trois droites K, K', Z' seront dans un plan 
diamétral Q passant jwr X', et les trois plans (Z', X') ou Q , (Z', Y') ou P et (X',Y') 
ou R seront trois plans diamétraux conjugués du cdne. 

074 quater. Les plans diamétraux principaux P,, Q, et R, d'une surface (xmique 2 
à hase section-conique, coupent chacun celle surface en deux parties symétri- 
ques; dès lors, si l'on décrit du sommet a du cène comme centre avec un rayon 
arbitraire une sphère S , les deux surfaces 5 et 1 se couperont suivant une courbe 
, laquelle sera symétrique par rapport aux deux plans diamétraux principaux P, 
et Q, qui se coupent suivant l’axe intérieur A du cône 1. 

Si donc on coupe la courlie X par un plan R' parallèle au plan R, , on obtiendra 
sur celte courbe quatre points u , n, n", n", qui seront les sommets d’un rec- 
tangle; et si l’on construit en chacun de ces points une tangente à la courbe X, 
011 aura les tangentes : 9 en n , 9' en n, 9" en n", 9"' en n". 

Or, en vertu de ce que la courbe X est symétrique par rapport aux plans P et 
0, il est évident que ces tangentes se couperont deux à deux en des points situcis 
sur les plans P, et 0, , de telle manière que les quatre tangentes 9, 9', 9", 9"', for- 
meront un quadrilatère gauche. h » 

Si par deux tangentes qui se coupent, ou , en d’autres termes, si par deux edtes 
adjacents du quadrilatère gauche on fuit passer un plan , on aura quatre plans 
passant respectivement par les quatre côtés du rectangle {nn'n'n") et qui seront 
chacun tangent en deux points à la courbe X. 

Dés lors, on voit que si l’on lait rouler un plan sur la courbe X de manière à 
ce qu’il soit tangent à celle courbe et en deux points de cette courbe, on ob- 
liendra pour surface enveloppe un cylindre; et comme l’on peut faire rouler 
un semblable plan de deux manières dilTérentes sur la <x>urbe X , on pourra tou- 
jours placer cette courbe X sur deux cylindres <j< et ij,', dont l’un aura ses géné- 
ratrices parallèles à l’axe X et dont l’autre aura ses génératrices parallèles à 
l’axe Y du <M)ne i. 

De sorte que les deux cylindres iji et i|/'sont rectangulaires entre eux. 

Mais si l'on remarque que la courbe-intersection de la sphère S et du cône 1, 
se compose de deux branches X et X' : l'une X située sur la nappe inférieure , et 
l’autre X' située sur la nappe supérieure du cône 2 , on voit de suite qtK ces 
deux branches X et X' sont symélritjues |>ar rapport à chacun des trois plans dia- 
iHclraux principaux P,, Q, et R, , cl que l’on peut faire rouler de deux manières 
dillérentes un plan langent à l’une et à l’autre de ces branches; en sorte que par 
lesbrancbesXetX'on peut faire passer trois cylindres dont les génératrices seront 
respectivement parallèles aux trois axes A , X , Y du cône 2. 
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Des noeuds que peut offrir l’une des projections de la courbe-intersection d'un cône 

et d'une sphère. 

"■ • 

375. Il arrive quelquefois que la projection verticale de l'intersection d'une sur- 
face conique par une sphère concentrique possède un nœud, s-ans que la courbe 
dans l'espace présente cette circonstance. Cela doit évidemment arriver lorsque 
le plan mené par le sommet du cène parallèlement au plan vertical coupe à angle 
droit et en deux parties égales une corde de la base du cône; car si l'on unit les 
extrémités de cette corde avec le sommet du cône, on aura deux génératrices 
droites de la surlàce conique sjDiétriqucmcnt placées par rapport à ce plan méri- 
dien, de sorte qu’elles ont môme projection verticale , et elles vont dès lorscouper 
la sphère en deux points, situés aux extrémités d’une corde perpendiculaire à co 
plan méridien et qui ont par conséquent meme projection verticale, donc la 
projection verticale de l'intersection présentera pour ce point un nœud qu'il est 
facile d’après cela de construire directement. On conçoit que si celte symétrie se 
présentait plusieurs fois, la projection offrirait autant de nœuâs. Enlin si la base 
de la surface conique est une section conique ayant un axe sur la trace de ce plan 
méridien , la projection verticale sera une courbe non fermée, parce que la courbe 
dans l'espace est divisée par ce plan en deux parties , qui ont même projection 
verticale. 

376. En général, ayant deux surfaces S et S' qui se coupent suivant un courbe 
G, on peut se proposer de déterminer les noeuds des projections de celte courbe 
d'intersection C , si toutefois ces nmuds exisbenU Cherchons , par exemple , les 
nœuds de la projection verticale C ; pour cela, dans l'une des surfaces S , nous 
mènerons une série de cordes perpendiculaires au plan vertical de projection , 
et nous ferons passer une surface 1 par les milieux de toutes ces cordes; dans 
l'ajitre surface S' nous mènerons de môme une série de cordes perpendiculaires 
au pian vertical de projection et nous ferons passer une surface ï' par les milieux 
de toute ces cordes , et la projection verticale de l’intersection des deux surfaces 
2 et 2! passera par les noeuds de G', s'il en existe ; on trouverait de même les noeuds 
de C‘ (•). 



(■) f'ofnr l'oiiTra^ qui • pour lilr« : Oerttoffmiunts it féométrit ieseriptfte. cfc»p. III, IW. 
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CHAPITRE IX. 

DES SURFACES TANGENTES, APPLICATION AUX OMBRES ET A LA PERSPF.CTIVE. 



377. Deux surfaces sont dites tangentes l'une à l'autre en un point m, lorsqu’en 
ce jwint le plan tangent à l’une des surfaces est en même temps tangent à l’autre. 
Deux surfaces seront dites tangentes l’une à l’autre le long d’une courbe C , lors- 
iju’cn chacun des points de cette courbe les deux surfaces auront même plan tangent . 
Si donc l’on coupe les deux surfaces par un plan passant par un point de contact, 
les courbes d’intersection auront en ce point même tangente. Si l’une des sur- 
faces est réglée, on peut mener le. plan sécant par la génératrice droite G passant 
par le point m contact des deux surfaces données-; cette génératrice G sera donc 
tangente à l’autre surface. 

D’après cela , on voit que pour construire une surface conique ayant pour som- 
met un point donné « et qui soit tangente è une surface donnée S, la méthode 
générale consisterait à conduire par le point s une série de plans sécants coupant 
respectivement la surface S suivant des courbes D, B'... et à mener par ce point i 

des tangentes à chacune de ces courbes do section B, B' et ces tangentes seront 

les génératrices droites do la surface conique demandée. 

Si la surface S est une sphère , on fera passer les plans sécants par le point s 
et par le centre de la sphère ; dans ce cas , ht surface donnée est de révolution , 
et le point « est sur l'un des axes do rotation de cette surface , donc le cène tan- 
gent sera de révolution cl aura même axe que la surface proposée, et il touchera 
la sphère tout le long d’un cercle ou parallèle (n* 248). 

Plus loin nous verrons comlüent la méthode générale, indiquée ci-dessus, 
doit être modifiée suivant le mode de génération particulier de la surface S 
donnée. 

378. La série des points de contact de chaque génératrice droite du cène tan- 
gent ik une surface quelconque S forme (sur cette surface S) une courbe C , qui 
prend en général le nom de courbe decoutaei. 

Mais si l’on suppose que le point t est ui^pohit lumineux , il est évident que toute 
la partie de la surface S comprise dans l’intérieur de la surface conique et dirigée 
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•. 4 

vers le somrael i sera éclairée , et <)UR l'autre partie sera dans l’nmhre , car elle ne 
pourra recevoir aucun rayon de lumière ; c’est pourrfuoi , dans ce cas, la couri>e C 
prend le nom de Uyne de aération if ombre et de lumière (n» 181). Si la surCice co- 
ni(|ue , qni prend le nom de cène lumineux, est prolongée et coupée par un plan ou 
une surface quelconque S' suivant une courbe C', il est clair qu'aucun point <le 
celte surface compris dans la courbe d'intersection C’ ne peut recevoir de rayons 
lumineux, le reste de la surface étant éclairé ; l’existence de cette ombre pro- 
vient donc de l'interposition de la surface S, et l’espace de la surface S' renfermé 
par la courbe C' prend le nom d’omére portée de la surface S sur la surface S'. 

Si l'on suppose que le point s soit l'œil d'un observateur regardant la surface 
S, chaque généralricc du cène prend le nom do rat/on visuel, aucun rayon visuel 
ne pouvant parvenir à l'oeil de l'observateur des divers poiiHs situés au delà de la 
courl>e C, la surface semble pour l'observateur terminée à cette courbe, qui 
prend par cette raison le nom do contour apparent. Si l'on coupe la surface conique 
[>ar une autre surface qu'on nomme r<i6/rnu( laquelle est généralement un plan 
siiuécntrol'œilsel lasurfaccS), tous les rayons visuels viendront peindre sur le 
tableau l'image des divers points de la surface, do sorte que si l'on enlevait le 
corps lu*i-mèmo, mais en conservant l’image ainsi peinte sur le tableau , l'œil de 
l'observateur placé en s éprouverait encore les mêmes sensations; cette imago a 
reçu le nom de perspective de la surface S. 

379. Si le point s s'éloigne à l'infini , la surface conique dégénéré en une sur- 
face cylindrique tangente à la surihee S le long d'une courbe C, qgi prend encore 
les noms de courbe de contact , ligne de séparation d’ombre et de lumière, contour 
<rpparent, suivant que l’on considère la question sous l'un des trois points de 
vue précédents, savoir : 1* point de vue purement géométrique ou 2* et 3° point 
de vue d’application aux ombres et perspoclive. Mais au poin^ do vue géométri- 
que, si l'on prolonge la surface cylindrique tangente et qu'on la coupe par un 
plan perpendiculaire aux génératrices, l'interseclion prend le nom de projection 
complète de la surface S ( n* 191 ). 

■379 bis. Il faut établir d'une manière nette ot précise la différence qui existe, 
lorsque l'on emploie la langue graphique, entre, dire: qu’une surface est com- 
plètement définie et écrite, ou dire : qu'une surface est complètement projetée sur 
l'un des plans de projection. 

Pour résoudre les problèmes proposés sur une surface, il n’est point nécessaire 
<|ue cette surface soit complètement projetée , mais il faut toujours qu’elle soit 
roniplélement dessinée et écrite. 

Nous l'avons déjà dit , une surface est complètement dessinée et écrite, lors- 
qu’elle est donnée par les projections de certaines lignes qui sulfisent pour pou- 
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voir déterniiner les projectioos d’un point quelconque situé sur ceue sucface. 

On désigne par le nom depnjection complète sur M pian P d’une surfaœ donnée 
2,, la projection sur ce plan P de la courbe de contact de la surface X et d’un 
cylindre qui , ayant ses génératrices perpendiculaires au plan P, serait langent 
à cette surface 

Les deux projections complètes d’une surface éUrnt données sur le plan hori* 
/.onlai et sur le plan vertical du projection ne peuvent donc évidemment suffire 
pour représenter complètement la surface, pour la délinir, car évidemment plu* 
sieurs surfaces dilféreriles entre elles peuvent avoir les mêmes projections oom> 
plûtes , puisque l’on peut sans peine concevoir plusieurs surfaces tangentes en 
même temps à deux cylindres donnés de forme et de position dans l’espace. 

Aussi , la projection complète d’une surface sur l’un des plans de projection 
horizontale ou verticale ne peut être utile que lorsqu'il s’agira de connaître les 
|H)ints du plan horizontal ou du plan vertical de projection qui sont nécessaire- 
ment les projections horizontales ou verticales de points appartenant à la surface 
ilonnèe. 

D'après ce qui vient d’être dit, on voit que la projection complète d'une sur- 
lacc sur l’un des plans de projection est une courbe qui renferme sur’cc plan 
un espace tel que chacun de ses (toints est nécessairement la projection d' un point 
de la surface donnée. 

Lorsque l'on veut donner une représentation complète d’un corps, on est 
obligé de construire la projection complète de ce corps. 

Lorsque l’on cherche les intersections de plusieurs surfaces entre elles ^ il est 
utile de projeter complètement ces surfaces, parce que les projections des 
courbes d’intersection peuvent être |)Jus facilement déterminées, lorsqu’elles 
doivent être tangentes aux courbes dites projections complètes des surfaces, 
ce qui arrive lorsqu'elles ont des points communs avec ces eouiiras; et d’ailleurs 
il est évident que cela doit être, car désignons par let l ' deux surfaces se cou- 
lant suivant une courbe C; désignons par J et J' les courbes de contact des 
surfaces et 2 avec les cylindres tangents et projetant complètement ces surfaces 
sur le plan horizontal de projection , ou aura les courbes C‘, J‘, J'*. 

Si la courbe C coupe les courbes J et J', la première au point m et la seconde 
au point m', on aura m‘ situé à la fois sur C‘ et J* cl m'* situé aussi à la fois sur 
C‘ et J'\ 

Mais il est évident que le plan T tangent en m è Ut surbee 2 sera perpeodicu- 
iaire au plan horizontal de projection , donc H’ sera une droite tangente à la fois 
à C' et J* et au point m* ; H en sera de même pour le point m'* commun aux courbes 
C* et J'*. 
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Les points tels que m‘ et m'*,en lesquels les projections horizon tnics des contours 
apparents J cl J' sont tangentes à la projection C* de la courbe C interserlion des 
deux surfaces données, sont dits poinu limites de la projection C‘; on obtiendrait 
de la uièmc manière points limites de la courbe C*. 

380. On a vu dans ce qui pré*cèdo que le problème de mener un ct'inè 

langent à une surfaee peut être résolu sous trois points de vue différents : 
1* comme problème de géométrie descriptive, c’est-à-dire sous le point de vue 
théorique; 2* comme problème d'ombre, il est alors lié à la détermination de 
l’ombre portée; 3” comme problème de perspective, il doit alors être accompa- 
gné de la détermination de la figure tracée sur le tableau. Nous allons l’examiner 
sous ces trois faces, mais nous ferons tout d'abord remarquer que dans le dernier 
cas, la surface tangente est nécessairement une surface conique, et que dans 
les deux premiers, on peut supposer que la surface tangente est une surface cylin- 
drique, ou, en d’autres* termes , est un cône dont le sommet est trans|)orté à 
l'infini sur une droite donnée de direction. ^ 

Problème de géométrie théorique. 

381. La méthode générale (n* 377) ne doit pas toujours être préférée , il faut 
se guider sur la nature particulière de la surface S. Une surface peut toujours 
être considérée comme engendrée par le mouvement continu d’une fi^e; cela 
posé, on peut distinguer trois modes principaux de ce mouvement. 

1* La surface 2 étant engendrée par une courbe C se mouvant |)arallèlcmeni à 
elle-même, un doses points oi parcourant une courbe gauche D sera l’enveloppe 
il’un cylindre mobile A ayant pour génératrices des droites successivement paral- 
lèles aux diverses tangentes de la directrice D. Cela posé, si l’on conçoit le cône 
tangent S demandé, ce cône étant tangent à la surface 1 suivant une courbe K 

( à construire par points), celte courbe K ira couper en divers points p, p' la 

courbe C dans scs diverses positions; pour chaque point p d’intersection, la 
surface 2 , la surface cylindrique A et la surface conique S sont tangentes entre 
elles, et ont par conséquent même plan tangent ; or, le plan tangent à la surface 
coniqueSduit passer par son sommet s; si donc par ce point s on mène le plan lan- 
gentà la surface cylindrique A(n*235), la génératrice droite de contact ira couper 
la courbe C en un point p, qui sera par conséquent un point do la courbe K ; en 
répétant cette construction pour un grand nombre de positions de la courbe C, on 
obtiendra autant de points p que l'on voudra de cette courbe do contact K, la- 
(|uelle, avec le sommet s, déterminera complètement la surface conique deman- 
dée S. 
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2* La surface I peut être engendrée par une courbe C se mouvant parallèlement 
à elle-même, de manière à changer de grandeur en restant toujours semblable 
et semblablement placée, l'un de sespointsm parcourant une courbe gauche D. La 
surface 2 est alors l’enveloppe d'un cène mobile A, et si l'on conçoit lecAne S 
tangent à la surface I , la courbe de contact K du cène S et de la surface 2 cou- 
|>era respectivement la courbe C en chacune de ses diverses positions ; désignons 

par p, p' les points de rencontre de la coufbe K et des diverses positions C, 

C'.... de la courbe mobile et génératrice C ; |)our chaque point p d’intersection , 
la surface 2 et les deux surfaces coniques A et S sont tangentes entre elles, et 
ont par conséquent même plan tangent. Or, le plan tangent à la surface conique 
S demandée doit passer par son sommet s. Si donc par ce |>oint » on mène le 
plan tangent à la surface conique A déterminée par deux positions successives de 
la courbe génératrice C (n*225), la génératrice droite de contact ira couper la 
courbe C en un [loint p, qui sera par conséquent un point do la courbe K. En 
lépétaai cette construction pour un grand nombre de positions successives de In 
courbe C, on aura autant de |x>ints que l'on voudra de la courbe K, qui, avec 
le sommet s, fera connaître la surface conique demandée S. 

3" Enlin , la surface 2 peut être engendrée par une courbe plane C, se mouvant 
de manière que l'un de ses points m parcoure une courbe gauche D , et que son 
plan’restc toujours normal cette courbe D. Deux positions successives Pet P' du 
plan de la courite génératrice C se coupent suivant une droite A perpendiculaire au 
planosculatcurè la courbe Det au point m, en lequel leplan Pcoupccettecourbedlrec- 
tricc D ; dans le mouvement infiniment petit à effectuer pour passer de la position 
P à la position P', la courbe C peut être considérée comme tournant autour de l'axe 
A et engendrant dès lors une portion infiniment petite de surface de révolution ; 
de sorte que dans ce cas la surface 2 peut être considérée comme composée d'une 
infinité de portions infiniment petites de surfaces de révolution lÿ, dont les méri- 
diennes sont toutes égales à la courbe C et dont les parallèles sont des cercles 
tangents aux courbes analogues è D parcourues par les divers points de la géné- 
ratrice C. La surface 2 est alors l'enveloppe de celte surface de révolution mobile 4>. 

Si l'on conçoit le cAnc tangent S demandé , la courbe de contact K de ce cAne 
et de la surface donnée 2 coupera la courbe C en chacune de ses positions C, 

C', C" cl respectivement en les points p, p', p" pour chaque point p la 

surface 2, la surface de révolution 4> et la surface conique S sont tangentes, 
c’est-à-dire qu’elles ont même plan tangent; mais le plan langent à la surlbce co- 
nique S passe par son sommet s; si donc par le point t on mène un plan tangent 
à la surface de révolution 4>, le point de contact sera un i>oint de la courbe K. 
•Mais pr un point extérieur à une surface de révolution 4> , on peut mener une 
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iofinil« de plaps lengcnts à cette surface et ont pour emietopp« un cûoê tangent « 
cette surface <l>. Il faudra donc dés lors par le points, comme sommet, oonsiruirc 
un cène M tangent à la surface de révolution la courbe de contact Bdes deux sur- 

faces <l>etJtf ira couper la courbe Cen un point qui appartiendra à la courbe K (•) 
iüi. PnoBLÈuB t. Construire à une surface de rétoluiion S. m cône S tancent et ayant 
sçn sommet en m point donné. On donne le sommets delà surface conique S, "elle sera 
donc entièrement déterminée, si l'on trouve sa directrice ou sa courbe de contact 
K avec la surface de révolution 2; or, par chaque point de cette courbe K passe 
un parallèle et un méridien de la surface de révolution ; on pourra donc déterminer 
cette courbe K de deux manières ; "l* en cherchant sur cliaque cercle ou parallèle les 
points qui appartiennent é cette courbe K de contact ; 2* en faisant la même 
recherche pour chaque courbe méridienne de la surface de révolution 2. 

I* Pour employer la première méthode, dite méthode du parallèle , nous remar- 
quons que la surface de révolution peut être considérée (n* 250, 0* mode) comme 
l'enveloppe d'un cène mobileayant son sommet sur l’axe de révolutiondo la surface 
de révolution donnée 2 et dont les génératrices droites font avec cet axe un angle 
variant suivant une loi déterminée. Si par le point s. on mène un plan tangent à 
chacune de ces surfaces coniques èque l'on doit umsidérer comme titss enveloppée»^ 
les généra ^cosdroitesde contact jrpnt couper le parallèle correspondant en un- point 
de la courhe K. La méthode exposée (ut 225) pour construire ce plan tangent exige 
que l'on connaisse le sommet du cène d, mais on peut y suppléer comme il suit ; 

Soit (/ÿ. 233) A l’axe,. C la courbe méridienne de la suriàcc de révoluiion 
donnée Qt A le pardlléle »ar lequel nous* cherchons les points appartenant à Ib 
courbe de contact K. 1^ para/f«l( A coupe la méridienne C en un point »i;en menant 
en ce point m la Ungente 0 à la coUrbe C, on aura Itr génératrice' droite de l'en- 
veloppée conique particulière 3 It laquelle on doit mener le plan tangent; ^ur 
cela , par le point » on fait pa^r un plan horizontal , qui coupe les droites A.et 
9 en des points oet p„et la Surihâs conique 3 suivant un cercle, ayant son centi^ 
en oet |>our rayon op; puisper le point son mène des tangentes à ce cercle ;.on 
unit les projections horizontales des pointsdo contact avec le point A‘, qui eèt.tn 
même temps la projection liqrizontale du sommet du cène ê , et I'oq a leâ'gèncra- 
tricesde contact des plans tangents menés par le* point a, cites von* coifpèrA^ 
en des points x* et a/* que l'on projette verlicalement en «'et »'*,'et l*oa-&'aio*i 
deux points x et x' de la courbe K cherchée. 

*2* Quant è la seconde méthode dite méthode <{ti-méridimi, on remarque qu'unplan 
méridien coupe t(^ les en des points teb qu’en menant en ces- points 

5S. — r- : . .. I -. é-<~r ~ — ■ ; ' ■ i ■ - 
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lies uiDgentes i ces parallèles, ces langontes sont parallèles ent^e elles et per- 
pendiculaires au pian méridien ; elles rorment donc une surface c) lindrii[ue S qui 
(ayant unecourbe méridienne C pour base ) est tangente à la surface de révolu- 
tion 1 et tout le long de cette méridienne C ; si donc par le points, on mène un 
plan tangent à cette surface cylindrique € , lequel plan sera per|>endiculaire au 
plan méridien corr^pondant à la courbe C, la génératrice droite de contact cou- 
lera la méridienne C en un point de la courbe K chercliée. Ici encore on peut 
avantageusement moiliüer la méthode générale. En effet, si l'on fait tournerautour 
(le l'axe A. {fig.iSS) le système formé de la surface. do révolution 2, du cylindre 
tangent 6 et du point t, jusqu'à ce que le plan méridien M soit venu en M' paral- 
lèle au plan vertical de projection, le plan tangent T à la auribee cylindrique B 
sera alors venu en T' perpendiculaire au plan vertical de projection (n* 247), 
(loues'’ se trouvera sur V’'; de même, l'intersection 0' de ce plan T' |»r le plan 
méridien M' se projettera sur V'; mais 0' est tangente à la courbe méridienne 
située dans le plan M' ; donc si du point s" on mène une tangente 0'* à la projec- 
tion verticale de cette méridienne, le point de contacta:' roprésenlcra un point x de 
la courbe cherchée, ce point x étant ramené en x' dans le plan méridien M', qui est 
parallèle au plan vertical de projection ; si donc on ramène la tangente 0' dans sa 
position naturelle, à savoir celle où elle passe par le, points, point^a:'‘viendra 
prendre la position x, etee pointxscraun point de la courbe Kcherchôe; en ré- 
pétant la mémo construction pour d'autres courbes méridiennes, on aura tant de 
|K)int$ que l'on voudra de la courbe de contact K demandée. Je ferai remarquer 
(|u'e dans le mouvement de rotation le imint s décrit un cercle B, et pour avoir 
a [K>sition s', il. suffit de prendre sur B’ l'arc s*s'‘=3aa'. 

Si l'on voulait avoir le point situé sur le plan m^idien |>assant par a", il fau- 
drait prendre et ainsi de suite. Les points a, a", etc étant les 

intersections du cercle B* par des diamètres de ce cercle B‘, sont aussi bien 
déterminés que possible, c'est pourquoi je crois la méthode que je viens d'ex- 
pliquer préférable (sous le point de vue graphique) à celle que l'on donne ordi- 
nairement et qui conduit à décrire le cercle B, sur le diamètre AVetà prendre 
ses intersections avec les traces horizontales des divers plans méridiens, le 
point P étant alors le pied d'une perpendiculaire au plan méridien M et dès lors 
ce point p appartient à la tangente 0. ‘ 

383. Problème 2. Par une droite donnée mener un plan tangent à une surface 
donnée, il est évident que le problème est quelquefois impossible suivant la 
nature de la surlàce et la position de la droite par rapport à elle. Si , par exemple, 
la surface est développable, le plan tangent doit contenir une génératrice droite 
de la surface ; si donc la droite donnée n’est pas parallèle à cotte génératrice elle la 
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coupera ctseraBécessairemenlUngenteà lasurfaccdunnéeau poiDld’inter&ection; 
il faudra donc par la droite donnée faire passer un pian coupant la surface donnée 
suivant une courbe 7 ; si la droite est tangente à celte' courbe -/ en un point on con- 
struira la génératrice diH>iteG de la surface-passant par le point do contact g et le 
plan de cette génératrice et de la droite donnée sera le plap tangent demandé; mais 
si là droite donnée coupe la courbe d'intersection 7 le problème sera impossible. 

Si la surùce est gauche , on cherchera le point où elle est coupée par la droife 
donnée , on construira la génératrice droite passant par ce point; cette génératrice 
et la droite donnée détermineront un plan qui sera nécessairement tangent i la 
surface (n* !M0) ; dans ce cas, le problème est toujours possible et généralement 
susceptible de plusieurs solutions lorsque la droite donnée rencontre la surface. 

Si lasorfecc est de révolution, le problème n’est pas toujours possible ; dans-le 
casoù le plan tangent existe, on peut l’obtenir par les diverses méthodes suivantes : 

t* Par un point quelconque s de la droite donnée D, comme sommet , on con- 
struit une surface conique tangente à la surface de révolution ( n* 382); tout plan 
tangent àcetlesurfhce conique sera en même temps tangent à la surface de révolu- 
tion etau point où la génératrice droitede contact du cène et du plan tangent coupe 
la courbe de contactdes deux surfaces ; le problème sera donc possible chaque fois 
que par la droite D on pourra-mener un plan langent à h surihee conique. 

2* Le point t peut être choisi i l'infini sur la droite D, alors la surface conique 
dégénère en une surface cylindrique dont les génératrices sont parallèles à la 
droite donnée D; menant donc par cette droite D un plan tengent A cette surface 
cylindrique, on aura' le plan tangent demandé. 

3’ Le cylindre employé dans la seconde méthode serait déterminé, si l’on 
connaissait sa courbe de contact C avec la surface de révolution ; or, cette courbe 
rencontre un parallèle A de la surface de révolution en un point par lequel passe 
une génératrice droite , qui appartient en même temps A un autre sbrface cylin- 
drique ayant pour directrice ce parallèle A et pour génératrices droites des paral- 
lèles à la droite D, et il est évident que ces deux surfaces cylindriques auront 
même plan tangent suivant suivant leur génératrice commune , puisque l’une et 
l'autre auraient en ce point même plan tangent que la sur&ce de révolution , ce 
plan étant déterminé pour l'une par la génératrice et la tangente à la courbe C, 
pour l’autre par la génératricê et la tangente au parallèle A ; donc les bases de ces 
surflices cylindriques sont tangentes. En faisant donc passer par tous les parallèles 
de la surface de révolution des surfaces cylindriques ayant leurs génératrices droites 
paraHèles à la droite donnée D , puis traçant une courbe B qui enveloppe toutes 
leurs bases, borisontales , cette courbe B sera la base horizontale d'un cylindre 
tangent à la surface de révolution ;dansi’exécution, on ne pourra construire qu'un 
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Mruin nombre de eTlindres enve^&pp^‘e» et la courbe B enveloppe de leurs bases 
icudre d'autant plus i se confondre- avec ta véritable base du cylindre tangent que 
Ton aura employé un plus grand nombre do parallèle»; il faudra ensuite mener 
|>ar la droite D un plan tangent à la surface cylindrique ayant pour base cette 
('Ourl>e R et pour génératrices droites des parallèles à D ; il sera facile de- trouver 
U* poirtl de contact avec la surface de révolution, en cherchant le point où elle est 
réneontrée par la génératrice droite de contact, ou encore en construisant lopa- 
rnllètf directeur du cylindre qui est Veiiveloppée correspondante. 

1* Enfin , Montje a résolu le problème en concevant une seoomie surface de 
révolution engendrée par la droite D tournant autour de l'axe A de la surface de 
révolution proposée; cette seconde surface est gauolte, de sorte que le pian 
cherché passant par la génératrice D, sera un plan tangent A cette surface , etpar 
ronséquoiit ce sera un plan tangent commun aux deux surfaces de révolution. Si 
l'on cherche la courbe méridienne de cette seconde surface, et si l'on construit 
une tangente commune aux deux courbes méridiennes situées dans un même plan 
méridien, celte tangente, en tournant autour de l’axe A, engendrera une surface 
conique de révolution tangenleà la fuis'auxdeux surfaces de révolution précédentes 
(n° ‘i48). Si pur la droite D on peut mener un plan langent à cette surface conique, 
ce sera le pian demandé; dans le cas contraire, le problème est impossible. 

883 Ais.Sila surface est engendrée par un cercle B du rayon eoustaul R , dont k 
«entre parcourt une courbe gauche G, le plan du cercle mobile étant iiorronlen 
toutes ses positions à la courbe directrice G, cette surface prend le nom do turjuce- 
rdiml , et l'on pourra, pour la solution du problème : Mener un pian Uutyeni par 
une droiié D d «ne surface-canal, employer la méthode indiquée ci-dessus ( para- 
graphe 3*) et en effet : • 

Imaginons dans l’espace un cercle B du rayon K et ayant son centre o sur 
une droite A et son plan P étant perpendiculaire à la droite A , concevons ensuite 
une droite D faisant un angle quelconque a avec la droite A. 

Cela posé : concevons que le cercle B est la directrice d'un cylindre X dont les 
diverses génératrices droites G seront parallèles- à- la droite 0, cl coupons ce 
cylindre X par un plan, quelconque Q. 

Ce plan Q coupera le cylindre oblique X suivant une ellipse E. Or si nous tra- 
çons sur le cercle B deux diamètres M et N rectangulaires entre eux, ils seront 
projetés obliquement Sur l'ellipse E par le cylindre X en des diamètres M* ei N* 
qui seront conjugués entre eux. Parmi les systèmes de diamètres rectangulaires 
M et N du-cerclc Bon peut choisir celui pour lequel le diamètre M est hurixoïilal; 
alors sa projection oblique M" lui sera égale en longueur et le diamètre N étant 
une bgne de plus grande pente du plan P sera projeté obliquement sur le plan Q, 
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par un plan X pariüMerà la droite D, suivant une droite N° parallèle à la 
projection orthogonale D* de la droite D sur ce plan Q ( considérant le 
plan Q comme un plan horiiontal de projection ) et la longueur de N* wrç'égale 

à CD désignant par a l’angle que le plan P faïUtVêc le plan Q. ^ 

De plus, le diamètre M', qui est pai-alléle au diamètre Met égal à 211, sera,di-' 
rigé|)erpendiuula(ren>eDt à la projection ortlic^onale A!*de la droite Aparleplao<j, 
Cela posé : on devra pour résoudre le problème énoncé, projeter orihogo-^- 
nalcment la courbe C çn C* sur le plan borûoulal et Ç* sur le plan vertical, al' 
encore obliquement en C sur le plan boriaontaL par des droites parallèles ‘i la 
droite D ou par un cylindre oblique A. •*. - -1' 

Les cercles U seront projetés obtiqueraent par des cylindres oblfqut^ 1 et paral- 
lèlemcnti ladroiteü suivant des ellipses £, qui auront leurs centres sur lacqurbe 
C° et dopt un système de diamètres conjugués seca donné per une droite N* pa> 
ralléle à-Dt cl égale à ( a prenant des valeurs diiïérenles, ou , en d'autres 

X 

termes, variant suivant les inclinaisons de* plans des cerclés B sur le plan horizon* 
tal ) et par une droite U* perpendiculaire à la projection'-T* dé la tangente T ù la 
courbe C au point o tenlre du cercle B considéré et cétte droite N* étant ^ale 
à 2R ou au diamètre du cercle B. 

1* On voitdonc que pour les diverses ellipses E, E', E", etc., on aura ua dia- 
mètre constant 2R, mais variable de position par rapporté h ligne de terre (puis- 
que les tangentes T, T', "T", etc'., î la courbe C- se- projettent nécéssaîreihent 
suivant dés droites T*, T'*, T"*, etc., quf ne sont pojnt pardtéics entre elles), et un 

diamètre de longueur variable (puisque Fanglcà varie, les tangentes T, j', . 

T*' etc., de la courbe C ne ibisant pas un angle constant en général, avec le platl 
horizontal de projection), mais de direction conatante puisqu’il sera loujm'irS'^ 
parallèle à la droite D*. • ' 

Ayant construit une sérié d'ellipses E, E', E", etc., on les enveloppera par une 
courbe k et en menant par la trace horizontale delà droite O une tangente' j la 
courbe k on aura la trace H* du plan 0 demandé;' _ ù- 

2’ La construction des ellipses E, E', E", etc. , serait longue, car ce sont des . 
ellipses dilTérentes entre elles, mais si la courbe C était plane et de pins Imrizdn- 
taie , et que l'on eût , par exemple , une surface comme le tore ou turjbce mmi- 
laire, alors les coustructions seraient simplifiées ,, car toutes les ellipsès'E, K', 
E", etc., auraient non-seulement leurs diamètres M” égaux entre eux , mais encore 
les diamètres N*, puis(|uc l'angle a serait conéianl, éUnt égal i un angle di'oit . 
pour chaque cercle B. Mais les diamètres conjugués M'cl ÎS* de reflipse E, no 
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conipreDdraieai pas entre eux le ni6me angle que les diamètres M'* et N'* de l'el- 
lipse E', en sorte que quoique les constructions se trouvent sinipliliées, la solution 
graphique en déilnitive exige toujours la construction séparée de chacune des 
ellipses E, E', E", ^c., chacune de ces ellipses étant donnée par un système de 
diamètres conjugnés. 

3* Mais si le plan Q on plan horizontal de projection était perpendiculaire k la 
droite D , le plan du oercte C lieu des centres des cercles B de la surface annu- 
laire étant oblique à ce plan Q , alors les diverses ellipses E , E', E", etc., seraient 
données par leurs axes et non par un système de diamètres conjuguée 

Et en effet : 

Projetons orthogonalement le cercle Csur le planQonaoraC‘,lecentreod’un 
cercle B se projettera en V sur G*, et le diamètre horizontal M de B seprojelei-a 
en une droite égale k 2R et normale k C‘. Le diamètre N de B et perpendicu- 
laire à M sera une ligne de plus grande pente du plan P du cercle B; il fera donc 
avec le plan horizontal un angle a qui sera celui que le plan P fhil avec le plan 
horizontal Q., et cet angle a variera pour chaquccercle B puisque le cercle G n’est 
pas horizontal ; mais c« diamètre N sera perpendiculaire à la tangente T menée au 
pointoau cercle C,et le plan (T, N)sera perpendiculaire au planQ.il ne sera donc 
autre qne le plan projetant T en T‘, T* étant tangente en o* à C*. Par conséquent 
le diamètre N se projettera sur T‘; or T‘ct M* sont perpendiculaires entre eux , 
ils seront donc les axes de l’ellipse E ou B*. 

Il est évident que toutes les ellipses E, E', E", etc., que l'on obtiendra sur le 
plan Q auront toutes leurs axes normaux à la courbe C‘ égaux entre eux, mais* 
leurs axes dirigés suivant les tangentes k cette courbe C* seront inégaux parce 
<|ue l’angle <r varie en passant d’un cercle B à son voisin B'. 

Il faudrait donc tracer une suite d’ellipses sur des axes inégaux ce- qui serait 
assez long , puis envelopper ces ellipses par uue courbe K. 

4* Si le cercle C était horizontal, la droite D étant verticale, alors tous les cer- 
cles B, se projetteraient sur le plan horizontal Q suivant’des lignes droites nor- 
males à C\ et C* ne serait autre qu’un cercle identique 4 C. 

Dans ce cas particuliér la courbe E serait facile à tracer, car il suflirait de mener 
par chaque point cè de la courbe C‘ une normale Z à cette courbe et de porter 
sur. Z à droite et k gauche du point cè, le rayon R du cercle B, on aurait deux 
points s et x' qui appartiendraient à la coprbe K ; et l’on voit de suite que dans ce 
cas la courbe K est formée de deux branches K' et K" parallèles et équidisUmtes 
de la' courbe 0*, en sorte que les trois courbes K', K", C‘ ont même développée. 

5' Mais la courbe K peut être très-facilement construite dansions les cas précé- 
demment examinés, si l’on renrarque que la surface engendrée par un cercle B 
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de rayon R constaolel dont le eenlre.parcourt une courbe gauche C, son planélant 
normal à celte coiirbe directrice C, peut être considérée comme l'enveloppe de 
l’espace parcouru par une sphère de rayon constant dont le centre parcourt la 
(nurbe directrice, gauche ou à double courbure C (*). 

Car, élantdonnée une sphère S du rayon R, concevons son centre en un'point o 
d’une droite T;’ si la sphère S, passe en une position successive cl mfinimeni 
voisine S', le centre sera placé au point o' qui sur la droite T sera le successif et 
inlinimcnl voisin de O. t , 

Les deux sphères S et S' se couperont suivant un grand cercle B ( dûs lors da 
rayon R) et dont le plan sera perpendiculaire à la droite T et dont le centre 
sera le point oou le point o', suivant que l’on marchera de ganche à droite sur 
la droite T ou do droite à gauche sur cette droite. 

Cela établi : 

Considérons une sphère S du rayon R ayant son centre en un point o de la 
directrice C, la eareciérisiique de la surface sera le cercle B du rayon R dont le 
plan sera perpendiculaire au point o à la Ungente T en o à la courbe directrme C. 
’ Ën sorte que la surface peut être considérée comme engendrée ou par son en- 
reloppée 8phcri<|ue S ou par sa caraciérutique circulaire B. 

Cela posé : 

Si nous concevons un cylindre A tangent à la surface et dont les génératrices 
droites seront parallèles à la droite D, ce cylindre touchera la surface suivant 
une courbe 8 et sera coupé par le plan Q suivant la courbe K. 

Si nous concevons un cylindre A, langent à la sphère S et dont les génératrices 
droites soient parallèles à la droite D, ce cylindre touchera la sphère S suivant 
un grand cercle X dont le plan sera perpendiculaire à la droite D. Si par le 
cercle B on mène un cylindre A. , dont les génératrices droites soient parallèles 
à D, ce cylindre sera coupé par le plan Q suivant une ellipse E. 

Or les deux cylindres A, et A. se couperont suivant deux génératrices droites 
passant par les points * et x* en lesquels se coupent les deux cercles X'el B ; 
la droite xx" passera par le centre o et sera perpendiculaire au plan Y mené par 
la tangente T en o à ta courbe C et parallèlement à la droite D, puisque le ceifclè 
X est perpendiculaire è D et que le cercle Best perpendiculaire à "T. 

El Je dis que les deux cylindres A, et A> se touchent parce que nous avons 
(KVmontré ci-dessus que les cylindres A, et A se teuêhaient et qu'il est évideut que' 
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les «yUDdi'cs A, st A se Uio«henl,i^ el les -{KHiUs x cl,*'-ne lèvent; 4lre «utres 
que ceux en lesquels les irois.courbes X , B et d se croisent. ' 

P^r conséquent en menant par les pointe » et x* des droites parallèles à D, 
elles iront couper le plan Q en des points qui appartiendront i la oourbe K. . 

Mais .comme les points x et x* sont sur une droite I perpendiculaire au plan qui 
passant par T est parallèle à D, plan que nous désignerons p^.(X}, il s’ensuit 
qu’il faudra mener parla projection oblique a’ du point o de la courbe Ç une 
droite T perpendiculaire à la tracé horiiontalc (sur le plan Q> du plan.CF) et 

|K>rter à droite cl à gauche du point o* sur I” une bngueur égale à « 'étant 

l’gngle que la droite I fait ax^ le plan Q; et l’on obtierKlra afnsi deux points ap- 
partenant l'un è la branche K' et fautro à la branche K” dont te compose la 
courbe K. 

6“ Si le plan Q était perpendiculaire à la droite alors le cercle X serait hori- 
lonlal et les pointe X et x' seraient situés sur uneJiorizontale I perpendiculaire à 
la lihgente Ten o*à la directrice C. Dès lors il suffira pour avoir les pointe de la 
courbe K, de porter à droite el à gaucho du point ÿ* sur la normale I* à C‘ en cp 
point d‘, une longueur égale au rayon R. 

D'on voit donc que la considération des sphères cuveloppéet nous a conduit à 
simplifier la construction de la courbe K, et de plusîe cas particulier qui vient 
d’être résolu nous pcrmelde conclure ce qui suh , savoir : que lorsqu'on a une suite 
d’éllipses E, E*, E”,.... successives. et infiniment voisines^ dont les centres sont 
situés sur une courbe C‘ et que ces ellipses sont telles que leurs axes dirigés 
suivant des normale à la çourbe[C‘ sont égaux entre eux (quel que sok lé rapport 
qui existe entre leurs axes dirigés suivant les tangentes à la courbe C*), ces 
ellipses SC coupent deux à deux en des points qui sont situés sur des normales à 
la courbe C‘,| en sorte que l’enveloppe de ces ellipses est une courbe K parallèle 
ou équidistante de la courbe C*; en d’autres termes les courbes K et C* sont 
des. développantes d’une même déüc/oppèe. 

383 ter. Si la surface est donnée par des sections horiionlalesjqu’pn désigne sous 
le oam do courbes de niveau el que l’on veuille par une droite mener un plan t^— 
genià cette surface, il faudra toujours, par un point a de la droite doiinée , mener 
un cône tangent à la surface-, puis un plan tangent à celte surface conique j mais 
pour déterminer le cône il s’agit de construire sa courbe de oonlacl avec la surface 
donnée. Pourcela,par le point*, on.failpasser une série de plans verticaux qui oou- 
' pent les diverses courbes de niveau en des points el l’on unit par uns courbe conti- 
nue tous les pointefournis paru» même plan sécant, el à celte courbe on mène wr 
le point* uDêlaugeéte, lepMnt ji^eoutect un des pointede la courbe thercn^. 
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Ordinairement on se propose seulement de déterminer le point de contact; on 
construit alors les courbes de contact de deux surfaces coniques ajrant leurs som- 
mets en deux points s et s' de la droite donnée D avec la surface donnée; le point 
de contact devant se trouver à la fcA sur les deux courbes sera à leur intersec- 
tion. Mais dans ce cas qui donne h sofition du problème de forlirication , qui a 
pour but de trouver le plan desire et par suite le plan àc défilement , on emploie 
les plans cotés (*) 

Soient donc (fig. 23!t) la surface du terrain donnée par des sections horizontales 
équidistantes et D la droite par laquelle doit passer le plan de site, ce plan devant 
dès lors être tangents à la montagne et pour mettre à couvert les hommes et les 
travaux placés derrière le parapet à élever dans la direction de la droite D, il faut 
par une droite O', position que la droite D prend en s'élevant verticalement d'une 
certaine hauteur il , mener un plan tangent, non au terrain, raaiai fai surfaces 
que l’on obtiendrait en supposant que le terrain est relevé verticalement de la 
hauteur h. Le plan passant par la droite D' et tangent à la surface 2 est dit plan de 
défilement ; en sorte que les plans de site et de défilement sont parallèles entre eux. 

Cela posé, pour résoudre le problème proposé, on coupe le terrain par une série 
de plans verticaux P passant par un point s de la droite D; on rabat chacun des 
plans P autour de son intersection avec le plan de comparaison , intersection qui 
est parallèle à H’(a* 157) (je prends ici une droite K qui lui est parallèle et ayant 
pour cote À~) , puis par les points d’intersection de U’ avec les projections des cour- 
bes de niveau, on élève des perpendiculaires jusqu'à la rencontre de K,ct oii porte 
les distances è'à= 5“ — 4“s=l", c'c=s2“,etc... par le point s de la droite 

D, on mène une tangente à la courbe a'ècd et on projette sur le plan horizontal 

le [)oint de contact m , et l’on trouvera ainsi tant de points que l'on voudra de la 
projection horizontale C* de la courbe de contact C du terrain avec uncsurlàcc co- 
nique ayant son sommet au point s de la droite D, ce point s ayant pour cote 9'. 

Dans les applications sur le terrain , il arrive très-souvent , et presque toujours, 
queja courbe a'bcd.... est assez aplatie, de sorte que la position du point de con- 
tact m de la tangente menée à cette courbe a'bcd par le point s, peut offrir 

quelque incertitude; pour obvier à cet inconvénient on décuple l'échelle des 
hauteurs verticales, et dès lors on construit une courbe d ayant mêmes abscisses 
que la courbe à'ied... mais dont les ordonnées sont dix fois plus grandes que celles 

de la courbede section a'bcd le point de contact n de la tangente menée à la 

courtier i pEr le point s aura même projection horizontale que le point m 
(n* 345s^)i Or, il est évident que les inflexions insensibles delà courbe a'bcd... 

■ ■ ■■ -• 
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deviendront d’tulant plus sensibles sur la courbe i, que le rapport entre les ordon- 
nées des courl)cs3ela'6crf...sera plus grand. 

Prenant le point situé sur la droite D et dont la cote est 7“ pour sommet d'une 
seconde surface conique, nous construirons de la même manière la courbe de 
contact C' de ce second cùne avec le terrain , et le point d'intersection xdes deux 
courbes de contact C et C' sera le point de contact demandé. Pour avoir la cote de 
ce point x , nous pouvons faire passer un plan vertical par ce point et le sommet < 
ou » de l'une des deux surfaces coniques. Nous construirons comme précédem- 
ment la courbe d'intersection B du terrain par ce plan et le |)oint xétant sur cette 
courbe B , nous en connaîtrons facilement la cote; remarquons que l'on a une vé- 
rification de l'exactitude graphique des constructions exécutées, car si l'on joint 
les points « et x par une droite, elle doit être tangente é la courbe B. Mais on peut 
aussi mener par le pointx* une droite à peu prés dans la direction perpendiculaire 
à l’une des courbes de niveau entre lesquelles il est situé, et l’on supposera que 
ce soit la projection d'une droite passant par le point x et s'appuyant sur ces 
deux courbes de niveau, on aura alors pour ce |>oint x une cou peu différente de 
celle qui lui appartient réellement , cl qui sera sullisanle dans les applieat'ions. 

3H4. Problème 3. Mener à uite itphère donnée un plan tangent faitant avec lei plans 
de projection des angles donnés. Le plan demandé T (fig. 240) devant faire avec 
le plan horizontal de projection un angle a doit être tangent à une surface conitpie 
de révolution dont l'axe A serait vertical et dont les génératrices droites feraient 
avec le plan horizontal eel angle « ( n* 230); de même il devra être tangent à une 
seconde surface conique de révolution dont l'axe A' serait perpendiculaire au plan 
vertical de projection et dont les génératrices droites feraient avec ce pian vertical 
de projection le second angle donné on construira donc ces deux surfaces co- 
niques tangentes à la sphère, et on leur mènera un plan tangent commun, oc sera 
le plan demandé. Les axes des deux surfaces coniques devront être menés par le 
centre de la sphère, ocnlre que dans notre figure nous avons supposé situé sur lu 
ligne de terre ; la sphère est alors coupée par le plan horizontal suivant le cercle 
C et par le plan vertical suivant le cercle C', ces deux cercles osscnticllemeni 
différents sur la splière se confondent sur la figure ou Vépure après le rabattement 
du plan vertical sUr le plan liorizontal de projection. 

Cela posé, une génératrice droite G de la première surface conique est située 
dans le plan vertical; elle doit être tangente à C' et faire avea LT l'angle a, elle 
fait connaître le sommet s de celte surface conique et un point m du parallèle \ 
suivant lequel elle touche ia sphère; de même, une génératrice droite G' de la 
seconde surface conique est située dans le plan horizontal, elle est tangente à C 
et fuit avec LT l’angle fi) elle fait connaître le sommet s de celte surface conique 
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et un |ioint m' du parallèle A' sui\anl lequel elle touche la sphère. Les deux 
parallèles A et A' se coupent en deux points * et y, qui sont les points de contact 
de la sphère par deux plans tangents à la fois aux deux surfaces coniques , et par 
conséquent faisant avec les plans de projection les angles demandés : nous n’a- 
vons construit sur la Jiyure ou l'épiwM que le plan tangent au point y. 

Dans celte figure nous avons mené G au-dessus et G' au-dessous de LT, les 

plans tangents ainsi obtenus passent par une droite ai' située dans l'angle A , S; 
mais si l’on avait construit ces deux tangentes au-dessus de LT, le point a' sc 
serait trouvé sur la partie postérieure du plan horizontal de projection et dans une 
position symétrique à la précédente, et la droite aa’ aurait été située dans l’angle 

; si au contraire les deux tangentes avaient été construites au-dessous de LT, 
le point a se serait trouvé sur la partie inférieure du plan vertical de projection 

et la droite aa' dans l’angle A, I; enfin si l’on avait mené la tangente G au-dessous • 

et G' au-dessus de LT, le point a se serait trouvé sur la partie inférieure et le 
point a' sur la |>artie postérieure du plan horizontal deprojection, et par conséquent 

la droite aa' serait dans l’angle P, I. Dans chacune de ces quatre posiüons, on peut 
généralement pr la droite aa' mener deux plans tangents à la sphère , ce qui fait 
en tout huit plans satifaisant aux conditions exigées; il'n'y en aurait plus que 
quatre si les quatre droites aa' étaient tangentes à la sphère , ce qui aura toujours 
lieu pour ces quatre droites en même temps, lorsque les cercles A* et A** auront 
respectivement pour tangentes les droites A'* et A* ; enfin le problème sera impos- 
sible lorsque les droites aa' couperont la sphère ; cas qui sera indiqué parce (|ue le.s 
droites A'* et A' ne couperont ps les cercles A‘ et A". 

Dans tous les cas, il est évident que les pintsa et a' sont respetivement les 
traces verticale et horizontale de la droite aa', pr conséquent la trace H' doit 
passer par le pint a' et la trace pr le pint a , et ces traces doivent être res- 
pectivement prpendiculaires aux projections R‘ et R* du rayon R mené au pint 
de contact. 



384 bit. Toute surface conique à base section-conique (non de révolution) ayant 
un axe A intérieur (n* 374 bis) à cette surface, nous purrons toujours donner un 
cône oblique par sa base elliptique E tracée sur le plan horizontal (Jlg. 200 bis), 
etparson aû A vertical et pssant pr Iccentre o del'ellipeE et pr son sommets 
situé sur la droite A. Ainsi, en faisant varier de grandeur les axes de l'ellipse E 
et la psition du sommet a sur l’axe A, on aura tous les cènes obliques qui pu- 
vent exister. 



^ ». 






Sections circulaires du cône oblique à base section-conique. 
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(>ela posé : prenons deux plans verticaux de projection, l’un LT parallèle au grand 
axeaa’ de l'ollipsc E, l'autre L'T' parallèleau petit axe bb' de cette même ellipse E. 

Le plan méridien M parallèle au plan vertical LT coupera le cône suivant les 
génératrices droites G et G' et le plan méridien M' parallèle au plan vertical L'T 
coupera le cène suivant deux génératrices droites K et K'. 

Or, il est évident que les deux génératrices intersection du cône par tout plan pas- 
sant i>ar l’axe A , feront entre elles un angle plus petit que l'angle G , G' et plus 
grand que l’angle K, K'. 

Cela posé : 

Abaissons du centre o de l’ellipse E deux perpendiculaires om et om' sur les 
droites G et G', et aussi deux perpendiculaires on et on' sur les droites K et K'; 
il est évident que l'on aura om=3om', on=on', et que l'on aura aussi om>on. 

Décrivons du point o comme centre et avec le rayon om une sphère S. Cette 
sphère S sera coupée par les plans M et M' suivant deux cercles C et C' de même 
rayon om. 

Le cercle C sera tangent aux droites G et G' en les poin ts m et m', et le cercle 
C' coupera la droite K en les points p et 7 et la droite K' en les points p' et </'. 

Cela posé : 

Les plans M et M' sont des plans de symétrie par rapport au cène et à la sphère ; 
par conséquent la courbe 3 suivant laquelle le cène et la sphère se coupent sera 
symétrique par rapport à ces deux plans M et M'. Cette courbe 3 passera par les 
points m, m', p, q, p', q' : elle se projettera sur le plan L'T' suivant deux liyiie.y 
q^'m^'p'^' et if''m’'’p’' . Or, je dis que ces ligne» ne sont autres que des lignes droiie». 

Et en effet : 

Concevons la sphère S du rayon om et ayant son centre en 0 coupé par les deux 
plans M cl M' .suivant les cercles C et C; du point s menons dans le plan M' les 
deux droites K et k' coupant le cercle C' en les points p et g, p' et <f. 

Unissons les points q et p' par une droite et considérons cette droite gp' comme 
la trace V'* d’un plan R perpendiculaire au plan vertical L'T', et coupant dès 
lors la sphère S suivant un cercle S projeté verticalement sur le plan L'T' en la 
corde g"p"'. 

Imaginons un cône 1 ayant le point « pour sommet et le cercle 3 pour directrice. 
Ce cône 2 coupera la sphère suivant un autre cercle 3* qui se projettera sur le 
pian vertical L'T' en la corde p’'v"'. 

Les deux cordes g‘'p'” et g'^'p” se couperont en un point qui sera la projection 
verticale x" et x”' des deux points x et x' en lesquels se coupent dans l'espace les 
deux cercles 3 et 3'. 
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Or, il éviilenl que les points x et x seront situés sur le plan M ; et il est encore 
évident que les droites *x et »x qui sont des génératrices du cène 2, seront situées 
dans le plan M et tangentes au cercle C section de la sphère S par ce plan M. 

Ces droitesTx et’ sx' se projetteront donc sur l»plan vertical LT suivant les 
droites G’ et G". 

Le cène 2 sera nécessairement coupé par le plan horizontal suivant une 
ellipse E' qui aura pour centre le point o , centre de la sphère S , et pour axe 
elTb', les points a et a’, b et b' ^nt ccux_en lesquels le plan horizontal 
coupe les génératrices droites K, K', m: cm G, sx* ou G', de ce cône 2. 

Or, l’ellipse E données pour centre le point o et pour axes les mêmes longueurs 
et donc les ellipses E et E' se confondent ; donc le cène 2 n’est autre (|uc 
le cône proposé ; donc le cône pro|K)sé coupe la sphère S suivant deux cercles è 
et 3'; doncles points x etx' ne sont autres que les points m et m'-, donc les points 
q", m", p'"' et 9”', m”', p" sont en ligne droite. 

Donc enfin, toulcène oblique à hase scction-coniquejouildela propriété d’être 
coupé par deux séries de plans (parallèles entre eux et également inclinés à l’axe, 
mais en sens contraire) suivant des cercles-, et de plus il est démontré que les 
plans des sections circulaires du cône oblique son%erpendiculaires au plan M' ijui 
passe par le petit axe de relli|>se E section du cône oblique par un plan pcr|)cn- 
diculairc à l’axe intérieur A de ce cène oblique. 

385. Problème 4. Construire un angle trièdre dont on connaît les troU angles dièdres. 
Ayant choisi pourplan horizontal de projection le plan de l’une des faces, et un plan 
vertical perpendiculaire à l’une des arêtes, celte arête H'seraen môme temps la 
trace horizontale du plan de l’une des autres faces, donc V' doit faire avec LT l’un 

des angles dièdres donnés y, le plan Q de la troisième face doit faire avec le plan 

horizontal un angle donné et avec le plan Punautreangledonnca. Pour construire 
le plan Q , nous prendrons une sphère de rayon arbitraire, ayant son centre sur 
LT au point de rencontre des” traces du plan P, elle sera coupée par le plan ho- 
rizontal suivant un grand cercle C et par le plan vertical suivant un autre grand 
cercle C', qui rabattu se confond avec C. Prenant ensuite une surface co- 
nique 2 dont l’axe K soit vertical et dont la génératrice droite G fasse avec le 

/N 

plan horizontal l’angle p, cette surface conique 2 étant tangente à la sphère, le 
plan Q devra être tangent à ce cène 2, il sera de même tangent é une seconde 
surface conique 2‘, tangente à la sphère S, l’axe K' de ce cène 2' étant perpendicu- 
laire au plan P et ans génératrices droites G' faisant avec ce plan P l’angle a la 
trace V° devra donc passer par les sommets s et «' des, deux cènes 2 et 2' et être 
per[»endiculairc à R’, puis H" doit être perpendiculaire à R*. Il est évident que ce 
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problème est susceptible de plusieurs solutions que l’on obtiendrait en variant 
les positions des génératrices G et G'^ par rapport à LT'. Ce problème ne diffère du 
précédent qu’en ce que le plan vertical de projection est remplacé par un plan P 
ayant une direction oblique dans l'espace. 

Ce problème a déjà été résolu (n° 370) , mais la solution précédente montre 
comment à mesure que l'on avance, on parvient à simplifier certaines questions. 

Cbnsfruclion d’une êection conique donnée par diœrteê condüion * , 
r une. de ce* con^iont étant un foyer. 

385 bit. Étant donné le foyer d'une section conique , combien de conditions, 
droite* tangentes et points, peut-on se donner pour que cette section conique soit 
complètement déterminée? 

Puisque l’on sait que pour tout cône de révolution 2 coupé par un plan P suivant 
une section conique E, la sphère S tangente à ce cône 2 et au plan P, touche ce 
plan P en un point * qui est le foyer de la courbe E , on voit de suite que le som- 
met s du cône 2sera déterminé rar trois conditions et que par conséquent on peut 
énoncer les problèmes suivant^ dont les données sont dans un plan. 

1. Étant donnés le foyer f cl trois droites D , D', O", construire la section co- 
nique tangente à ces trois droites. 

2. Étant donnés le foyer f cl deux droites D et D'et un point m, construire la 
section. conique passant par le point m et tangente aux droites D et D'. 

3. Étant donnés le foyer f et une droite D et deux points ;n et m' construire la 
section conique passant par les deux points m et m' et tangente à la droite D. 

4. Étant donnés le foyer f et trois points m, m', m", construire la section 

conique passant par les trois points m, m', m". ^ 

5. Étant donnés le foyer f et deux droites D et D', .et un point a sur la droite D, 
construire la section conique ayant pour tangentes les droites D et O’ cl pour 
point de contact avec D le point a. 

6. Étant donnés le foyer, f et une droite D et un point o sur O et un point m 
hors de D, construire la section conique passant par le point m et tangente à la 
droite D au point a. 

Lorsque l’oii exige que la section conique soit une parabole, alors on ne peut 
se donner, outre le foyer f, que deux conditions, droite- tangente ou point, parce que 
le sommet « du cône 2 doit être sur un plan T mené tangentiellement à la sphère 
S et parallèlement au plan P de la section conique (parabole). On peut donc 
se proposer les problèmes suivants. 
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7. Ëianl donnés le foyer f et deux droites D, consir.uire la parabole tangente à 
ces deux droites. 

8. Étant donnés ïe foyer f et une droite D et un point m, hors de cette droite 
construire la parabole passant par le point m et tangente à la droite D. 

0. Étant donnés le foyer f et deux points m et m', construire la parabole passant 
par ces deux points. 

K). Étant donnés le foyer f, une droite D et un point n sur D, construire la 
parabole tangente à la droite D et au point a. 

Solution des dix problème» précédent». 

Pour tous les problèmes proposés nous eonstruirons préalablement une Sphère 
8 d'un rayon arbitraire et tangente en un point /au plan P sur lequel les données 
sont tracées. 

Problème 1. Par chacune des droites D, O', D", nous mènerons des plans t), 
0' , 0", tangents à la sphère S. Ces trois plans se couperont en un point s qui 
sera le somme! du cène 1 qui tangent à la sphère S sera coupé par le plan P, 
suivant la section conique demandée. Le problème est toujours possible. 

Problème 2. Par chacune des droites D et D' nous mènerons les plans O et 0' 
tangents à la sphère S , ces deux plans se couperont suivant une droite I ; par le 
|)oint m donné et par la droite 1 nous ferons passer un plan qui coupera la sphère 
S suivant un cercle du point m nous mènerons doux tangentes au cercle 
â, lesquelles couperont la droite I en deux points « et »' qui seront les sommet.s 
lie deux cènes S. et 2' qui tangents à la sphère S s’entrecouperont suivant deux 
courbes planes dont l'une sera située sur le plan P et sera la section conique de- 
inandée. ^ 

Le problème aura toujours une solution, car la possibilité du problème dépend 
seulement de la condition de pouvoir mener du point m une tangente au cercle 
î, or le point m étant sur le plan P et ce plan P étant tangent en/à la sphère S, 
le point m sera toujours hors de la sphère S et dès lors extérieur au cercle è. 

Problème 3. Par la droite D nous mènerons un plan O tangent à la sphère S, 
puis nous regarderons chacun des points in et m' comme le sommet de deux cônes 
à et A' tangents à la sphère S; ces deux cônes de révolution A et A' seront 
coupés par le plan O suivant deux sections ê et g' qui ne seront jamais des para- 
Itoles puisque le plan 0 n'est pas parallèle au plan P qui est respectivement 
tangent aux cônes A et A' suivant les génératrices droites de ces cônes /m et fin'. 

Ces coui-bes 6 et 6' se couperont donc en deux ou quatre points ou n'auront au- 
cun point commun. 
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Chaque point sera le sommet s d’un cône 2 qui tangent à la sphère S sera 
coupé par le plan P suivant une section conique E (ellipse ou hyperbole) satis- 
faisant à la question proposée. 

Problème 4. On regardera chacun des points donnés m, m', m", comme le som- 
met de trois cônes A, A’, A", tangents à la sphère S ; ces cônes considérés deux à 
deux, auront deux plans tangents communs, ils Se couperont donc suivant deux 
courbes planes ou sections coniques. 

Ainsi les cônes A et A' sc couperont suivant les courbes a , a' 

~ A' et A" — — e, e" 

— A et A" — — y, y' 

Nous désignerons par A et A' les plans des courbes a et a' 

— B et B' — S et 6' 

— K et K' — y et y' 

Les six courbes «, a'. S, ê', y, y' combinées trois à trois s'entrecouperont en 
huit points qui ne seront autres que ceux en lesquels se couperont trois à trois 
les plans A , A', B, B', K, K', ces plans étant combinés de la manière suivante : 

(A, B, K ), (A-, B, K ), (A, B', K ), (A', B', K ) 

(A, B, K'), (A', B, K'), (A, B', K'), (A', B', K') 

Chacun des huit points pourra être considéré comme le sommet » d'un cône 
2 qui, tangent à la sphère S, sera coupé par le plan P suivant une section conique 
E satisfaisant au problème qui en général parait admettre huit solutions. 

Problème 5. Par chacune des droites D et D' nous mènerons deux plans 6 et 0' 
tangents à la sphère S ; ces deux plans se couperont suivant une droite I -, par le 
point a et la droite I nous mènerons un plan qui coupera la sphère S suivant un 
cercle j et par le point a nous mènerons une tangente 6 au cercle 3, laquelle 
droite ù coupera la droite I en un point s qui sera le sommet d'un cône 2 qui, tan- 
gent à la sphère S, sera coupé par le plan suivant la section conique demandée. 
Le problème est toujours possible. , 

Problème 6. Par la droite D nous mènerons un plan 6 langent à la sphère S; 
nous considérerons les points a et m comme les sommets de deux cônes A et A' tan- 
gents à la sphère S ; ces deux cônes A et A' auront deux plans tangents communs et 
se couperont suivant deux courbes planes ou sections coniques a et a, et comme 
le plan 0 est tangent au cône A ayant le point a pour sommet (puisque ce point 
O est' situé sur le plan 9) il s’ensuit que le plan 0 touchera chacune des courbes 
a et et' en un point , et ces deux points seront les sommets de deux cônes 2 et 2' 
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qui tangents i la sphère 8 seront coupés par le plan P , diacun suivant une sec- 
tioh conique Eel E' résolvant Je problème proposé. 

• On aurait pu Tésoudre le problème en consideranuin cylindre i|i tangent à la 
sphère S suivant un grand cercle C, les génératrices de ce cylindre <|; étant pa- 
raHélcs a la droite J unissant les points a et m ce cylindre ij< sera coupé par Ir 
plan 6 suivant une ellipse y. 

Menant par le |K>int a deux tangentes à la ceurbe y, les points de contact 
seront les sommets des deux cdnes 2 et X’ précédents. 

Il sera facile de reconnaître sur le champ j dans les six problèmes précédents, 
si la section conique E, qui résout le problème, doit être une ellipse, une ^ra- 
bote ou une hyperbole, car il suAira de mener un plan X tangent^ la sphère S et 
pctralléle aU; plan P-spr lequel la courlie E doit être tracée: si le sommet s du 
cdpe X ( qui tangent à lasplière S doit être- coupé par le plan P suivant (a courbe 
E dentandée) est au-dessus du plan X , la courbe E sera une ellipse; si le point s 
est sur le plan X , la courbe E sera une parabole; si le. point s est entre les plans 
X et P, la ceurbe € sera une hyperbole. ^ 

D’après. ce qni fient d'étre dit, on voit que, pour résoudre les quatre pro- 
blèmes V, 8*, 9’ et IC, où l’on se pro|> 08 e de conslniire une parabole, dont le 
/ayerf est donné, il faudra que le sommet s-du cOne X, tangent k la sphère 8, 
soit situé sur le plan X, qui tangent k la sphère S sera parallèle au 4 >lan P de la 
courbe ehercbëe. 

J*roblètne>T. Par les droites D et D' on mènera deux plans &et6' tangents à la 
spliére Sj, ces deux plans se couperont suivant une droite I, laquelle percera le 
plan X en un point s qui sera le sommet du cène X. 

Problème 8. Par la droite D on mènera un plan 6 langcnt à la sphère S; les 
deux plans 0 et X se couperont suivant une droite L ; par la droite L et le point m 
on mènera un plan'coupaDl la splière S suivant un cercle i; par le point m on 
mènera une tangente $ au cercle b, laquelle coupera la droite L en un peint s 
qui sera le sommet du cène 2. . 

Problème 9. On construira deux cènes A et A' tangents A la sphère S cl ayant 
|K*ur sommet res(>ectir. le8 points donnés m et m'; ces deux cènes A et A' seront 
coupés par le plan X suivant deux, paraboles S et 6'; la premiéro'a son axe infini 
parallèle à la droite mf, la seconde aura son axe infini |>arallélc,à la droite ptf, 
car ces droites sont des- génératrices parallèles au plan X et sont située» dans le . 
plan P, yiugent à la fois aux deux cènes A cl A'. , . 

Ces deux paraboles pourront se couper en deux ou quatre points; autant d y 
aura de points ■d’inter8eetiun',pmaBt il. y aura de poraè«/r« £ satisfaisant 4 la con-, 
dition d’avoir le point / pour foyer et de passer par les deux.points m et in'. 
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Problémr. 10. Parla droite O on ménera-un plan 0 langent à-la<sphère S ; les 
plansO et X se couperont suivant une droite L; les- deux droites L «t D- seront 
parallèles, il suffira <lonc de mener une droite G.par le point a et le point t en 
lequel' le plan 0 touche la sphère S, et celte droite G coupera la droite L en 
un point qui sera le sommet du cône 2. 

' • Applicadon aux ambres. . ' ' ' ■ 

;186. La détermination 'de la parlic éclairée et de la partie dàns l'ombre d'un 
larjn donné ost une consé<|uencc iratnédiâtc de ce qui a 'été dit précédemment 
sur les surfaces tangentes entre elles par 'une courbej car si l'on suppose le 
corps éclairé par un point lumineux, il suffira de mener pâr ce point' un 
cétM! tangent au corps donné; si le corps est terminé par des surfatés planes.; 
celles-ci seront elles-mêmes limitée^ par des droites on des courbes par lesquelles 
et ivar'lc |>oint donné onfait passer des plahson des surfaces coniques ; les parties 
de ces surfaces comprises dans l’intérieur d’autres porlioris de sùrfeccsnô don- 
nent aucune partie de' b courbe de séparation d’ombre et dé loinlère. Dans lc (ÿfs 
où le point éclairant est à l’infini , les rayons lumineux doivent tous être paral- 
lèles i Une même droite donnée de direction , et le cône tangent dégénère en vti 
cylindre dont les génératrices sont paréllèlcs à celte même droite donnée, 

La détermination de l’oinbrc portée est encore une application directe d'un 
problème déjà résolu (chap. VI J, car il s’agit- seulement de trouver l’intersection 
ducéne-ou du cylindre lumitteux avec- la surface sur laqüclle on' suppose que le 
corps porte ombre. Nous |)ouv6ns 'remarquer aussi que cette ombre |>ortée n’est 
autrechose qu'une projection conique ou oblique du corps, de sorte que le Corps 
est complément déterminé par sa projection horixonlale, i>ar exemple, et son 
ombre portée sur le plan horizontal (n“ 158 et 159) , qnatid d'ailleUrs on connaît 
la jiosition du point lumineux, ou la dii-ection et l'inclinaison des rayons de In- 
inière si le point lumineux est supposé à l'infini. .' •' ' ‘ * 

.■Sous avons' indiqué (1" partie, -chap. V) comment on trouve la ligne de 
séparation d’ombre et dé Imniéro et l’oinbre portée d’iih jiolyédi e sur le .plan 
horizontal ; nous allons donner ici quelques exemples de surfaces courbesi ’ 

387. PaoBLËME 5.' Trourer l ombre rtun cône de r&eôlulioitdont l’-axe est pertica/e 
Soient ifig. 'i.W )* le sommet cl B la baSe de ce eône, R la direction des rayons 
lumineux et supposés parallèles, il est éviderrt qUesiTon mène au cône deux plans 
tangents paraMélos aux rayons R’ (n" 228), les génératrices de contact G et G' for- 
meroni- la Kgm.d* séparatiott (Kombre et de lumiéref de sorte que le secteur 
s^acb se'ra la projccrion horizontale de la partie du côfie-qiii ne peiit-roeèvoir aii- 
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cü» rayon de- liraiiére; ®*ois en projection verticale ta pariie ctb e*l cachée, de 
sorte (|ue J’oO' ne doit iuar(|uer dans l’ombre que a^$'b% Enlio le .triangle mixti- 
ligne pocé est évklemment l’ombre portée du-céne sur le plan boriionlal. 

. ;188. PaoftLËHK fl. Trouver f ambre d'uotrou dê-loup ou pmu mi/itoirr. Noua.eon- 
.sidérons le trou prolongé jusqu'au sommet du cùnc, soient donc \ 2-4U) 

l’axe. yertical , B. In base et s le sommet de la surlace cot|ique, K |a direclipu des 
rayons liiniirieux.'b’om.bre sora déterniuée par la suriace cylindrique lumineuse 
;iyant pour basa B, nous sommes donc conduits à cberulier l’intersection d'une 
surface Cyitndriquoavoc une surface conii|ue.( n* 352 ). Pour cela, |jitr h; souimet 
4 , uuus.méttecOns une (xtrallèle k aux rayons de lumière it, .puis |ia.r la. trace ho- 
rixontalc c menant une série de droites, elles seront les irqpes. Iiurixuntaies ilc 
plansauviliaircs cou|ignt le&deux sorlftces.su irà ni des génératrices droites.^ m^is 
si nous remarquutosquela partie' ilu cercle B située du ci>té du point a pcui^ule 
purlor otpbrp, npos vorroas qu’-il faut prendrez pour trace borkontale déjà gé- 
uératfice D du.cylindrc lumineux s et le point ùj)our trace borizontalc de la génè- 
ratHcc ü de la surface conique, ces deux génératrices se coupent en un poiuL a 
dfe la courbe cberclié^ et qui scr^ l'umbre portée surla.surfaçe conique du creqx. 
Si l'on voulait conslruireL en «e -point la tangente à.cette a'ourbe dlintursccljoti 
des surfaces foiiiq'be et cylindrique, il faudrait mener des plans.tai>gents à Ces 
deux surfaces et leurs traces Jiorizonudea seraient des tangentes ■à -B. aux points 
a et 6; CCS lungcDics .ne sont pas parallèles, elles.se couperont donc ep un 
point qui sçra la trace iiorizonlale de lu ungenle cherchée.. * - . 

.Si l’on voulait avoir le iminL de. la -courbe, pour lequel la tangente est burizon- 
Uile, on remarquerait qu'elle doit être donnée par rinterscclbn do deux__ plans 
tangents ayant teurs- traces lioriipiitales paialléle8^(n* UO), cl par conséquent tan- 
gentes à B aux -extrémités d’un même diamètre ; il faudroil.donc mener le plan P' 
tel que H'' passe par le centre du cercle B> a' et b' seront les traces Itoiizonlalcs 
des génératrices B' ut G' qui se couperont uqpmnlx' demandé. 

. 38B. PaoBLËXE 7, Trouver l'ombre de^la nidi<..L'ne niche est un cfeux demi- 
t'.ylindriquc pratiqué dans on mur et recouvert' par un quart de surface sphé- 
rique. . ■ , 

Soient pqrt(ji9..243) la base du xpur dans lequel la niçlmost praliC|uée, B lu bpse 
du cylindre de révolutiua,-C le-graiid eerele Imrizontal et .G' le grand cercle ver- 
tical de la sphère, L la direction df's rayons lumineux supposé^ parallèles, .nous 
prenons pour plan horizontal da prujoctiou le plan de-la base dunybudrrjol pour 
plan vertical de projeétion leplatLdiyjaremenl du rour-^ imuscohjine les projecrioas 
horizontales et verticales se confondraient on partic> nous supposons qu^on ail 
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rocirl<^ toutes les constructions relatives au plan vertical de manière que la ligne 
de terre LT soit venue dans h position parallèle LT et que les points correspon- 
dants SC trouvent encore sur une pcrpendiculairccommunoaiix droites LT et Lî. 
i-n sorte que dans nos constructions toute projection horizontale devra être nt|>- 
|>ortèe II la ligne de terre primitive LT et toute projection verticale à la ligne <le 
terre transportée LT. Cela posé, si par les |K>rnts de l'arétc vive ou sniHanle \ 
nn mène des parnlièles à L, elles formeront un plan P dont la trace II* donne un 
segment de cercle (|ui forme l'ombre porti'-e sur le pian du cercle B, et qui coupe 
le cjliiidrc suivant une génératrice droite G, qui forme la ligne de séparation 
d'ombre et dé lumière dans le cylindre creux de la niche et jusi|u'au point b, où 
elle rencontre le rayon lumineux H mené du point <i le pins élevé de l’aréte A; 
à partir dccc])oint, si l'on continue à mener des rayons lumineux (var toiil les 
points du cercle C, ils formeront une surface cylindrique, dont l'interscclfon 
hx avec le cylindre de la niche donnera la 'continuation do celte ligne de sépa- 
ration d’onahre et de lumière. Cette interscciiôn s’obtiendra facilement (n* 3^2), 
en- menant diverses génératrices du cylindre lumineux, et cherchant leurs .inier- 
soctioiis avec le cylindre de la niche. 

Nous remarquerons que la courbe bx a pour tangente au point A la générairiM 
G , car eu ce |>ointé les plans tangents aux deux Cylindres sont' verticaux , puls- 
tpi'ils doivent passer, l'un par la génératrice verticale G et l'autre par la tangente 
verlicalcdu cercle C' au point a, de sorte que G est leur intersection. A partir 
du point x, le cylindre lumineux coupe le quart de sphère; -or, ce cylindre pc- • 
nétrant dans la sphère par un grand cei'cle C' ne peut en sortir que par un autre 
grand cercle E(n* 371), dont la prc^'ection verticale sera une ellipse.- Pour la con- 
struire, remarquons que les cercles C' et E , ce dernier cercle étant l'intersec- 
tion du cylindre lumineux' et de la sphère, sont per|vcndiculaircs à un même 
plan parallèle aux rayons lumineux , et que nous prendrons comme un nouveau 
plan horizontal do projection, de sorte quc.L'T' doit être jvarallûlc à L'; 1a 
sphère se projette sur ccplan suivant un grand cercle C"*'. Le rayon lumineux It, 
passant par l'extrémité o du diamètre de ce cercle parallèle à L'T'i sé projette 
suivant R*', que l'on a en prenant </'€/*' = o*d* et joignant il coupe le 

cercle C" en un second point e qui détermine le petit axe oe de t'elli|>se E'; ol 
(■tant le grandlixe , car il est le seul diamètre tUi cercle, donné en vraie grandeur, 
et par conséquent le plus grand diamètre de la wurbrE:. t 

LeS'Courbes -bx et E vont se croiser en un point x du cereln-C, que l'on [njut 
uhtenir directement; en elTet, ce point ap'partient à rinlcrsectioa du plan S du 
cerclé C-et du -plan Q du cercle £; or.le-plan ÿ est perpendiculaire au plan ver; 
tical do projection et lo plan A) est perpendiculaire au second -plan -horizontal de 
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projection , donc leur iiùerseclioo I a ses projections respectivement situéee 
sur H** cl sur V; pour avoir sa prejectioi) horizonlalo sur le plan horizontal de 
projection primitif, nous prendrons un point m sur cette intersection I, et 
ayant abaissé m'i-perpcndicutaire sur LT, nous prentlrons l'jnterscc- 

tîon I des deux plans passe d'ailleurs évidcinmenl par le eentrc de la sphère, 
donc on connaît 1*; le point x devant se projeter é lu fois sur 1* et sur 0*,. ou 
eoonall d’où l'on conclut x*. La. droite A et le cercle C se raccordant (étant 
tangentes l’une à l'àutte) an pointa, il est évident que G* et ù°x* doivent se roc* 
corder au point b’ et de même ù-’x* ct> E* doivent ta^raccorder au point x*. 

■390. Réciproquement ; étant donnée une niche ombrée , on peut se demander 
de tt'ouver la direction des rayons lumineux. Pour çela, remarquons qu& la. géné- 
ratrice G (ail connaître immédiatement A*, ei par suite L*, puis le point / donne 
l’axe o/ de l'ellipse E’, auquel R* ou L* est perpendiculaire. . 

Cela posé, la projection verticale de la ligne de séparation d’ombre et de lu- 
iinére pçul aRccter'srx formes différentes : 1* elle peut être composée d'une 
droite G* et de deux ares de courbe ù’jS* et x*i ayant leur convexité tournée dn 
célé de l'ombre; 3* elle peut être composée d’une droite G', d'un arc de courbe 
b’o ayant an convexité tournée ducété de l’ombre, et enfin d’une autre droite o/; 
3* on peut avoir une droite G’, un arc de courbe Ul que ù’x’ ayant sa convexité 
tournée vers l’ombre,’ et un arc d’ellipse ayant au contraire sa concavité Iohmicc 
vers, l'ombre; dans ces (rois cas, le rayon lumineux est dirigé comme dans^la 
ligure 243 , seuiemonl ij est plus ou niuiùs indiiié sur Iq. |ilan vertical de pro- 
jection ; 4* la projection verticale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière 
peut SG composer d’une droite G' cl d'un arc d’ellipse x'I ayant sa convexité 
tournée, vers l'ombre; 5’ elle peut se réduire à une seule droite passant pat; o; 
6‘ elle peut être formée d’une droite O’ et d’un arc d’ellipse ayant sa concavité 
tournée vers l'ombre; dans ces trois cas , les points b’ et x’ coïncident , l'axe ol de 

est perpendiculaire à LT, et le rayon lumineux est parallèle au plan horizontal 
de. projection. On pourrait varier la forme de la niche, et l’on parviendra par 
dés méthodes analogues à la detemtination de l'ombre portée. 

39 1. Pjkoblèhe 8. COhtiruire la ligne- -de iCparalioii d’ombre et de lumière tur la 
sphère.' Soient g (fig. 344 ) le centre de la spl^e, C le grand cerçlc parallèle au 
plan horizontal , C' le grand cerclé parallèle au plan vertical , R la direction des 
rayons lumineux.^ 

La série des ray'ons lumineux tangents àla sphère .forme un cylindre de révo- 
lution, et la courbe de contact Ë est un grand cercle dont le plan est perpiendicu- 
laire à R; tes projections de Ureourba E seront donc des ellipses (n*3l4). 

Chereboos d'abord E* ries projections des diamètres de E sont des diamètres de 
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K*, cl un seul , ledîafnètrt li«ri»oniar «fr, sè projeUe en vraie f^anéeur, <«*** sera 
dope lë f rànd ate t}e-K\ |>Our avoir le petit axe, remar((uons (juo si parle centre o 
on niène une droite -A pitralléle â ia droite R'; oelte «Iroiu» A sera Taxe du cylindre 
‘ himhieux, cl si l’on supposé que le plan projetant hori/outaleroenl A lourne 
autour de rhorixoSitalü passant par le centre o; A viendra se rabattre en A' et le' 
rayon oc, dont 1a'pr<>jcoliou Itorizontalc est le cetii axe elierc hê,l«f 'rabat en 
revenant ensnite de Cl- rabattement aux projections, Mjvùiit e' se piojettëra'en é*f 
dr-cHvîVtt une ellipse sur les deux demi-îxes o*e* et on aura E*; hi'portion rfeS, 
l iant tracée sdr la partie supérieure de la splière, esl‘st?ule vite, 'et -en projet?^ 
lion horiïontale on ne doit ombrer que la pfrtic' iiVA^e'a*. ’ >' . j - 

^Ous opérerons de même pour obtenir E”, e'esVà-dire que nous ferons imiiner 
b; plan’ projetant verlicaletnenl la droite A autour de la verticale passant par 'Ile 
centre o, A viendra en A'',' fc rayon ttf dont la projection voi trcale est le petit ale 
tleE* se ralfflt en oy", d’où Itm condot la projection d'aUleurs, le diamètre 
r<fde F. péraHële au plan vcrliciil de projection se projette seul en vraie grandeur 
et xloonç par cOHséquonl le grand axe e'd'de E> oH'pourra donc tracer i^tte 
ellipse. Nous remarquerons que la partie cM, située sur la môitié tjplériétâre de 
la gpltére, est seule vue', cc'qtii liie la portion que l'on dok'ùnttrééidurle pHin 
vertical dei projection . . ^ 

Ajoutons en passant que si Ton deitiandoit demenw par' la droite R itn plan 
langent à la sphère, la chose serait Tanile, car ayant construit comme ci^essus la 
courbe de contact E d'un cyliiKlre4angeal ’donl les génératrices sent pAraNéléS 
à'R/, rl u'y atirait plus qu’à reener par R un plan tangent à ce cylindre, ce qui 
s’effectuerait (n* 335) en prenant l’interaeclion de la droite R- et du plan de la 
courbe &; menant par ce point denx tangentes à E, l’on obtiendrait les points 
de contact {*)■' ' 

3t)2. La détermination du point x dans l’ombre de la niche conduit & la so|u- 
tiui) du pr(>blèmc suivant : ÉJmt donner deux diamèlre* <-onjuffUrt (fune elPipse, en 
trouver'lcs axes en tttreelion et en longueur. En ciTcf le cylindre lumineux est coupé 
par le plan S suivant une cUrpse dont on'peut facilement obtenir deux diamè- 
tres'conjugüés, ca'r le plan la^sgeniau cylindre lë long de la génératrice pa^ni 
au point 1 est-perpendiculaire au pfen verlicat, sa trace sur le plan S est donc 
perpendiculaire à V* et par conséquent {Parallèle à od; elle est d’ailleura tan- 
gente à l’ellipse au point y où le rayon lumineux R, coupe le plan Sj donc oy 




(*) F’i>yix,jta «ijai-dr* Courbet d’^lc* teinta rdrUeret OfpurtsAts, èi derpoioU et ligaet àr><- 
lauUs, If cbt|^e Di de l'pUTrnge qui • pour litie ■ PévelçfpeSttnH de g^oidtrie.dtteriplréf. 
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est un demi-diamélre ayant son conjugué dirigé -suivanl od; pour avoir la lon- 
gueur (iecctui-ci, ilsiiHil de Rtire passer par od>et une parallèle aux génératrices 
droites du cylindre, un p|an qui coupera ce cylindre suivant la génératrice It , 
donnant od^pour la longucur'du -second denii-diamètre. Retnarquoiis ensuite 
que d, b, X sont des poînts de l'ellipse. 

Cela posé, soient ÿÿ' et dd (yfÿ. 34(1) deux diamètres conjugués d’une ellipse, 
du centre o menons ab perpendiculaire sur le diamètre dif, concevons sur ce dia'- 
mètre un cercle veriioal-rabaltu cri C* et faisons passer là-droite ab sur le plan de 
ce cei^e, il suflil évidemment de mener ÿi , puis de mener d'un point qtielcocique 
k les ^itddUn et kp respectivement parallèles à gi et yo, puis pn perpendiculaire 
i'dd' c\ la droite on sera la droitb'oè ramenée dans lc*)ilan du cercle, et elle le 
coupera en un point z d'où menant xb parallèle h iji, on déterminera le point h 
ipir appartiendra à l'ellipse. 

-Ce pointé étant obtenu, si l'on décrit un cercle du rayon ob, et que l'on trouve 
le point X en lequel il coupe rolli|)se, bx et ax seront deux cordes sttp]dénvcn(airct> 
rectangulaires-auxquclles les axes sont itorallélcs (n* 314 , 2* ).- Pour obtenir ce 
point il faut faire Ica comitrucl'ions in<liquêes dans l’ombre de la niche; uiiii 
qux’on en suive mieux l'analogie noua prendrons tKoi&cercIca C', C", C,'" (fig. 217), 
re|n-ésaDtant les cercles C‘, C',' C"*' de ta figure 243, cos trois cercles superposés 
donncal |e cerolc C de la figuré 248 dans laqueile -cbaque . lettre marque Ips 
points j>or ta ni les roénies- leUves dans la figure 247 et qui se sont superposés. H 
faut donc abaisser yf |ierpendiculairo sur ab , mener la tangenleyi, qui corres- 
pond à la projection verticale du rayon lumineux, mener les diamèlrésol et oc, 
d'un point quelconque J de ab abaisser ji perpendiculaire sur oc, et rencontrant o« 
en tn, élever jk perpendiculaire sur ab et prendre jir = im, enfin jqindre &oqùi 
coupe le cercle C au point x demandé; menant alors les cordes supplénienlaires 
ox, bx et du centre y des parallèles à ces cordes, on aura les directions des axes 
de l'ellipse ; polir en trouver les sommets , il faudrait fairc^iasscr ces axes dans 
le plan du cercle C' Hfig. 240) et opèrCé comme on l’a fait pour detorminer 
le poiul'^, on trouverait ainsi les points n elg d'où l'on conclurail les points p • 
et r çt par suii^ les'iongûeurs Jip et TTsIIcs axes do ^eHipsc (^). • , 



(') Cet article auraiît dû dtre place aprée lee tbëoaèinèa re)ati£-> k déni cepçlei qai tracée eur uor 
apbèra aotil enveloppca par une ùrfeoe conique. 

Vaie fai préféré le mettre apr^ Potuibre deda njebe, parc^que ceat an eaaminant de p'rrà celle c|Hirr 
i|ue fai rn que U recheribe da poinC parlicUUer jç de J'ombre portée , condniaailà (a aolution do pro* 
bkm«, Étant donné un $^éme éj diamétref<t}i^usuéf .d^nê trouver ta direcliqn'et ta jraw- 

drvrdei axerftrcf/ferour^,etâceauj«tjérerailepréi^exipusauivBnlé«, , 

irfaut en géométrie dèacripüve apprendre à lire Téptire qui donne la aolntion d’un problêate particulie r. 



■t. 
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Appl^tion à ta pertpective. . • , 

393. Dans toute question de perspective on a deux problèmes à résoudre : 

1* Trouver le contour apparent d'un eorps^ il sufl|t pour cela de mener par 
ou par le point en lequel on.Ie suppo^ placé, et que l'on, nomme point de vue 
(n* 139), un cène tangent ao-çorps proposé (n’ 317); dans ce cas, comme dans la 
tltéorie des ombres-, si le corps est terminé par des arêtes saillanies, H faut par 
chaque arête droite et par le point de vue faire passer un plan, et par ctiaque 
arête courbe faire passer une, surface conique dont l’œil est le sommelt^t ne 
conserver pour contour apparent que les lignes Jvpondent aux .plans ou aux 
cènes les plus extérieurs. 

2* Trouver la perspective d'un objet proposé ; c’est tont simplemeat trouver 
l'intersection par le tableau des rayons visuels menée du point de vue à êbacun 

des points de l’objet. 

394. PaoBLÈvi; 9. Trouver la perspective d’un cône de révolution aijonf non axe ver^ 
lient. Nous avons donné (Im partie, chap. V) la maniéré de metiré un polyèdre en 
perspective, nous n'ajouterons ici que cette question simple, elle suffira pour indi- 
()iier les procédés graphiques que l'on doit suivre. Soient B(Jig. 245) la base et s le 
sommet de la surface conique, LT la Hgne de terre ou base du tableau, qne 
nous supposerons transporté parallèlement é lui-même en soient » le point 
do vue, ou projection orthogonale de l'Oeil sur le tableau, d et if les points de 
distance, la droite H est la trace sur le tableau d’un plan borizojatal, mené par 
l’œil , on la nomme /(^«.((Aortxon. 

-Pour avoir la- perspective de la base B, on lui inscrit et circonscrit des carrés 
ayant chacun deux cètés perpendiculaires ef deux cètés parallélesé LT; pour avoir 



de manière k en déduire tout ce qaVUe pept nàtu eoMigner. 4inai anàlÿte lort^oe T6n mi parveqp k 
VÉ^uation qoi donne 'W aolaDoo d*on problème , il fant inlèrpréter cette équation et en tirer toni lea 
* eétnltat* qa'elle renferqie et non feulement cchii qni était Pobjec de 1a queition propoMO$ ilfanly 
fi je pntf m'exprimer ainsi, pour en tirer tout ce qu'elle peut apprendre. 

Il en est de même en géométrie deecrij^re , nnè épuft peut renfermer non seulement la soluüon de 4a 
question spéciale pour èaqueHe elle ^ èlé couinüte , -fiuis encore la solution de plusieurraulres ques* 
tioBs, qni paraiaaent n'aToir aucune connexité aeeç la première; il faut doue savoir tniriTOfer une 
épwre et en tirer tout ce qu'elle peut apprendre. Ifoos en avons donne plusieuri fois dans ce 

cours ; ainsi lorsque noos avons eberebé Vinterseetion de deux phua donnés ehaçwn par nW ffflce et 
un poinf/nout-eo avoia déduit plUdeurs théorèmes, relstifè aux transversâlml lorsque MÎhi lireika 
construit lasst^oudrotfatriMi eylMrs, nonten avons déduit le problèine qoi fait le aqjet du n*373 He; 
plus loin, de finlsrsecfion de demse eurfitem cosifwes , noui dédttironi diterees propriétéê fehHom é 
deux teciione cçndquee eituOe eur un méffie^ptaH , tic. ,'e\c. 
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la perspective du carré circonscrit abce, nous remarq.ucrons que les diagonalessônt 
inclinées i 45* sur LT, si donc on prolongeai et ce jusqu’à leur rencontre avec IA 
et qu’on joigne ces points a et y avec v, si l’on prolonge ca jusqu’à LT, qu’on 
projette ^ sur lA, et qu'on joigne les points 6 et d, cette droite Sd coupera av et 
yo aux points et par lesquels menant les borixontales eft*, c'i’’ puis les 
droites a'i'et c'e', nous aurons la perspective du carré abce, les diagonales </c' 
et b'i^ se croisent au point o* par lequel on mènera une horizontale et la droite 
</v, pour avoir les perspectives des points de contact du cercle B avec les 
quatre célés du carré. Si nous prolongeons l<» côtés du carré inscrit perpendi- 
laires à LT jusqu’à L'T , et si nous joignons les points de rencontre au point v , 
BOUS obtiendrons les perspectives des points d’intersection du cercle B avec- les 
diagonales du carré. Pour avoir la perspective du sommet, il faut encore parce 
sommet mener deux horizontales l'une perpendiculaire au tableau et l’autre in- 
clinée à 45* ; leurs perspectives sont tv et ad, elles se coupent au point «*. Pour 
avoir la perspective du contour apparent, il faudrait par l’œil mener deux plans 
tangents au'cône ( n* 225) et chercher comme cî-dessus les perspeelives des traces 
des génératrices de contact et les joindre avec (*). 






CHAPITRE X. 



DE CEBTAINES COUBBES ET SURFACES COURBES OUI SONT SOUVENT EBPLOVÊCS 
DANS LES ARTS ET LES CONSTRUCTIONS. 



* . 



3tt5. hi l'on suppose une courbe C et une tangente T à celle courbe, et que 
la droite T roule, sans glisser, sur la courbe C de manière à lui rester toujours 
tangente, un point quelconque m de T décrira une développante de la courbe C 



(’) Ou pourrait demaudur l« Imo dea pointa que doit,o«eap«r dana Peapice Piril du ipectatnir pour 
que le cercle «toê eur le plan hiMiontal ait pour parepcctire nn cercle.- f'oyex à ce aujet, daoi t'ou- 
TraRS qui a pour titre : CompiémenI de féoméirit deMnpIiee , le mémoire qui a pour titre : Dn pro- 
jeetiom itéréographipên , mémoire que j’ai poblié pour la première foie dans la 2S* caNier du Jour- 
nal de l*École polytechnique 

2* raaTu. M 



-J 



V» 
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(n' <6l). U eoastrUGéon de la déteteppame est très-simple, carsfant fixé sur 
la courbe C un point o pour origine de la développante et le sens dans lequel on 
suppose que le développement doit s’efTectuer, on mènera aux divers points de 
la courbe C des tangentes sur lesquelles on portra, & partir da point de oonlaet 
et du allé de l’origine, des longueurs égales à l’arc de courbe (reefi)ies), compris 
entre ce point de contact et l'origine. La tangente i la développante n’offre au- 
cune difficulté puisqu’elle doit être perpendiculaire è la tangente i la dévHoppir 
cl menée par le point de contact proposé (n* 201 ). ' 

Mais si l’on suppose que la tangente T glisse sur la courbe C en même temps 
qu’elle roule sur cette courbe , le point m engendrera une déveUifpmu raecoureie 
ou rallongée suivant que T glissera dans le sens de son raouvemeiK sur C ou en 
sens contraire (*). • ■ 

De» Hélice». 

Un appelle hélice toute courbe qui, tracée sur une surface développable se 
transforme en une droite lorsque la surface est étendue sur un plan. 

396. L’Hélieeque nous allons étudier est une courbe à double courbure tracéesur 
un cylindre de révolution et dont la transformée est une ligne droite, on lui donne 
le nom d'hélice cylmdrigue et circulaire (**). Il résulte de là que nommant C la 
base ou section droite du cylindre « et E l’hélice , si l'on développe la surface cy- 
lindrique (n* 373), et que l’on prenne sur la droite C transformée du cercle C 
des points également distants les uns des autres et que par chacun de ces points 
on éléve des perpendiculaires à la droite C, ces perpendiculaires représentant 
au développement les diverses génératrices de la surfoce cylindrique, elles iront 
couper la transformée 1:' de l’hélice E en des points équidistants entre eux et dont 
les ordonnées seront équidilTérentes entre elles, d’où l’on conclut : que l’hélice 
tracée sur un cylindre de révolution est une courbe telle que ses ordonnées rap- 
portées à une section droite C, du cylindre, sont proportionnelles aux abscisses 
curvilignes comptées sur C et à partir du point d'intersection des courbes C et E, 
point que l’on nomnse Vorigbte de l’hélice. On peut donc dire aussi que l’hélice 
tracée sur un cylindre de révolution serait engendrée par un point glissant le long 



(*} Foyr:, puur lot développante» plane», eplindrlguei , eoniguei et hy^rMoMgtt»» d’un cereje, 
roaTrHe<rt> apoor titre i TMorie f demètrifax dat Mfreaoÿetv ete., pobtiéea 1S42. Voyez, ponrlet 
iéooloppante» railmtéoift raccourciet, le obefiitee 1- de )'oa>rmva<>i* poar titre : Deceloppemtnt» 
4* géométrie deteriplkit. 

(**) Si 1e MctMO dreite da c^tudre était tme ÿereboie , m uoe aliiiiee, ete., an loi donnereit le ooni 
dliélice cylindrique et parabolique, on cylindrique et elliptique , etc 
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d'uoe génératrice droite de la aurface cylindrique pendant que celte génératrice 
tourne autour de l’axe et de telle manière que le point s’élève de quantités égales 
pour des angles de rotation égaux décrits , autour de l’axe du cylindre , par la 
génératrice droite. 

Lorsque la génératrice droite aura lait un_ tour complet autour de l’axe du 
cylindre, elle reprendra sa première position et le point générateur se sera élevé 
d’une quantité U que l’on nomme le pas de l'hélice; la portion d’kélice comprise 
entre ce point et l'origine se nomme une ipire. Eiiiin , les éléments rectilignes de 
l’héliee font tous le même angle avec les génératrices droites du cylindre. Dési> 
gnons cet angle par a cl par B le rayon du cercle C; après le développement j la 
portion de cylindre comprise entre le cercle C , une spire de l’hélice et la géné- 
ratrice droite correspondant h l'origine de l’hélice donne un triangle rectangle 
ayant pour base une droite égale en longueur à 2nR et pour hauteur une droite 
égaie à U, l’angle au sommet de ce triangle étant égale a ; nous aurons entre ces 
trois quantités 2rcR , H et a la relation 

ung.= -^ 

ce qui montre que l’hélice est complètement déterminée quand on donne deux 
des trois choses b, R, H. 

397. Il résulm de ce qui précède un moyen très -simple de construire par 
points les projections d’une hélice. . 

Soient A {fig. 249) l’axe vertical d'un cylindre, B sa base , on donne le pas aa, 
de l'hélice et son ort^tne a ; si l'on divise le cercle B en un certain nombre de 
parties égales et la hauteur oV, en un même nombre de parties égales , par 
exemple en 8; que par les points de division du cercle B, on élève des perpendi- 
culaires è VT; et que par les points de division de oV, on mène des parallèles 
à LT, les droites menées par des points de division correspondants et portant 
és lors les mêmes numéros se couperont en dos points qui appartiendront à E'; 
quant à la projection E*, elle se confond évidemment avec le cercle B. 

398. Soit proposé, de mener la tangente 0 d Chélice E en un de ses points m. 
La projection horizontale 0* est tangente à E‘ au point m‘(n* 217); elle est en 
même temps la trace horizontale d'un plan tangent au cylindre, 'et si l'on sup- 
pose que l’on feqde la surfaée cylindrique le long de la génératrice passant par 
l’origine a de l'bélioe et qu’on % déroule sur le plan tangent en m, le point a dé- 
crira la développante D , et le point a viendra en un point à qui sera la trace de 
la droite transformée de l’hélice, et par conséquent aussi la trace horizontale de 
la tangente 0 (n* 372) ; donc en projetant ce point 6 en b’, et le joignant avec m”' 
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nou.s aurons G". I^mème métjiode devant donner la tangente en tout autre point 
de l’hclicc , nous voyons que la développante D du cercle B ayant mtme origme 
n que riiélice E est te lieu des traces horisontales des tangentes à cotte courbe E, 
et par conséquent cette courbe D est la section faite par le plan horizontal dans la 
surface développable 1, lieu des tangentes à l’hélice; nous reviendrons plus loin 
sur cette surface 2. . ■ 

399. Cherchons maintenant le plan osculateiirà l’hélice au point x pour lequel 

le plan tangent au cylindre est parallèle au plan vertical de projection. Ce plan 
doit contenir la tangente au point x et au point x' successif et iniiniment voisin 
du point X (n* 198); or^ja projection horizontale de la tangente au point x est 
parallèle à LT et rencontre la développante D'au point c, qui sera un point de 
la tr.ice horizontale du plan cherché; la tangente au point x' successif et infini- 
ment voisin de x rencontrera la courbe D en un point c successif et infiniment 
voisin du point c, et par conséquent la trace horizontale du plan osculateur, de- 
vant passer par deux points successifs et infiniment voisins de la courbe D, lui 
sera tangente, elle sera donc perpendiculaire à (n* 395), et par conséquent 
à LT ; donc le plan P sera perpendiculaire au plan vertical de projection, et [lar 
suite au plan langent au cylindre. Si l’on cherchait le plan osculateur en un 
autre point m, ou pourrait changer de plan vertical et prendre un nouveau 
plan parallèle au plan langent au cylindre en ce point m, cl l'on trouverait le 
même résultat que ci-dessus. Donc enfin tout plan oiculatewr à l’hélice est normal 
au plan tangent mené au cylindre par le point de contact. . 

400. Si l'on fait glisser une droite sur l’hélice cylindrique cl circulaire E, celle 
droite se mouvant suivant une loi telle que chacun de scs points décrive une 
héliM, eHe engéndrera une surface, qui prend gènéralcincnt le nom dé sur- 
face hiUçdide} cette surface est généralement gauche , mais pour certaines condi- 
tions Unpoeëes pour le mouvement de la génératrice droite , la surface sera dévclo|>- 
pa&Fé; les héliçoides développables sont le cène béliçoidal, et la surface lieu des 
tangentes i uAe hélice, surface que l’on désignc'particulièrcment sous le noiii 
d’héUçdido développable; nous examinerons ces deux surfaces sans entrer dans lotis 
les détails. 

. Du cône héliçoidal. 

401. Si par un point quelconque on mène une «ério de droites s'appuyant sur 
l'hélice E, on formera un cène héliçoidal , nisis nous supposerons ici le sommet s 
(/!ÿ. 249) pris sur Taxe A. La trace horizontale de celte surface conique est une , 
xjnraU hyperbolique; en effet par le point i menons un plan horizontal N venant 
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couper Khélice en un point e que nous prendrons pour origine, et considérons les 
généralricesdu o6ne passant par deux points quelconques m et æ de l’hélice K, leurs 
traces horizontales seront en p et <7, pour lesquels les rayons vecteurs sont 
op=:p et oq=p'; désignons les angles mesurés par les arcs e*m* par u et cV [wr 
u'; supposons que l’on fasse tourner les génératrices tp et sq autour de l’axe A 
|K)ur les rendre parallèles au plan vertical de projection , les triangles «Vp" cl 
sont semblables, ainsi que $"o’q'' et on a donc o’p '';oV:: : : k''ni 

et d’où mais d'après la génération de 

l’hélice '{n’ 395) on a donc ptp'lteü'tM d’où pu = p'u', 

c’est-à-dire que la base ou trace horizontale Ç du cène héKçoïdal est une courbe 
telle que pour chacun de ses points le produit du rayon vecteur p et de l'angle 
<d est constant, ce qui est le caractère de la spirale /iyper6o/û][ue. 

402. La tangente en un point p de cette spirale hyperbolique est la trace liori- 
zontale du plan tangent au cône hcliçoidal mené le long de la génératrice G, et 
par conséquent mené au point m,* or, ce plan contient la tangente O à l’hélice 
directrice, et la trace horizontale de 0 est en é sur la développante D (n'39X), 
donc bp sera la tangente demandée. 

Si l’on veut avoir l’asymptote de la spirale hy|>erl>oliqùo C , nous remarquerons 
que la génératrice droite du cènç héliçoïdale menée au point m de contact passe 
par le point e-de l’hélice E, et qu’elle est horizontale; il faudra donc mener à la 
courbe E* la tangente «‘r, et par le point r, où elle rencontre la développante 1) , 
mener une parallèle à ou une perpendiculaire à <ér, ou enfin une tangente à 
la courbe D (n* 395)^01 ce sera l’asymptote demandée^ 

403. Remarquons qu’en considérant toutes les génératrices droites du conc 

héliçoidal, qui s’appuyant sur l’hélice cylindrique et circulaire E passent par des 
points do cette hélice située au-dessous du point e, on voit qu'elles coupent le plan 
horizontal en des points qui s’approchent indéfiniment du point 0 sans jamais 
l’atteindre, et qu’il en est de même pour les génératrices rencontrant l'hélice E 
au-dessus du point e. Cette seconde nappe de la surface conique héliçoidule don- 
nerait une seconde courbe identique à la courbe C mais placée dans une position » 

symétrique; cette seconde branche de la spirale hyperbolique ^coupe l’hélice E 

en un point qu’on peut se proposer de déterminer; or, il est évident que si 
l’on fait tourner la génératrice passant par ce point pour la rendre parallèle au plmi 
vertical, elle prendra la position t’a’, et le point où elle rencontre E sera venu sc 
porter en g', nous le ramènerons en y, puis remarquant que ce point, situé au- 
dessus du plan N, est sur la partie antérieure du cylindre, donc au-dessous du 
point * , on voit que la génératrice du cône passe derrière le plan méridien pu- 
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rallèle au plan vertical de prt^eotion et que le point cherché est en a', à l’autre 
extrémité du diamètre mené au point y*. Le point o est dit ; pomt atymploie de la 

spirale hyperbolique (*)• 

De la surface dite héliçoide développable. • ■ 

■loi. La surlâce lieu des tangentes à l’hélice E est dite héliçoide développable 
et elle est coupée par le plan horizontal de projection suivant une développante D 
du cercle B' base du cylindre (n<>398), cette courbe ayant |X)ur origine le point 
a, en lequel ce plan coupe l’hélice. Mais si nous rapportions la figure & un autre 
plan horizontal de projection parallèle à l’ancien , il est évident que la même 
proposition serait encore vraie, donc toiu les plans perpendiculaires à l'axe du 
cylindre coupent l’hé&çdide développable rutnint des développantes du cercle qui est la 
hase du cylindre sur lequel est tracée l' hélice, arête de rebroussement de la surface. 

Il résüitcdelà que si l’on fait mouvoir la développante D , de manière que son 
plan reste perpendiculaire à l’axe A , et que son origine a parcoure l’hélice E , 
elle engendrera l’héliçoide développable qui aurait été primitivement engendrée 
par la tangente 6, se mouvant de manière à rester toujours tangente à l’hélice E. 

405. Dans ce mouvement de la développante D ou de la tangente 6, il est évi- 
dent que tous les points s’élèvent en même temps de quantités égales , et décrivent 
aussi en même temps autour de A des angles égaux, donc le point a ou m parcou- 
rant une hélice , les autres points se mouvront sur des hélices concentriques et de 
même pas ; donc Vhéliçcnde développable est coupé par des cylindres de révolution , ayoni 
même axe que celui sur lequel est tracée C hélice arête de rebroussement , suivan t des hélices 
de même pai que cette dernière. Nais la génératrice 6 ne serait tangente à aucune 

(le ces hélices , car R ayant augmenté, pour que la relation •— = tang a soit en- 

ff 

rore satisfaite , il faut augmenter aussi la valeur de a. Si donc on considérait une 
de ces hélices comme directrice de la surface, 6 serait assujettie à se mouvoir sur 
I etlc hélice de manière à conserver la même inclinaison a avec les génératrices 
(lu êylindre , et à rester constamment tangente à un cylindre de rayon moindre, 
do sorte que II et a étant connus, pour que l’héliçoïde fét développable, il fau- 
drait déterminer R (rayon du cylindre auquel 6 reste tangente) par la relation 

dirR SK U tang «, * 



(') yoya. dam l’ouTraga qui a pour titre : DévtiopptmenU it géométrie iescriptise , le chapiire U, 
où j’ai expoae en detail lea propriélea dea trois apiralea d'Archimède, hyperbolique et logarithmique. 
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el si les Irais quantités H, a, R, sont données, on reconnaîtra que l'héliçoide 
est développable ou gauche suivant que ces trois quantités satisferont ou ne saiis- 
feronl pas à l'équation précédente. 

Toutefois nous rema remuerons que dans le cas de l'héliçoide gauche les sections 
cylindriques sont encore des hélices, ce que l'on reconnaîtra facilement ; mais 
les sections faites par des plans perpendiculaires i l'axe ne sont plus des dévelop- 
pantes. En effet , si H et R étant invariables , la valeur de a est })lus grande que 
çelle ^i satisfait à l'équation de condition, la génératrice passe au-dessus do la 
tangenre & l’hélice, et les points de la. courbe de section sont en dehors de la dé- 
veloppante, cette courbe est alors une dàeeloppanu raliongée; si au contraire la 
valeur de « est plus petite que celle qui satisfait é l'équation de condition , la 
génératrice passe au-dessous do la tangente i l'hélice, et les points do la courbe 
de section sont en dedans de la développante, cette courbe est alors une dévehp- 
panle raccourcie. 

Je ne m’étendrai pas davantage Jci sur les propriétés relatives à certaines sur- 
faces gauches , les propriétés dont jouissent en général les surfaces gauches ne 
peuvent être données complètement que dans un chapitre spécial, et qui sera 
le'chapitre XI. C’est dans ce chapitre XI que nous étudierons les comotde», la 
surface du biau-peuté et les surfaces liéUçcide$ gauches qui terminent et forment 
les nietsdes vit carré, et triangulaire; l'emploi de ces diverses surfaces gauches est 
fréquent dans les arts et les constructions. 

406. Le pian tangent à l’héliçoide développable doit contenir deux tangentes à 
r hél ice E quipt l’aréte de rebroussement de la surface , il est donc osculateur à cetic 
courbe , et par conséquent normal à la surface cylindrique sur laquelle elle est si- 
tuée (n* 390). Ce plan coupe le cylindre suivant une ellipse F (n*287), dont le petit 
axe est horizontal cl passe au point de contact, mais les trois points successifs»», m', 
m"de E étant sur le plan sécant appartiennent aussi 4 l'ellipse F, les courbes E et F 
sont donc osculatrices au point »i (n* 19T) , elles ont donc au point m noéme cerck* 
osculateur ; or, quelle que soit la position do point m le plan sécant sera toujours 
également incliné sur l'axe du cylindre, donc toutes les ellipses seront égales et 

ellesauront^ur demi-petit axe le rayon R et pour demi-grand axe ; mais 

cos ft ^ 

le rayon p du cercle osculateur & l'ellipse i l’extrémité du petit axe est égal au 
carré du demi-grand axe divisé par le demi -petit axe(*), on aura donc pour la 



(*) f'oiss, du» l’onTTigc qni a pour titre : Complément de géométrie deeerigtive , le mémoire qm 
a pour titre ; Consiruttion du cercle oetulatemr en un point d'une eeetion eOnigue , mémoire que j’ai 
publié pour la première foia dans le Journal de mathématiques porcs et appliquées, de H. Liourille. 
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valeur du rayon du cercle osculateur à l'héiice cylindrique et circulaire et en 
un point quelconque de cetie hélice 

R_ 

^ CO*' « 

• 

De là on peut conclure qu'en développant (ou étendant sur un plan) une sur- 
face héliçoi'dc'et développable son arête de rebroussement se transformera 
en un cercle du rayon p auquel les génératrices droites de la surface j^cvien- 
di'ont toutes tangentes au développement. Les diverses autres hélices Je la sur- 
face 1, venant couper toutes les génératrices droites de celte surface 1 en des 
(joints également distants des points de contact correspondants, auront toutes 
(JOUI- tra/isformée» lies cercles concentriques. 

407. i'ai employé la surface héliçoïde développable, ayant une hélice cylin- 
drique et circulaire pour arête de rebroussement, pour former les dents de l'une 
(les roues de l’engrenage destiné à transmettre le mouvement de rotation uni- 
forme entre deux axes non situés dans un même plan (*). 

Concevons la plus courte distance D des deux axes A et A' non situés dans un 
même plan (fig. 250), prenons sur la droite D un (joint m; considérons om et 
o'm comme les rayons de deux cylindres de révolution ayant respectivement pour 
axes A et A', ces deux cylindres seront tangents au point m ; considérant le plan 
du cercle C perpendiculaire à l'axe A comme un plan horizontal de projection , 
H' sera la trace du plan tangent commun à ces deux cylindres dont G et- K se- 
ront respectivement les génératrices droites de contact. Dans Je plan P, menons 
une droite 0 perpendiculaire au plan horizontal de projection , puis faisons rou- 
ler ce plan P sur le cylindre ayant A' pour axe; la droite G, faisant toujours 
le même angle avec les génératrices K de ce cylindre (A') , restera tangente à 
une liélice E et formera un héliçoïde développable 2. Faisons de même rouler le 
plan P sur le cylindre (A) ayant la droite A pour axe , la droite G restera toujours 
tangente é G et engendrera une surface cylindrique $ ayant pour section droite 
la développante D du cercle C décrite par le point s, trace horizontale de la 
droite G. 

Cela posé, le plan tangent T à ce cylindre S contiendra la génératrice G et la 
tangente H' à D, et ces deux droites seront perpendiculaires é H'; ce plan T sera donc 
perpendiculaire au plan P, ou normal au cylindre (A'); ce plan T sera donc tan- 



(') yoÿfz l'ouj rage qui a pour litre : TAéori» f^om<lrifu€ lUi engrenagu dtiIlHét à IranintUre 
It mautimeni de rofad'im uniforme, entre deux txet tiluü on non dam «a mime plan (ISt!) 



i 
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genl i l’héliçoide Z; les doux surfaces 2 et S 'sont donc tangentes le long de leur 
génératrice commune 0. 

Si l’on imprime un mouvement de rotation au cylindre (A') autour de son 
SM A' de manière que la génératrice droite K' vienne en K, le point y de l'bé- 
lice E viendra en y et la tangente en y à l'hélice E viendra prendre une position 
verticale, car alors elle sera dans le ]>lan P et parallèle è 0 et elle rencontrera dés 
lors U* en s*; la développante D aura été entraînée et sera venue en D', de sorte 
que les surfaces 2 et Sauront pris de nouvelles positions 2' et S' ayant encore 
une génératrice commune0', et l'on démontrerait comme ci-dessus que ces deux 
sarÜKes sont tangentes l'une à l’autre le long de cette génératrice commune 0'. 

Les deus surfaces 2 et S étant employées pour les surfaces des dents de deux 
roues dentées on roues d'engrenage, ces roues se conduiront uniformément et 
l’on pourra ainsi transmettre à l'axe A un mouvement de rotation impi iroc di- 
rectement à l'axe A’. - r ' 

f' ^ . T ■ _ J NT- > •. - 

X 

' Des cycloide» et de» épicycloldn. •••‘c , 

t, 

408. Si un cercle Croule, sons glisser, sur une droite D, un point quelconque du 
plan de ce cercle déorit une courbe, (ju'on désigne en général sous le nom de 
eyeloide. Si le point géitérateur est sur la circonférence du cercle, on obtient la 
cycloïde parfaite, que l'on nomme simplement cijctoide; Si le point générateur est 
hors du cercle on cdjtiont une cycltAde rallongée; si le peint générateur est dans 
le cercle la cycloïde est raecottreie. Si le cercle se meut en restant toujours dans 
un même plan la cycloïde est plane , si le pian du cercle varie d'inclinaison'par 
rapport à un plan lise passant par la droite D pendant le mouvement de rotation 
du cercle C, la cycloidc est gauche. On peut so proposer de trouver les projections 
de celte courbe (cydoide plane ou gauche) et de lui mener une tangente. 

409. Lorsqu'un œrcle C roule, sans glisser, surun autre cercle C fixe, un point 
quelconque du plan du cercle mobile décrit une courbe qu’on désigne en général 
aous le nom d'épkyeloide. Si le point générateur est sur la circonférence du cercle 
mobile l'ongobticnt l'épicycloide parfaite -, si le point est hors du cercle l'épioy* 
cluïde estra//(niÿee; s’il est dans l'intérieur du cercle répicycloîde est raccourcie; 
si le cercle fixe et le cercle mobile sont dans un même plan pendant tout le temps 
du mouvement de roulement, l’épicycloide est plane-, si les deux cercles ne sont 
pas toujours dans un même plan l’cpicycloide est gauche. Si les deux cercles 
sont tangents l’un à l'autre cl extérieurement, l'épicycloide est exi&ieure'; si les 
deux cercles sont tangents l'un à l'autre et intérieurement, l'épicycloïde est 
btlérieure. 

S* tuiiu. S7 
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On pourrait gihtcraliur le mode de géaératioa des «j/o/oidn et des.qitrgcloïdM 
en prenant le point générateur situé ou non dans le plan du cercle œoliiierpourau 
qu'on le suppose invariablementdié à ce cercle. 

410. Lorsque les plans des deux cercles C et C font un angle eoatiant pondmt 

tout lelenips du mouvement de roulement de l'un de ces cercles G sur l'autrererole 
C', on peut considérer ces deux eerclcs G et C' comme les besM de deux surfitoet 
coniques de révolution a^ant it)éme sommet et en contact par la génératrice pas- 
sant au point de contact des deux cercles C et C', de sorte que tous les points des 
deux bases C ciC' do cos cônes sont à la même distapee du sommet commun.é 
ces deux cônes et pnr conséquent les deux cercles C ^et G' se trouvent sur une 
spltérc .ayant son centre eu le point qui. est le soqimet commun. Tous les. points 
de répieycluïdc sont alors situés sur celte surface spliérique, île là le nom d’épi- 
ogclvïde sfihérique sous lequel oa la désigne (*}. ' 

41 1. Si le cône mobile se réduit à un plan tangent au cône fixoi et que lecerolc 

situé sur ce plan tangent ail son centre au sommet du cône fixe, l’épicycloïde en- 
gendrée par un point de sa circonférence prend le nom de développante sphérique. 
Le sommet du cône de révolution, qui a pour base le cercle fixe, étant arbi- 
traire, ou. voit qu'en général la développante sphérique sera engendrée per un 
point d'une circonférence dont le centre serait situé en en point arbitrairement 
clioisi sur une perpendiculaire menée au plau du cercle fixe et élevée par le centre 
de ce cercle ("). , 

' Les eonslructioDS nécessaires pour trouver les projeeiioins de l'éfncycloide 
sphérique ordinaire cl de la développante sphérique, étant identiquement les 
mêmes , .ainsi que celles qui conduisent à la tangente à cette courbe , nous nons 
contenterons de les exécutée pour la développante sphérique qui donnera lieu à 
une remarque, qui lui est spéciale. 

412. Prenons pour plan horizontal de projection te plan du cercle fixe 6 
(Jig^ 2ül ) , et pour pbin vertical de projection le plan passant par l'axe A du cône , 
et par le point a deconlacl dans la position aeiuelie des deux cercles; le sphère 
(S) qui contient les. deux cercles B et Cest coupée par le plan vertical au'nant 
le grand cercle S. Rabattons le plan P du cercle mobile C autour de U', le point 
s , sommet du cône fixe et centre du oercie mobile C vient en et le cercle C 



A ' oyez , d*OJ l’oyTr>§e qui a pour titra I DévtloppemmU is.géaméiri* issériptisi , te qidiCrt 
ralatir aux àpicjciol'dea animlaim , chapitra V, paga 719. 

' f'oyez , daiu l'ourrage qui a pour titre : Complément de géométrie deseriplite , le mémoire qnl 
a pooraMte : lfe ta nirfaee enveloppe dee plane normaux à rtpiéfeloîde ephérifiee, mémoirt qatfU 
publié pour la première foie daoa la 73* cahier du Journal de l'£oola pol jtechniqna. 

(. iji* * 
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en€') soilo foWgin» de répioycteî<le ou'dévo4o|ipaiitc sphérique, il eu évident 
que le point ^érarew de h déereloppante sphérique, qui ôtait primitivement 
en o, est disttnt mnintcnant du point de coninel a d'un arc nm' égal à l’arc <w 
rectifié; ramenant ensuite ce point m' dans Iç plan P, il décrit un arc de corde 
dans un phta parallèle au plan vertical de projection, cl vient se |ilacer en m, 
[«isqnelepitn P est perpondicnlaire au plan vorlicd de paojectioii. 

Pour avoir la position dn point générateur quand les cordes sont en contact 
an point ô, on pourrait dianger de plan verticai de projeétion en prenant pour 
nouvdié' ligne de terre lc rajon mais ces nombreux changements de ptans' 
cempliqueraient la figure; c’est pourquoi nous adopterons la méthode des roew- 
vements dé rotation ainsi qu'il soit : 

Concevons qu’oh fasse tourner le nouveau plan vertical de projection , ayant 

pour ligne de terre L'T', autour de Patte A pour le ramener sur l’anden plan 
verlioal àjant LT pour ligne de terre, et qué dans son mouvement il entraîne toute 
la figure, le pointde contüct 6 viendra en a> etral>atlant alors le cerde mobile en G*; 
le|K>int généraienrsç trbnvera distant <lù point o d'un •arçon*’, qui rectifié sera égal 
àTorc oô rectifié; ramenant le cércle C' dans le plan P, le point n* viendra en n', 
puis pour ramener ce point n' dans la position n qu’il doit occuper par rapport an 
plan' vertical LT', il faut faire tourner le plan vertical LT autour de l'axe A ; dans' 
ce mouvement le point n* décrira un angle égal à fc«*o; maisl'cmarquohs que n'Y 
est la projection horizonUde d’une perpendiculaire I au plan vertical LT abaissée 
du point n', celte perpendiculaire tournant en même temps que le plan vertioall 
LT ne cessera pas de lui être perpendiculaire, donc en sa nouvdie [>ositien 1' sa 
projection horizontale sera perpendiculairo an rayon ou L'T’, et le point i' pied 

de ceKe perpendicniaire sur le- |ilnn vcKical LT viendra en nn point i pied de la 
nonvelle position t’ (de la perpendicolaiM' I^sur le |iian vertkall/l'', ut vo point*h 
sera tel que Toi» aura : Aajrt*; déa lors prenant ia^-*=s i'n'^ nous aurons en w* la. 
pnqeetion huritontalo du point n , sa paojectâon verticale doinétre à la renooottn 
d’une-perpendiciduire ot'd’uua |>arallôlc i LT, mencea cespeotiveuiciH parole»: 
points et m'T. On obtiendra de la même manière tant d'abtre» pointa qu« Tout 
voudra,’ et en les un'issaiii par unocourbe D, on aura la. dévoloppanio splionqt^a 
demandée. 

4-13. Proposons-nous maintenant de construirt la tangente à celte courbe 
au point m. Pour cela renairqiions que la dévclojvpante sphérique D est située 
sur lasurfaüe.apbérique(S),(looc.ka ungcntcau poiiUmesl contenue dans le plan 
luagt:nt mené à cette sphère et au point in. Les deux cerelcj IJ et C , étant en con- 
tact par le point a , ont deux points a et a' successifs et inftuiincn^ voistus en coiUr 
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mun,el lorsque le cerdo Cse meut, l’un de ces deux points, et ainsi a, cesse 
de leur 6tre commun , et ils ont alors en commun le second point a' et un troi- 
sième pointa" successif cl infiniment voisin do a'; de sorte que pendant un instant 
infiniment petit , le point générateur s'est mu autour du point a’ ou a (*),el par con- 
séquent est resté sur une surface sphérique 2 ayant son centre en ce point; donc 
l'élément rectiligne de la courbe D, élément rectiligne qui prolongé détermine la 
tangente T , étant sur cette surface sphérique , la tangente T sera située dans le 
plan tangent mené àoelte nouvelle surface 2et au point m. Donc enfm la tangente 
à la courbe Desl l'intersection des plans tangents à deux surfaces sphériques, pas- 
sant Tuneet i'aulrcpar lepoinlm, et ayant respectivement pour centre les points* 
et a. Ces plans tangents étant perpendiculaires aux rayons qui passent par le point 
de contact m, la tangente en ce point m est porpendiculaire.é ces mêmes rayons, et 
par eonséquent à leur plan ; or le rayon R, de la sphère (£) , a sa trace horizontale 
en c, et sa trace verticale en s sur t', le point a est évidemment lé trace horizon- 
tale , cl en même temps la trace verticale du rayon de la seconde sphère 2 , donc le 
plan N de ces rayons est connu , et dans le cas actuel il n'est autre que le plan P 
lui-même; par conséquent H* est perpendiculaire è LT; donc T* est parallèle à 
LT , et par conséquent la tangente T est parallèle au plan vertical de projection ; 
T* est perpendiculaire à la génératrice de contact sa,. et elle fait avec la ligne de 
terre l'angle que fait la tangente T avec le plan horizontal de projection, or cet 

angle m'za est le complément de l'angle m'as que fait la génératrice du cène avec 
le même plan borisonlai. 



lùi opérant de même, par rapport à tout autre point de la développante sphérique,^ 
on tronvera toujours que la tangente en ce point et ia génératrice correspondante 
du cène font avec le plan horizontal des angles complémentaires. Mais le cène 
étant do révolution toutes scs génératrices font avec le plan horizontal un môme 
angle, donc aussi toutes les tangentes à la dévelofqtantc sphérique fi>nt avec le 
plan horizontal un même angle; donc enfin la développante sphérique est une 
hélice cylindrique, eti se rappelant la définition donnée (n*39ft) pour l’hélice,, 
et ainsi nommant hélice toute courbe tracée sur une surface développable et qui 
a pour tramformée une droite. Il est évident que la propriété reroarquabje dont 
nous venons de démontrer l’existence pour la développante sphérique^ ne peut 
exister pour une épicycloide sphérique quelconque; d’ailleurs, il est facile de 



f) CâT l’on peut aitppo«er que le cercle C , uruni d’èirc en ci>otact «▼ec lo cercle B per l’élément reo» 
H tiligne oa‘, était en cqpUct par l’elément précédent. ' 
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le démdhtror ou mieux de s'en oonvaincreen exécutant Vépttre pour une épicy- 
cloîde sphéricjuc et en ütant attentivement cette épure. 

i 414. L’épicycloïde sphérique est le cat général des épicycloïdes, des cycloïdes, 
et des développantes soit planes, soit gauches ou à double courbure; car si l’on 
suppose que l’angle nu sommet du c6no mobile augmente jusqu’à devenir égal à 
deux droits, on obtient la développante sphérique; si c’est le céno fixe qui dé- 
génère en un plan, l’épicycloîdo devient, par rapport aux épicycloïdes sphériques 
ordinaires, ce qu’est lacycloide plane par rapport aux épicycloïdes planes. Si 
l’on suppose que le sommet commun du cène fixe et du cône mobile s’éloigne 
jusqu’à l’infini , les cènes se transforment en cylindres, les deux cercles B fixe et 
C mobile sont alors dans un même plan , et l’on obtient l’épicycloide plane. Si en 
même temps que le sommet s’est transporté à l’infini, le cène fixe a dégénéré en 
un plan, et si dès lors le cercle fixe Best devenu une droite fixe, alors un point du 
cercle mobile C engendre la cycloïdc ordinaire; si c’est au contraire le cène mo- 
bile, qui devient un plan, le cercle mobile se réduit à une tangente au cercle 
fixe B , et par conséquent un des points ilo celte tangente décrit une développante 
de cercle. 

415. Lorsque l’on considère deux courbes quelconques U et U' tangentes l’une 
à l'autre en un pointa, ellus onten ce point un élément rectiligne en commun, 
et ainsi clics ont en conunun deux points a et a' successifs et infiniment voisins. 
Si l’on suppose que la courbe U reste fixe et que la courbe ti' se meuve d’une 
manière arbitraire, mais en roulant sur la courbe U , alors un (toint a", ap- 
partenant à la courba U' et infiniment voisin du point a' viendra se superposer 
avec un point a" appartenant à la courbe l) et infiniment voisin du point cf. 

Pendant le mouvement de roulement, la courbe U' pivote donc sur le point a' 
et tout lo temps nécessaire pour que les deux points a" et a", viennent se super- 
poser. Dés lors, il est évident qu’un point x situé dans l’espace d’une manière 
arbitraire , mais lié à la courbe U' d'uno manière invariable, décrira une courbe 
D et que pendant le temps infiniment petit et employé par le point n", à venir se 
superposer sur le point a", le point x décrira dans l'espace un élément spHtriqne , 
ayant le peint a' pour centre et ayant pour rayon la droite a'x. 

Ainsi, l’on peut dire que la courbe D aura sou élément rectiligne jm' situé sur , 
une sphère S ayant le point a pour centre et ax pour rayon. 

El cela aura lieu, qucllesquesoient les courbes U et li' et quellequesoit la position ' 
du point X par l'apport à la courbe mobile D', ce point x étant d’ailleurs ( comme 
point générateur de la courbe D) supposé lié à la courbe V' d’une manière inva- • 
riable, et quellesquc soient les Mci/Zations que fera la courbe U' en roulant sur la 
courbe U ; ainsi si l’on considère deux cercles C et C' et que l’on imagine que le 
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plan «luoevole C'aoit langeiu i une sür&L-a conique oblii|uo'2 ayant le oerule C^ 
pour base , et que ce plan reste langent à- coite siirikoe 2 pondant (]uo le cercle C' 
roule anr;le oercie C, un point x iiié au cercle G' engendrera une courbe D 
dont l’élément rectiligne xxf seca sur une spliére S ayant pour centre le point a 
contact des deux cercles C et G' et [tour rayon la droite ax. Cette sphère S varierB’ 
do position et de rayon , puisque le' point a deviendra successivement chacun des 
points du cercle G. 

Ainsi pour chaque point de là courbe, D engendrée par le point je, on connaîtra 
une normale à cette courbe, et cela en vertu de ce que la courbe C roule sur la 
courbe C. ' ' 

Il sera faoile'de mettre en projection les diver» points de la courbe'D; mais la 
Mntrvctiàn yrajAiqae de la tangente en un point de cette oourbq D ne parait pos- 
sible que pour des cas trés-partieuliers , et qui seraient tels qu'en renu des dm- 
mflM noos pourrions reconnaître la nature géométrique on -le mode de généra- 
tion d’une seconde surface A , sur laquelle la' bourbe D serait tout entière v 
tmeée, ou sur laquelle se trouverait placé l'élément rectiligne de la courbe D 
correspondant au point en lequel on veut mener la tangente; caralors le plan 
tangent à la sphère, mobile S et le^plan tangent à la surface A (pour le point 
considéré sur la courbe D ) se couperaient suivant la tangente demandée. 

, Mais si les deux courbes U et U' sont planes'et situées dans un même plan P,' 
la’oourbe D engendrée par un point x situé dans le plan' P et lié à la courbe IT' 
d'une manière invariable engendrera »ne rouleiie plane D et pour le point x de la 
courbe D nous connaîtrons la normale, car elle sera la droite ax, le pointa étant 
le point de contact des eouri>es U et U' à l’inststit oA le point yéHéraiear de la 
courbe l> se trouve occuper la position x sur le plan P. 

•0« connaîtra donc pour ce point x la tangente à la courbe D, car il suAk de- 
cannaUre la- normale d'une courbe plane pour cunnatire sa tangente. 

Mais|iour une oourbeà double -courbure, il faut connaître le plan normal de 
celle eonrbo pour connaître sa tangente , il faut déa lors conimttre pour le* 
powl conaidéré sur- celte courbe deux normales à cette courbe. 

Toutes les fois que les deux courbes U et U'à dottbie courbure pourront lêtre - 
phtct'cs surdeux surfaces dévelo|>pables roniunl l'une suri'aulrc> alors on pourra 
construire la tangente à la roulette ganrlw r);et'Cn ctfel, concevons la surftcedévnlop' 
pable V sur laquelle sc trouve placée la courbe iixe U cl la surface déa«loppable V 
suHaquelle se trouve placée la courbe mobile G' ; désignous par;E et E' les arêtes" 
de rebroussement des deux surfaces développables; coneevens-ies combes U elt 
lÜeuicomact eu un poiat aetlcsdeux surfaeosV et V' eneonlact par une droit# O' 
passant par ce point a et tangente' à E en é et à E' en A* ; j| faudra (tour qne les' 



Digitized by Google 




.2*5 



surfaces V et V' puissent rouler l’une sur l’autre-que les points i let é* secon- 
'fondent, il Ëiudra donc que les ariites de rebroussement E et & sobnt tangentes 
Funeà l’autre et roulent üune aur l'autre pendont que les courbes U et U'touIr- 
ronl l’une sur l’autre. Dans ce cas on voit i|u’un point x de l’espaoe et fixé d’une 
umaniéro invariable a la. courbe U', pourra ftlre oonsidcrû comme lié d’une manière 
invariable i la courbe E' et dés lors le point x décrira dans l’cspaoc une roulette 
~yaue^ b dont l'élément rectiligne xx' sera situé l*sur unc^pbérc S ayant son 
centre au' point a contact des courbes .U et U', et 2* sur une spliére à ayant son 
csMreau point h contact des courbes E et E'. Il est évident que l’élément recti- 
■lignc XX* appartiendra au cercle j intersection des deux sphères S et A et que dès 
Jors la-tsngeule 6 au |>oint x de la roulette gauche D, fera un angle droit avec la 
ngénéralrico droite G suivant laquelle les surfaces développables V et V' sont en 
contact, puisque celte droite G unit les centres a et b des deux sphères. S- et A. 
Il est facile de reconnaître (|ue.da d^vehuppante ephérique est un cas particulier 
du cas général que nous venons d'examiner ; la surface développable V est le cAno 
fixe ayant pour base le cerde fi qui remplace la courbe le plan du cercle 
mobile C est la surface développable V', le cercle mobile C' remplace la courbe 
mobile U' et le sommet s du cône fixe qui est en même temps le centre du cercle 
mobile C remplace les deux arêtes de rebcousscmcol E et E’. 

416. Lorsque (n* 414) nous avons construit graphiquement la tangente en 
un point de la développante spliériqUe , nous avons employé deux normales à 
cette courbe, mais cette méthode (dite par le plan normal) n’est pas la seule que 
l’on puisse employer; on peut construire la langcutc en un point d’une épicgcltitde 
sphérique par trois autres méthodes. 

1* L’épicycloïdc spliéri«|uc étant tout entière située sur une sphère A dont le 
centre est le sommet s commun aux deux cônes de révolution , savoir : l’un fixe 
ayant le cercle fixe B pour base et l’autre mobile apnt le cercle C mobile pour 
basc^ et l’élément rectiligne de l’cpicycloïdc sphérique, au point en lequel on 
veut mener une tangente è celle courbe, étant situé sur la sphère mobile et de 
rayon variable S (ci-dessus indiquée), on voit que la première manière graphique 
de construire la tangente en un point de l’épicycloide sphérique, consistera à 
mener au point x de celle courbe un plan T tangent à la sphère invariable A et 
un plan 0 tangent à la sphère variable S ; ces deux plans T et 6 se couperont 
suivant la tangente demandée. Celle méthode est la méthode générale , en ce sens 
qu’elle est celle qu’il faut employer pour mener la tangente en un point de Ciniersee- 
tion de deux surfaces , quel que soit le mode de génération de ces surfaces. 

La méthode quenous avons donnée (n* 214) et qui est connue sous le nom de 
méthode du plan normal, rentre dans le cas où l’on a à construire la tangente é la 
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- courbe intersccllon de deux surfaces de révolotion. Cette méthode doit donc être 
considérée comme une méthode particulière et devant dès lors être emplt^èe én 
vertu] dujproblëmc particulier que l'on a à résoudre, parce qu'elle simplifie les 
coiutrucliont graphiques. 

2’ Si l’on se rappelle que l'épicycloidc sphérique a en chacun de ses points x 
un élément rectiligne situé sur la sphère invariable A et sur une des sphères mo- 
biles S, on voit suite que la tangente au point x à celte courbe sera la lan- 
I geiite au cercle 3 intersection des deux sphères A et S ) en exécutant les construc- 
tions graphiques d'après cette idée, la tangente se trouve trèa-faciletteat 
déterminé et de plus on reconnaît de suite que la projection de la tangente 9 k 
l'épicycloïde sphérique pour le point correspondant au plan Z qui passe par le 
sommet s commun aux deux cènes de révolution (s, B) et (^, C), et le point a 
de contaa des deux cercles B et C, que la projection, dis-je, de Ja tangentes 
sur le pian Z est toujours perpendiculaire à la droite sa quds que soient d'ailleurs 
lesjrayons des cercles B et C et l’angle compris entre les plans de ces cercles. 

3' La méthode de Roberval s’applique avec facilité et exactitude AJa construction 
de la tangente en on point de l’épicycloïde sphérique (*). , — 



(•) f'Oÿes à ce sujet ce que j’ei dit dans Ica Dévtloppemrtili de fiomilrie^eicriptire ( chapitre V) 
«ooebant Ica épicythniet cmiiitairef. ' , 
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CHAPITRE XI. 

DES SURFACES GAUCHES. 



in. Une surface réglée est celle qui est engendrée par le ntooTenient d'une 
droite. Trois conditions sont nécessaires et suIGscnt pour déterminer, dans 
l’espace , le mouvement d’une droite. 

Les surfaces rc’ÿl«!es sont divisées en deux espèces, 1* /es rar/SK«s développâmes, ,■ 
pour lesquelles deux génératrices droites successives et iniiniment voisines se . . 

coupent, et 2" les surfaces gauches , pour lesquelles deux génératrices successives 
et infiniment voisines ne SC coupent pas. 

Lors donc ([u’uno surface réglée est engendrée par une droite en vertu de ecr-' •< ’ * 
laine» conditions auxquelles le mouvement do la droite génératrice est assujetti , 
il faut d’après ces conditions rechercher si la surface réglée est développable ou 
si elle est gauche^ * 

Ainsi par exemple , étant donnée une courbe h double courbure C , si l'on ^ 

conçoit les plans osculatcurs successifs?, ?', P", P”', de celte courbe C 

et en ses points successifs m, m', m", et si l’on fait mouvoir un plan Q ,tan- 

gcntiellcmcnt à celte courbe C et prenant des positions dans l’espace telles què 
le plan Q tangent au point m à la courbe C soit perpendiculaire au plan P. 



Q' 


-- 


m' 


— 


P'. 


Q" 


— 


m" 


— 


P". 


et*, 


■ — 


etc.. 


— 


etc. 



l’enveloppe de l’espace parcouru par le plan Q sera une surface réglée £ qui 
sera développable. 

Mais si l'on fait mouvoir une droite G sur la ccurbe C de manière à ce que se* 
diverses pdsitions 



G passant par le point 


m soit 


perpendiculaire 


au plan P. 


G' — 


m' 


— 


P'. 


G" ' • _ 


m" 


— 


P". 


etc., — 


etc., 


— 


etc. 



2* FAsni. 2S 
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la surface 2, lieu des diverses droites G , G', G”,.... sera encore une surface réi/lde, 
mais <|ui sera gauche. 

La surface 2 est une surface dthjehppable , parce que les plans Q et Q' se cou- 
pant suivant une droite R, les plans Q' et Q" se coupant suivant une droite R', 
et ainsi de suite, les droites R , R',.--- sont les génératrices droites de la surface 
réglée 2; mais R et R', se coupent, car ces deux droites sont situées dans le plan 
Q', donc la surface 2 est développable. 

La surface 2, est ÿmic/ic, car la droite G' passant par le point m'de la courbe C est 
perpendicHilaire au plan osculateur P passant par les |X)ints successifs m, m', m", de 
cette courbe C, la droite G' est donc perpendiculaire à l'élémeut reciilignc mm" 
de la courbe C. La droite G" successive de G' et qui passe par le point m" de la 
courbe C est perpendiculaire au plan osculateur P' qui passe par les points succes- 
sifs m', ni", m'" de cette courbe G, cette droite G" est donc perpendiculaire à 
l'élément rectiligne m'm" de la courbe C; et ainsi de suite. Or, les deux généra- 
trices successives G' et G" delà surface réglée 2,, ne se renobntrent pas, pui.s- 
qu’elles ont pour plus courte distance, l’élément rectiligne m'm" de la courbe 
directrice 'C."' J’ ' ’ ‘ - '1' • 

^ 418. On peut engendrer un grand nombre de surfaces réglées, soft développables, 
soit gauches, en variant les conditions du mouvement de la droite génératrice; 
mais quelles que soicrit les conditions auxquelles se trouve assujetti le mouve- 
ment d’une droite lorsqu’elle engendre une surface réglée- gauche, on peut tou- 
jours considérer cette surface gauche comme ayant été engendrée, en déjinitive, 
par l’un ou l’autre des deux inoilcs ci-aprés exposés, mode* de génération qui 
facilitent singulièrement la reclicrcbe et la démonstration de ecrlaiiK's propriétés 
fondamentales dont jouit une surface gauche, quel que soit d'ailleurs son mode pri- 
mitif de génération. 

Ces deux modes remarquables consistent en ce que l’on [veut considérer toute 
surface gaiahe comme engendrée : 

1* Par une droite G se mouvant sur trois courbes directrices C , C', C" ; 

. 2" Par une droite G se mouvant sur deux courbes directrices C et C , et paral- 

lèlemciit à un cône directeur A. ' 

. 410. La surface gauche la plus simpl&que l'on puisse obtepir par le premier 
mode de génération est/ hyperboldide à une nappe qui est engendrée pas une droite 
G se mouvant sur trois droites K, K', K". 

420. La surface gauchela plus simple que l’on puisse obtenir par le second 
mode de génération est le parabolaide hyperbolique qui est engendré par une droite 
G se mouvant sur deux droites K et K' et parallèlement à un plan directeur P. 



f 
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Du /iremifT rrtode rfc ffénàrathn cf une imjttee gaiiehe. 

421 . Étant lionnét's les trois courbes directrice* G, G', G" à simple ou i double 
courbure,, nous prcudroos sur la courbe G un pointa que nous rcgqrderoiu 
comme le sonimc-t commun i deux cOnes, savoir : l'uii B'ayaut la courbé G' pour 
ifirectricr et *Tautro B" ajant la courbe G” pour directrice. Ges deux cènes fi' et 
B" SC couperont suivant des génératrices droites pAJsque ces deux cènes B' et fi" 
ont mémo sommet a. 

Je désigne par G l’une de ces génératrices droites, elle coupera la courbe G' au 
point o' et la courbe G" au point a". • 

Prenons maintenant sur la courbe G, las pointa a,, a., a,, etc., successife et 
ûiQniment voisins, et opérons pour chacun d'eux comme nous l'avons fait potns 
le point n, nous olttiendrons les génératriocs droites G,, G,, G,, etc. , qui seront 
successives et infiniment voisines, car puisque par bvpotliêse le point a, est le 
gucces.sif du point a sur la courbe G, on no peut placer entre les points a et 
un point qui approche plus près de a que a, n’eu approche, dès lorsmi ne peut 
placer, d’après ce mode de génécation, une droite qui approche plus pix» de G 
que G, n'en approcltc; et dès lors G, coupant respectivemeut les courbes G' et 
G" aux jioints n', cl a'<,, il s’ensuit que d’après, le mode de génération adopté, le* 
point a’, est le successif et infiniment voi.sin do a' sur la eourbe G' et que le point 
a", est le successif et infini ment voisin de a" sur la courbe CI'. 

Ainsi h» tangente 9 au point « de O ne sera antre que l’élément rectiligne aâ, 
prolongé, cl de luèmc. les tangentes 6' et 9" aux points a' et a" des courbes C' et C" 
ne seront autres que les éléments rectilignes a'a, ela''a'^(decescourbcsC' etC") 
prolongés. • - 

11 est évident que les génératrices successives et inlinnnent voisines G cl G, ne 
peuvent être dans un même plan qu'autant que les tangentes 9* et 9" seront 
elles-mêmes dans un même plan. 

Noos pouvons donc dire ; . j* ■ 

La surface engendrée par ube droite G se mouvant sur trois courbes C, G*, Cf, 
est gmiche tout le long de chacune de ses génératrices droites G , car pour chaenn 
des points de cette génératrice-G le plan langent à la surface change de position 
dans l’espace ( n* 497) puisque deux génératriocs droites successives et infini- 
ment voisines de* cette surlhce ne sont pas dans un même plan. 

Nous pouvons encore dire x Une surface r/mirhe peut dans certains cas présenter 
une forme développable tout le long d’une de ses génératrices droites O , et eda 
aura lieu lorsqu’on chaque point de cette génératrice droite G, le plan tangent 
à la surface sera le même. , 
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J)u deuiùéme mods. de génération d’une turjace gauche. 

422. Soient données deux courbes C et C' et un cène A ayant son sommet eu 
un point » de l'espace et pour directrice une ligne M à simple ou à double, courbure. 

Prenons sur la courbe C un pointa et joignons les points a et « par une droite 
D; faisons glisser le cène A parallèlement à lui-même de manière ^ oc que son 
sommet s se transporte en a,*en glissant sur la droite D; le cène A prendra la 
position a'. ■ ■ 

Cela posé : - - - 

Considérons le point a comme le sommet d’un cône B' ayant la courbe C pour 
diracirice, les deux cènes A' et B' se couperont suivant une ou plusieurs généra- 
trices droites , puisqu’ils ont même sommet a. 

Je désigne par G l’une de ces génératrices droites, elle coupera la courbe C 
en un point a' et elle sera située sur lo cône A'; en ramenant le cène A' eu sa 
position primitive A, la génératrice G prendra sur le cène A la position •/ qui 
sera une droite parallèle à G. 

Cela posé : - , 

Prenons sur la courbe C une suite de points a, , a, , o„ etc. , succcssils et iult- 
'^ment voisins, et opérons pour cliacun d'eux comme nous l’avons fait pour 
le point a, nous obtiendrons les génératrices droites successives et iufiuiment 
voisines G, G,, G,, Gi, etc., eoupant la courbe C' aux points a', a',, a'\, 
a'",, etc., et étant parallèles aux gcnératriGCS droites successives et infiniment 
voisines y, y,, y,, y,, etc., do cène A. 

La surface engendrée par la droite G sera gauche tout lelpng d’une quelconque 
de ses génératrices droites G ; mais si pour les points homologues a et a' les tan- 
gentes S et S' aux courbes directrices Cet C'sont parallèles, ou si elles sont situées 
dans un même plan , la surface sera développable tout lo long de la génératrice 
particulière G (n* 417). 

423. line surface gauche 2 est donc complètement définie ou déterminée, ■ 
lorsque l’on se donne 1* les trois courbes directrice* C, C', C" ou 2* les deux 
courbes directrices C et C' et le cène directeur A, puisque l’on peut construire 
autant de génératrices droites G de la surface -2 que l’on voudra. , 

Mais il est utile de bien faire remarquer que ce n’est que par la pensée que l’on 
peut immédiatement considérer une surface gauche 2 donnée par f tut des deux 
modes précédents de génération, comme étant susceptible d’ôtre aussf engendrée 
par l'autre mode. 

Et en effet : 

1* Si la surface 2 est déterminée par trois courbes directrices C, C', C", il 
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faudra construire le cdae direcieur A qui doit remplacer la troisième courbe rfirec- 
irice C"; et pour construire ce cône A ^ il faudra : 1* construire toutes les géné- 
ratrices droites G, G,, G,, etc., de la surface S, puis 2* il faudra, par un 
point * arbitrairement pris dans l'espace, faire passer une suite de droites 
y, y., y., y„ clc. , rcspéctivemcnt parallèles à ces droites G, G, , G., G,, etc., 
enÛQ 3* il faudra couper , par un plan P ou une surface S , les diverses droites y> 
y, , y,, y,, etc. , et l’on obtiendra la directrice M du cAnc direcieur A dcniaudè. 

2* Si la surlace 2 est déterminée par deux courbes directrice* C et C' et un 
cène türecleur A, il faudra construire la troisième courbe directrice C" qui 
doit remplacer le cène A; et pour ‘construire cette cour^ C", il faudra avoir 
construit toutes les génératrices droites G , G, , G„ etc. , de la surface 2, pour les 
coupant pur un plan P ou une surface S obtenir cette courbe C". : 

On voit donc que lorsque l’on exécute une épure on ne peut considérer une 
surface ^ur/ie que somme étant donnée par l’un des deux modes de génération 
précédents, sans s’inquiéter de l’autre mode ; et que l’on ne peut , en examinant 
une surface gauche-l, la considérer indislinctemeut comme étant le résultat de 
Fun ou de l’autre mode de génération que lorsque i’on se propose de trouver, 
par le raisonnement géométrique, les propriétés dont peut jouir cette surface 

De Ui surface gauche engendrée par une droite s'appuyant sur trois droites non paraUèies 
I entre elles et noa parallèles à un même plan. 

424. Dans l’ouvrage qui a pour titre : Développements de géométrie descriptive, 
j’ai démontré que la surfece engendrée par une droite s’appuyant sur trois droites 
était doidilement réglée; qu’elle avait un centre, un cdne asymptote, <|ui avait pour 
directrice une section conique-, que tout plan, quelle que fût sa direction, coupait 
le cène asymptote et la surface gauche suivant deux courbes concentrique*, sem- 
blantes et semblablement placées , et que dés lors tout plan cou|)ait cette surface 
gauche (4 laquelle on a donné le nom lYbgperboUAde d une nappe) suivant une 
section conique, ellipse, parabole o\i hyperbole, et cela en verfu des trois positions 
que pouvait affecter ce plan sécant par rapport au cône asymptote (*). 

Nous ne reproduirons donc point ici la démonstration donnée d’une manière 
complète dans l'ouvrage cité ci-dessus, mais nous allons nous occuper en détail 
de V hyperboloide d une nappe et de révolution , ainsi que nous 'l’avons annoncé 
(h* 250). 
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425. Soient donnés un axe A perpendiculaire au plan horizonul de pro}e«tion 
et une droite G oblique au plan boriiontul et parallèle au pian vertical de projeo 
lion {fig 262). Ces deux droites A et G ne se rencontrant point, auront pour 
plus courte distance une droite op qui sera horiiontale ot pcrpendiculairoau pian 
vertical de projection et les droites G et A feront entre dlica un angle a qui sera 
(Vrit ou donné sur l’èpure par l’angle a «pie font entre elles les droiu» G' cl A'. 

Cela posé : . 

Faisons to«irner la droite G aulonrde l’axe A , elle engendrera une surface de 
rcToliition Z qui sera réglfc. 

C’est cette surf:ic*^2 qui a r«îçu le nom d’hijperbotoïde à une nappe et de révolution. 

420. Tlémontrons d’abord que la surface 1 est doublement réglée.- 

Par la droite G menons iiii plans Y parallèle au plan vertical de projection ; puis, 
par lé point p pied de la plus courte distance op'sur la droite G , nienons dans ce 
plan Y les droites A' jwrallèle à A cl K faisant avec A' l’angle a. 

Il est évidfent que les droiltss K et A feront c’iitrc elles l’angle a. 

Si l'on fait tourner la droite K autour de l’axe A , elle engendrera une surface 
de révolution î', et je dis que les deux, surfaces 2 et 2' ne font qu’une seule cl 
même surface. 

• El en effet : coupons tout le système par un plan X horizontal , ou , en d’autres 
termes , [lerpcudiculaire à l'axe de rotation A. ■ . 

Ce plan X coupera lu droite G au point ni et la droite K au point >i, et l'axe A 
au point «/; or, il est évident que les droites «/n et qm sontftgalcs en longueur; donc 
les points ui et n décriront , pendant la rotation des droites K cl G autour do l’axe 
A , un même cercle S. 

On peut donc énoncer le fhéorèrae suivant: 

L’Iiijpvrboloiile à une nappe cl tic rcvolnüon est une surface doublement réglée, 

427. Démontrons maintenant que la surface 2 est gaucho. 

Si la surface I est gauche, elle aura en chacun des points de l’une quelconquu 
de scs génératrices droites G, un plan tangent different; eix d’autres termes, 
elle n’aura pas même plan tangent en chacun des points do U droite G, comme 
cela a liini pour une surface développable. 

Le plan tangent T au point in de la droite G passera par colle droite G et la 
tangente 0, au parallèle S ; le plan Uingcnt B au jtoint p de la droite G passera par 
la tangente au cercle G et la droite G; le plan langent T, au point ÿ, trace hori- 
zontale de la droite G, passera par la droite G, et la tangente 0 au point y du. 
cercle B (cercle qui est dit trace liori»ntale de la surface 2). Tous ces cercles C, S, 
B étant horizontaux, leurs tangentes seront horizontales; et pour que tout le 
long de la droite G il existe xin pktii langent viiiqaie(oomne pour les surfaces 
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(lé«eloppablcs)j il. faudra que ces tangeules soicnl parallèles cotre elles, et que 
dès lors leurs projections horizontales soient |>arallèles entre elles. Or, il est évi- 
deitt que les taiigeolcs au point p* du cercle C\ ni‘ du cercle d*, du ct^'le B ne 
peuvent être parallèles, puisque ces cercles sont concentriques. 

Ainsi, l’on peut énonccr.le théorème suivant : ... ' 

La'surfnce hyjierbololde à me nappe et de révolution e*l une tur/àte gaurite. 

Du plan imitjieni à C htfperboUüde <i utte nappe et de révolution £. 

4tiK. Si l’on prend un poink-xsur la surface î, et si l'on fait tourner la géné- 
ratrice G autour de l'axe A , cnfiu elle arrivera en G, pas.saiit |tar ce point x; de 
même en Taisant tourner la génératrice K autour de l'axe A , enfin elle arrivera 
en k, passant par ce même point x 

On a donc deux génératrices droites G, du premier tyitème G„ et K, , du tecmd 
tyttème k se crui-sant au point x de la surface 1. 

Le plan T tangent en x à la Surface 1 sera donc déterminé par les deux 
droites G, cl K. de gystémes différciOs w croisant au point x. ' • 

Construisons ce plan T. - • - 

Soit donnée (fiQ. 253) la génératrice droite G, pur ses projections G* et G,*-, 
prenons sur cette droite G, un point m, cl cherchons la génératrice K, du second 
système qui passe par ce point m. 

Toutes les génératrices droites du sjrstèrue G , ainsi que toutes les génératrices 
droites du système K, apronl leurs traces horizontales y et k situées sur le cqrclc 
B trace liorizontalo de la surface £. 

Toutes les génératrices du système G et du système li se projettent sur le 
plan du cercle de gorge C suivant des tangentes à ce cercle; dès lors , sur tout 
plan parallèle au cercle de gorge C , les projections G* et des droites G et K 
aaront des tangentes au cercle C‘. D'après cela, il nous sullira de mener par le 
point m* nne tangente à la projection C/ du cercle de gorge C«t nous aurons 
la projection horizontale de-la généralrioe K., passant pur le (roint m. 

La droite K,* coupe le cercle B en deux points ii,. et r, mais il est évident que 
si l’on fait tourner la droite G, dans le sens de lu ilèdic/, le point 9 viendra on r 
et la droite G, viendra prendre dans l’espace une position G, telle qu’elle se 
projetterait horizontalement suivant K*; dès lors les deux droites G, et G. appar- 
tenant au système G no pourraient se couper, puisque les génératrices d'un 
même système (quelque rapprochées qu'on les suppose) ne peuvent se couper , la 
surface 2 étant gauche. 

Ainsi In génératrice K, percera le plan horizontal au point k, du cercle B. Le 
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plan T tnngcni au j>oinl m à la surfaces aura donc pour trace la droite H’, 
qui unit les points ÿ, et Al,. 

En faisant varier la position du point m sur la droite G., le plan T variera de 
position , car la trace H' passant toujours par le point 9 , passera par un point k, 
rpii cliaii(;era de position sur le cercle B, comme le montre la figure 253, en 
prenant le point m' au lieu du point m. 

Ainsi , l’on pourrait, par la figure même et directement montrer que la surface 
1 est gauche , puisque par la droite G, on peut faire passer une infinité de plans 
et qnc chacun d'eux est tangent à celte surface en des points différents 
m, m', etc. , et tous situés sur cette génératrice droite G,. 

429. Parmi tous les plans tangents T menés à la surface 1 par l’une do ses 
génératrices droites G, il faut en distinguer deux, savoir : 4* celui qui est vertical, 
ou, en d’autres termes, qui est parallèle à l’axe do rotation A et qui fait dès 
lors un angle droit avec le plan horizontal de projection, et 2 * celui qui fait avec 
le plan horizontal de projection et avec l’axé A , des angles qui , complémentaires 
l’un de l’autre, sont respectivement égaux à teux que la génératrice G fait avec 
le plan horizontal de projection et avec l’axe A. 

Si par 1(? point g, on fait passer une suite de droites H', H", etc., chacune d’elles 

représente la trace d’un plan langent T, T' à la surface 2 en un point m, 

ni, etc. de la droite G, 

Par le point g, on peut faire passer deux droites particulières. Tune qui se 
confondra avec G*, cl qui représentera la trace H*’, et l’autre H** [MMixiiuliculaire 
à G.‘ ou A H»'. 

Le plan 0, cl le plan 0 seront l’un et l’autre tangents à la surface 2; déter- 
minons leur point de contact avec cette surface 2. 

Le plan 0 , est le plan projetant horizontalement la droite G,; ce plan 0, est 
parallèle à l’axe A , et dés lorS porpendicniairc au plan du cercle de gorge C ; ce 
plan 0, coupe donc la surface 2 suivant deux génératrices droites de «yttème$ 
différent» K* et G, se coupant au point p en lequel la droite G, coupe Ier cercle de 
gorge C ; ce plan 0, est donc tangent à la surface 2 au point p. 

On peut donc énoncer ce qui suit : 

Tout plan tangent A C hyperboloide à une nappe et de révolution, parallèle à Caxe de 
rotation est tangent à cette surface en un point situé sur le cercle de gorge. 

Si par le point g, nous mènons une droite H* pcrpendiculaireà G*, elle coupera 
le cercle B trace horizontale de la surface ^ en un point et menant par ce 
point At, une tangente K * au cercle C* projection du cercle de gorge C , cette 
droite K,* sera évidemment parallèle à G,* et les deux droites K, et G, seront 
parallèles dans l’espace. 
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Le pian 6 qui paMera par K, et G, paaera par le centre o du cercle de gorge 
C et aéra tangent à la suriaoe 2 au point en lequel K. et G, te coupent, c'est-à-dire 
à l'infifli, puisque ces droites K, et G, sont parallèles. 

Or, il est évident que le plan 9 fiût avec l'axe A un angle égal à «elui que G, 
lait avec ce même axe A, 

L’on peut donc énoncer ce qui suit : 

Tout plan pauant par une génératrice droite du tyttème G ou du igttème K et par le 
centre du cercle dé gorge est un plan asymptote de Chypeirbolrnde à me nappe et de ré~ 
uolution ; et ce plan asymptote fiât avec taxe de rotation un angle gui est égal è cebû gue 
font avec cet axe les diverses génératrices droites de la surface. 

430. D’après ccqui précède nous voyons, qu’il sera toujours facile de résoudre 
graphiquement, au moyen des projections et en prenant l’axe A (de riiyporboloide 
Aune nappe et de révolution ) vertical , ou, en d’autres termes , perpendiculaire 
au plan horizontal de projection, les deux problèmes suivants: 

I* Etant donnés une génératrice droite G et u/i point m sur cette droite, construire 
te plan tangent à la surface hyperboloide. 

H'EuuU donnés une génératrice droite G et un plan 0 passant par cette droite , 
construire le point de contact m du plan 6 avec ta surface hyperboloide. 

Et par suite il sera facile de résoudre le troisième problème sui>diit : 

3° ÊSant donnée taie génératrice droite G ifun hyperboloide è une nappe et de révo- 
lution 2, construire le plan tangent O gui passant par G , fait avec l'axe de révolution 
A UH angle a. 

Et en effet, pour résoudre ce troisième problème, on prendra le plan horizontal 
de projection per|>cndiculairc à l’axo A et dès lors leplan 0 devra luire avec ce 
plan horizontal un angle ê complémentaire de l'angle a. On devra donc faire passer 
par la droite G un plan 0 faisant avec le plan horizontal un angleg(n*‘ 123 et 124 ^ 
1” partie decc Cours). 

Du cône asÿniptote de f hyperboloide il mie nappe et de révolution. 

431. Menons (yîÿ. 255) deux plans verticaux Y et Y' parallèles entre eux et au 
plan vertical de projection' et tangents au cercle de gorge C aux points p et p'. Le 
plan Y coupera la surface hyperboloide 2 suivant deux génératrices droites et 
de systèmes différents G et K se croisant au point p; le plan Y' coupera la même 
surface 2 suivant deux génératrices droites et de systèmes différents G' et K' se 
croisant au point p' Les droites G et K', G' et K seront' parallèles et le plan Q 
passant par Get K' sera un plan asymptote de la surface 2, tout comme le plan P 

2' PARTIE. - 29 
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inmnt par G' et K; Ira deux pians Pet Q auront lewt iraees H* et H* parallèles 
entre elles et perpendiculaires aux traces H' et H’' des plans "Y et Y'. 

Ces quatre traces H’, H% H*, H", se couperont deux A deux en un point et les 
quatre points ainsi obtenus A, g' qui ne sont autres que les traces hnrhton- 
ta\ps des droites G , K', K , G' forment^un rectangle dont les côlés kg et A'ÿ' soM 
tangents au cercle C* projection du cercle de gorge C. 

Cela posé: • 

Si par l’axe A on mène un plan méridien M parallèle ma plans Y et Y^,ne idaa II 
cou|)éra le plan Psuivant use droite L, paralléleetéqnkiisunte aux droites K etG'^ 
ce même plan M cou|jora le plan Q suivant une droite L parallèle et équidû^ 
tante aux droites G et K', et les deux droites L et Le, se croiseront au point o 
centre du cercle de gorge C. - , 

Cela posé ; . . ■ ■ 

Si l’on fait tourner tout le système autour de l'axe A , les droites O', G', K, E', 
engendreront l’Iiyperboloîde à une nappe et de révolution 2, et les droites L et L, 
engendreront un cône A ayant le centre o du cercle de gqrgc C pour sommet. 

Et comme les plans P et Q sont perpendiculaires au plan méridien M , ces 
plans seront en leurs diverses positions tangents au cône A , et leurs lignes de 
contact avec ce cône A seront les positions respectivement prises pendant le mou- 
vement de rotation par les droites L, et L. • > 

432. Le cône A est dit cône atgmpMe de l’byperboloïde 2. 

Et en elTet : le plan P étant tangent au «Ane A tout long de la droite L, lui 
sera tangent au point situé à l'infini sur L,; mais le plan P étant tangent à la 
surface 2 en un point situé A l’infiiii sur les droites parallèles K ét G' et ce point 
situé à l’infini étant le même que celui consitléré sur la droite L, puisque les trois 
droites'G', K, et L, sont parallèles, il s’ensuit que le pion P est tangent à l’infini 
et à la surface 2 cl au cône A; le cône A et la surface 2 sont donc tangents f'un 
à l'autre en un point situé à l’infini sur la droite L,. . ' 

Ur ce que l'on vient de dire pour la droite L, on le dira pour chaeunu dus 
positions prises par cette droite L, pendant qu’elle tourne autour de l’axe A;.1es 
deux surfaces 2 et A sont donc asgfAptoten l’une A l’autre ; et ainsi se trouve dé- 
montré, savoir : que le cône A touclie la surface 2, suivant un parallèle ou oerele 
d'un rayon iiiiiiii, ce cercleétaut situé à i’inlini et ayant son centre skué à finfini 
sur l’axe A. ■ ' . . • 

Ainsi l'on peut énoncer ce qui suit : 

Tm/1 plim Uuiyeni au cône asyinplole A suivàtU une génératrice évite L , passe par 
le centre o du cercle de gori/e C île 1‘ hyperboloide 2 et coupe celle surface 2 am'wWI 
deitr génératrices droites de sgstèniei< différentt et parallèles entre elles et à la droite L. 
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ü*t tectiout plaaet de ( kypeHtvUTtde à uiu ituppe et de révolution. j 

433v OémontrooE mainleoaut que tout plan, (jiielk que aoil sa direction, coupe 
i’byperbolokle une nappe et de révolutioi) suiwnt une tectiom conique. 

Coupons la surface £ et son cdoe asymptote A par un plan quelconque ce 
plan coupera le cAne A suivant une section conique E (puisque ce cône est de 
révolution) et il coupera la surface 2 suivant une courlte E, qui enveloppera 
évideinuiciit la courbe E, puisque le ccine A est envelop|)é par la surface 2. 

Cela posé: 

Prenons un point quekioaquc x sur la section conique E et menons par ce 
point un plan 0 langent an cAne A suivant une génératrice droite L, ce plan 0 
passera par le centre o du cercle de gorge Cet coupera l’hyperbokiide 2 suivant 
deux génératrices droites de systèmes dilfércnls k. et G parallèles entre elles,. et ' 
la droite L sera é4)uidislanle de ces deux droites G et K. 

Le plan 0 coupera le plan X suivant une droite 9 tangente en 2 à la section 
conique E, et cette droite 9 coupera la courbe E. en des points gotk qui ne seront 
évidemnH'iit autres que ceux en lesquels les droites G et K coupent la cotirbe E,. 

Or comme la droite L est équidistante des droites K et G, et qu’elle est située 
^cc elles dans le plan 0, il s’ensuit que ce point x est le milieu de la corde 
9 *- 

En venu de ce qui a été dit ( n* 34'J bit) là eour))c E, n'est donc autre qu’une 
teciion conique, et les deux courbes E et 6, sont dés lors deux sections coni(|ues 
concentriqOes , semblables et semblablement pincées. " ^ 

Ainsi l’on peut énoneereequi suit: 

Tout plan , qw^Ue que soit ta direction coupe Chqperboloide à une nappe et de révolution . ■ 

suivant une section conique, qui sera une ellipse, une parabole ou une hyperbole, suivant 
que ce plan coupera le eüue asyntplole suivant une ellipse, une parabole ou lutc 
hyperbole. ’ ' 

434. Démontrons maintenant que tout pian méridien M coupe l’hypcrbolokle à 
une nappe et de révolution 2 suivant une hyperbole ayant pour asymptotes léb 
droites suivant lesquelles ce plan coupe lecAne asymptote de la surface 2, ■ 

Menons par l’axe de rotation A un plan méridien M, ce plan coupera Iq cène 'S 

asymptotcetderévolution A suivant doux générairicesdi'oites Let L, quiaeciviie- . 

rout au pouu o sonuuet du cène A et centre du cercle de gorge G de i'hyperbo- 

loide à une nappe et de révolution 2 . 

Ce plan M coupera la surface 2 suivant une courbe -E evidenimeot coapesée do 
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deux bNeebes infinies, t^mélriques : I’ par rapport à l’axe A, et 2* par rapport i 
" la «Iroilc V aoivânt laquelle le plan M coupe le plan du cercle de gorge cette 
" droite V passe par le centre o du cercle C. ^ _ 

Les points v et tf en lesquels le cercle C est coupé par la droite V seront 
, les sommets de la courbe car la droite V coupera en deux parties égales les 
cordes de la courbe E qui sont parallèles à l'axe A. 

Cela posé : ■ ” . 

Prenons sur la courbe E un point quelconque x et menons par ce point x et 
, dans le.plan M une suite de droites divergentes Z , Z', Z”, etc. 

£a droite Z coupera la courbe E aux points x et u . ' 

— Z' _ - ^ , et ÿ* 

— Z" — * et y" 

— etc., ' — etc., 

La droite Z coupera les droites L et L, aux points I et I, ' 

— V — . - — ‘ P et f, ' 

— Z" _ ' ' — . P et P'. - 

— etc., — — -- etc. 

Si nous démontrons que Fon a : 

\ 

.. îr*=jî;^ xf =!??;■, 

en vertu de ce qui a été dit ( n*32.5 , 4*) il sera démontré que la courbe E est 
une hyperbole ayant pour asymptotes les droites L et L,. 

Or : menons par les droites Z, Z', Z", etcr, des plans U, l)', L'^etc,, perpen- 
diculaires an plan M. 

Le plan V coupera le edné A suivant une section conique S, et riiyperlmloïde I 
suivant une section conique €; les courites € et S, sont concentriques, sem- 
blables et semblablement placées, donc en vertu dfi.ee qui a été dit(n°3426û), 
l’on a x/ = jrl,; le plan L' coupera le cène A suivant une section conique S,' et 
l’Iiyperboloîde Z suivant une section conique 6' concentrique , semblable et sem- 
blablement placée par rapport à 6,'; on a donc : 

'Ww.ÿT,. - 

Et ainsi de suite : donc, etc. • > 

On peut donc énoncer ce qui^snit ; . ■ ■ , • ‘ 

Vn hypfrboloide d une nappe et 4e rrvoiuiion 2 peut être engendré par une kyperboU 
E tournant autour de son axe non iranst<erse A, hs asymptotes L et L, de ChyperMe 
% engendrent te c6ne k asymptote de la surface i. ,, 
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Cunttruciion de» projection» de la tection faite p ir un plan dont fhyperbohïde 
à une nappe et de révo'ution. 

435. Construisons maintenant les divers points de la courbe de section d’un 
b} |>erboloïde à une nappe et de révolution 1 par un plan P. 

Un hyperboloïde à une nappe et de révolution 2 est connu i c'est-à-dire com- 
plètement déterminé, lorsque l’on connaît 1* la longueur N de la plus courte 
distance existant entre l’axe A de rotation et la génératrice droite G qui par son 
mouvement de rotation autour de l’axe A engendre la surface 2, et 2* l’angle « 
que font entre elles les droites A et G. 

Nous pourrons donc prendre le plan horizontal de projection perpendiculaire 
à l’axe A et le plan vertical de projection parallèle à la droite G. 

Dés lors l’axe A se projettera horizontalement en le point A‘, et la génératrice 
G se projettera horizontalement en la droite G* parallèle à la ligne de terre et à 
une distance du point A* telle que la perpendiculaire abaissée du point A^ sur 
la droite G‘ sera égale à N; de plus la droite G se projettera verticalement en 
la droite G' faisant avec la ligne de terre un angle S complémentaire de l’angle 
donné a (Jig. 252). 

Cela posé : 

On peut construire un point de la courbe E interseclion de l’hyperboloïde à 
une nappe et de révolution 2 par un plan P, en se servant de quatre méthodes 
diiférenles que nous allons exposer successivement. 

Première méthode. On peut regarder la surface 2 comme une surface de révo- 
luiion. Dès lors coupant le système par un plan horizontal X (yiÿ.252) ce plan 
X coupera la génératrice G en un point x qui décrira un parallèle D de la surface 
2, ce plan X coupera le plan P suivant une droite I perpendiculaire au plan verti- 
cal de projection ; le cercle D et la droite I étant contenus dans un même plan X, 
leurs projections I* et D‘, P et D" se couperont respeclivenienl en deux points 
g' et g"', y’ qui seront les projections des points y et y' en lesquels les ligne» I et 
D se coupent dans l’espace {fig. 252). . -, 

Deuxième méthode. On peut regarder la surfece 2 comme étant une surface 
réglée. Dés lors on construira les projections horizontales et verticales G‘, G' et 
G'\ O" et G"*, G"% etc.,.^es diverses génératrices droites G, G', G”, etc. , de 
la surface 2 et l’on déterminera les projections y*, y' et y", y" et y"*, y'", etc., 
des points y , y*, y", etc., en lesquels les diverses droites G , G', G", etc., percent 
rei{)ectivcment le plan sécant P. 
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Troisième méthode. Le plan P coupant l’hyperboloîde ^ et son cdne aaymptQlie 
A suivant des courbes £ cl E, oonociuriques , seatUables et semblablement 
placées, les projections E‘ et£/, et E,* seront aussi des sections coniques, 
concentriques, semblables et semblablement placées. ^ 

Ayant donc oonstruit les projections E/et E,' de la section E, du cAne A par le 
plan P, il nous sufllra de connaître les projections d'un point j| de la courbe E 
pour coustiuire scs divers points, ou, en d’autres termes, pour construire les 
divers points de ses projections E* et E”. 

Qmirième méthode. On pourra par Ic.poial s en lequel le plan sécant P coupe, 
l’axe A neker une série de droites B, fi'. B", etc., toutes situées dans le plan P, 
et chcrclicr les [projections des points en lesquels chacune de ces droites fi. B', 
B'’,«(c., perce lasudhce 1. Le problème est donc ramené au suivant. 

Ëuuti donnés un hyperboloide à une nappe et de rdvokukm 2 et tau droite B s'ap- 
pngtmt sur son axe A , oonstraire les projeetims àn point en lequel la droite B perce 
ia surface 2. 

Ce problème n’est qu'un cas particulier d’un problème plus général et i|pi 
s'énonce ainsi : 

Trouver les projections du point ou des deux points en lesquels une droite h de direc- 
tion arbitraire perce tm hqperboloide' à une nappe et de révolution. 

La droite R peut alTecter trois positions par rapport à l'axe de révolution A 
de la surface 

t* La droite B peut couper l’axe A. 

2* La droite B peut être parallèle à Taxe A. ' 

3* ia droite B peut n'être pas situèa dans un même plan avec l’axe A. 

*. * J 

De Cinlerueetim tfm kqperboUide è me nappe et de tésobahm par me dhtiu. 

438. Mous aNons résoudre le problème, dans ebacdn des trois cas énoncés 
ci^essus, et la solution du premier cas, nous donnera la solution du problème 
proposé précédemment, savoir : Trouver les projections de ia courbe E seaion ttuu 
hyperboknde à une nappe et de révointion 2 par un plan P. 

Fssiher cas. La liroisc li coupant P axe A. 

Lorsque deux surfaces de révolution ont même axe de rotatioB A, si elles 
se coupent, elles ne peuveni se couper qne suivant dies «ercles ( des paraMiles) 
engendrés par le monvemem de rouhoo autour de l’an eouMsim A. det poânts 
CK lesquels se eoupent lauw eoerbes msriduMMs situées dam on même ptaa 
méridien. Si donc on fait tourner une droite B ooupnl Paxe A an «apoiat s. 
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celle droite B engendrera un a>ne 2, ayant te point s pour sommet et la droite À 
pour axe de révolution. 

Les deux torfoces 2, et hfperbtloüU e une aoppe 2 se couperont donc 

( si elles se coupent ) suivant des paratlèlet ou , en d’autres termes, suivant des 
cercles dont les plans seront perpendiculaires à 1 axe 

Désignant par j un de ces parallèle» , on voit que ce parallèle i sera complute- 
nnent connu si l'on connaît lus de sm points, imisqne son coiUre doit être sur 
l'axe A et que son plan est perpendiculaire «i col axe A. 

Il nous sutUra donc pour connaître complètement les parallèle» i.... suivant 
lesquels les deux surfaces 2 et 2, M coupent, de déterminer un po'ml de chacun 
d'eux. 

Cela posé : 

On peut déterminer un point d'un des parallèles é suivant lesquel le côae 2. 
et t kifperholoidt 1 se coupent , ou I* en chcrclianl V intersection d’une des générar 
triées ilroiles du cène 2, avec la surface 2, ou 1' en cherchant V iniersectioa d’une 
des génératrices droites de Phyperboloïde 2 avec le cène 2,. 

Jusqu’à ])réscnt nous ne savons pas trouver les points de rencontre d'une 
droite coupant l’axe A avec un byperlioloïde i une nappe ayaul cet axe A pour 
axe de révolution, car c’est prccisêmeol le problème à résoudre. 

Mais nous savons (n° 35l)trouver les points de rencontre d'une droite, quelle 
que soit sa position dans l’espace , avec un cène. 

C’est donc en raiiicnan^le problème proposé, savoir : Trouver les points de ren- 
contre tf me droite ^coupant faxe A avec tlofperboUdde à kne nappe 2 au problème: 
Trouver les points de rencontre ttune génératrice droite G d'un hgperiotcède à une 
nappe et de révolution 2 avec te cône 1,'engettdré par une droite B couptmt Fore A au 
point X et f<mmanr autour de cet axe A , que nous pourrons résoudre avec liciüté 
le problème j»rO|H)sé. 

Et pour 1c résoudre, nous n'aurons qn’i faine passer par le sommet s du cône 
2, et la génératrice G de l'hy|>erboloïde 2 un plan Q; ce plan Q coupera le cône 2, 
suivant deux génératrices droites B, et B,, lesquelles couperont la droite G en 
deux points é, et é., et ces points engendreront par leur rotation autour de l’axe 
A deux parallèles 3, et d,, lesquels couperont la droite B en deux points y et y' qui 
seront ceux en lesquels cette droite B perce l'hyperlHiluide à une nappe et de 
lévolulion 2. 

Deuxième ces. La droite G éioMt parallèle à Case K. 

La droite B étant parallèle à l'axe A engendre par son mouvement de rolatiou 
autour de cet axe A un cylindre de révolution 2,; on aura donc à construire lus 
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points en iesqucb la génératrice droite G de l’hyperboloïde 2 perce ce cylindre 
2. (n* 351). 

Troisième cas. La droite B nétant pat située dans un même plan avec f axe A. 

Si l’on fait tourner la droite B autour de Taxe A , elle engendrera un hyper- 
boloide à une nappe et de révolution 2 ,, et dès lors on aura i chercher les points 
de rencontre de la génératrice droite G de l'hyperboloïde 2 avec l'hyperboloïde 
2, ou bien on aura à chercher les points de rencontre de la génératrice droite B 
de riiyperholoïde 2, avec l'hyperboloïde 2. 

Le problème à résoudre est donc, dans ce troisième cas, toujours le même. 

'' Ce|H;ndant par un artifice particulier , on |ieut ramener le problème proposé & 
celui où il s’agit de trouver l'intersection d’une droite et d’un cène de révolution. 

El en effet : si par lu droite B nous faisons passer un pian 0 confiant l'hyper^ 
boloidc‘2 et.son cène asymptote A suivant deux sections coniques EotE^ les 
points y et y' en lesquels la courbe E sera coujiée par la droite B seront ceux en 
lesquels celte droite B perce la surface hy|>erboloide 2. - -■ 

Or, nous pouvons toujours par l'axe A mener un plan méridien M parallèle à 
la droite B ; ce plan M coupera le cène A suivant deux génératrices droites L et 
L’, et à la manière d'ètrc de la trace V° du plan Q par rapport aux droites L et L' 
(en prenant le plan M pour plan vertical de projection) , on reconnaîtra (n* 284) 
si le plan Q coupe le cène A suivant une ellijMe ou une parabole ou une hyperbole^ 
on saura donc quelle espèce de section conique un a pour Eet E,. 

Cela posé : . . 

Imaginons la droite B et les sections coniques E^ E, concentriques, sem- 
blables et semblablement placées; celte droite B coupe |a courbe E aux points y et 
y'; joignons chacun de ces points y et y avec le cenlrco commua aux deux courbes 
E et E,, on aura deux droites qui couperont E, aux points y, et y,'; unissons ces 
points y, et y, 'par une droite B,, il est é\identque les droites Bel B, seront parallèles. 

Si donc nous pouvons facilement déterminer un point de B,, il suffira de 
mener par ce point une droite fiarallèle à B pour avoir B, ; par suite il sera facile 
de construire dirociemenl(sans avoir besoin de construire la courbe E,) les points 
y, et y/ en lesquels B, perce le cône A; puis, comme il ost facile de déterminer 
le centre ode la courbe E, sans construire cette courbe, il suffira de mener les 
droites oy, ctoy,' qui viendront rencontrer la droite B aux points cherchés^ et y'. 

Or, il est très-facile de se procurer un point de la droite B. ; et en effet, ayant 
construit le c< nlre o de la courbe E (|K>int o qui est au milieu de la portion de 
V comprise entre les droites L cl L') , on pourra construire un point m de la 
courbe ET* section de l'hyperboloïde 2 par le plan Q, puis chercher le point m, en 
le«|uel la droite <ftn perce le cône A. 
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Et le rapfxMTt entre lee njOM vecteurs' bomologuea des courbes semblables 
él semblablement placées E et £, Sera connu, car il sera ^al i ^ =3 a. : * 

Si donc on prend sut la droite B un point arbitraire p, et que l'on joigne les 
poinu P et O par une droite, on pourra toujours' sur op prendre un point p! 

eomprisenirooatp, ettel quei'onait ^ as«. , , 

'Menant par le point p, une droite parallèle b B, on aüra B,. 

437. Cependant la solution précédente pourrait offrir quelque diftioulld^ dans 
le cas où les courbes E et E, seraient deux hypertmles concentricpies , mais invtir- 
seœcni semblables ; c’qst pourquoi où ehercfiera 1 diriger d’abord le plan Q (mèné 
par la drqHc 6 )' de mam’ère 1 avoir pour les sections E et E, deux courbes sa»- 
blables et 'semblablement placées, ce qoeFon poiirta toujours Aire quelle que soit . 
la position de la droite B par rap|>ort i l'hyperboiolde Z, et Ton prendra le plan II 
perpendiculaire à ce plan 0, dés lors le plan M ne sera pHis parallèle b la 
droite B. : . ■ . ' ^ *i. 

‘ Toutefois, si ’le plan 0 passant par la drdileB était dirigé par rapport é l'hj- 
perboloîde Z de telle miaméro que les courbes E et E, fd^nt deux hyperbeins 
• ooneeutriqueset'inversement semblables, voyons si dans ce cas la solution prA^ 
cédentc ne peut pas encore être employée , an moyen de eertainès inodiAcatknu. 

Mais avant de résoudre celte question , examinons les sections hfptrbolmimé» 
(^ucl'on peut obtenir dans un hyperboloïde i une liappe et dc' révolution ea.l4 
coupant |»r un pian."' *' 



. ' -1 • 

' - ' J . - . f, , 

. |-i. D«» hifperMe» otMerine* en fioupaut an hyperMoide àune nappe ef fie t'éuatulion 

• par des plant poivi/lèles. ^ ^ 

*■ .V, ■ • 

438. 81 Fon mène par le centre o (on par le soumet a du cône asymptotes) 
d'un hyperlNdoïde à une nappe et de révolution Z un plan P coupant le cône à 
spivant deux généTatrlues droites L et L', on ssit.que si Foti mène un plan 1' 
tangent au cône ô suivant -la drdite L, U coupera F hyperboloïde Z suivant deux 
génératrices dcoites G et K de tytiémet tt^éren^- qui sont {taralléles entre eHes 
et i la droite L. 

On aura de même deux géuératripes droites de tytUmet t&ffi-renu G' et K' de 
Fhyperboloide Z en menant un plan T tangent an cône A suivant la droite L'. 

Les droites G et K, G' et K' se couperont en des poinu p et p' qui seront sur .• 
une droite Y passant par le centre o de la surface Z. ^us savons «Hcoru que le 
• plan 0 tangent eu p à la surface Z sera pandléia au plan 0' tangent en p' à la 
. y MSTit. 3a 




» 
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surfece 2 et ptM» ^ et d' «erwnt pwell**M «■» «w 4 L«i 4lmP. 

I peeé • •! U,- I»-4« 't't« I ,-^-'1;. < S 

tdan P^jraUéle au p»a* P pwipera te ç«ne A aoisma^^bjféAO» 1^ ^ 
rb<àoïde2 sttivant une hyperbofe E qui auront tnéiûe cfciitre lîiiié an pomt o 
nel lèpian P' coupe la droite T ou tp, p*), et dont tes asymptotes Z et r 
reapeclivement paraltelea, l» ï»«mifèrÉm«i ite»it«G,lt«a.L,etteaeeo*é* 
oiles G', K' et L', cp% tàltft »eo»mlà ii>>er^Ûw>* 



pDurrft arriver ïl* qu<c los courbes L et t, sûieûi^SMJipçs 

formés par les droites 7. et V, cl alors ces courbes seront cowid^^fj» 

semeiit aemblaltks, cl c!c8lcequi armera toutes tes^jp^le 

situe au delk de l’un ou del’autredes,ilaiise et 0', *IIUw® 

de la aurtece 2. v>j jr . ' r- j- i„ / > e»o*'5 

43». tors<iue les kjperlrolcs E et £, sont placée» coaune l tntbque la (/iÿ. 

1«8 points homologues sont ceux en les<iocU cos courbes sont çou^s l’u^ ei 

l’autre par une droite uienéc par leur centre commun. ^ . .t • 

*440. Mais lorsque les hyperboles Ë et Ë, sont placées comme l indique w 

(yîj(, aaa) cpmn»enl-doil-on construire leurs pointa htOTologneA? 

Menons {fig- 226) une droite quelconque mais paraH^e à l’asymptote. Z et 
eoupaiU rasymptote Z au j)oînt /, h Conrbe B au point (*f* et Iq ooprberl. au 

point m/,l«8T»»ntsm'eém.'«eront dits poiiittlteirwteÿiiei. ' • 

MênoBS une seconde droite parallèle à V cl coupant Z au point r, la courbe E 
au point * «t te «owbe B,a»i poi(at «• tort» tteeu q«a^d’t4( n* 38T) nous 

«urons: - • ' ’ • 

• .. ! • • , . «yxor':«iiiexsr . - ’ ■;> 



wis que ai l'en rôtit teapetnt» i» et «a el ml, pa*‘. d« «ordo» » eoi«tes 
léesréOMseeovpsreB uBpuiBtt»il«é'»uri’BfMtmpt«tuZret»‘ 1’®* i»Éne.l“s 
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eo w' à ia oMirl>c £ at 4 en w’.4 la co«rl>e £^ c*» ua^ent^ et 9, 
intoi se couper en un poial i' «ilué jur J'asyntHote Z, 

Mainieuaui joifnoiu ie centre o avec Je* ppùui homo^oguti m' et m', , la paral- 
léie JMni, à Z' coupera la Jroite B uu ( o, « ) au point ^ eüa droite B, ou j[o, 
au pointa; et je 4 ÜS ({uej’on aura : . ^ - 4 j ", ét / . 

£T _ J ' T • -î 

•il. • .. • . * nr » * ; ' “t*;! . -i-.lv '> 

■•V-- . ... 



Et cc4a wi évivent puisque Coa a ^ 



«'r' 



»*jr 



: t et que iee droitra «im,*et mAr', 



sont paraHèlei. 

Cela posé: ' -. ••• 

441. Étant donné iin hypcrboïolde i unenappcet derjaolution letsem oAoé 
asympotc A et une droite B, si pour déterminer les poinh-iil' M m" «1 lesquoia 
la droite B perce la snHbcc î, "00 obtient par le plan Q pa^nt par cette droite 
B , pour .sections dan» la surftcc une 1i3rperboîe E et dans-le cAite A une 'hyper» 
Iwlc E, , ce* hyperboles élartt telles (pi’.elles Soient insorsement sertiWafcles.-Ott 
devra opérer de' la manière sirivanté pour oWenir les poànts m* et m".- 

On déterminera les asymptotes Z et V deë courbes Ehl.Ej on coostruira un 
point quelconque m de la section E faite dans l'hypcrboloïde Z par le plan Q ; 
par lo- point m on mènera une droite B paraltile à llKyre|>lOte V et <‘mi ctiet^ 
chçra le point m, en lequel la tirojte R pcrec fa cène A; ee point m, étent dÉur» 
miné^ on remorquera que le' droite B coirpe fasy minute E en un point r at la 
droite B' en un point », ou détonnincra sur la 'droite 11 on fm, i#,) un poiirt «i 

aâtisfaisant à la.proporiioo : ' 

? '*' eic; m.f r: r*:r«r, ^ 



• * ■' ». • ’ 

On unira k cenlro o des hyperboles £ êt.E^ avec ie point et Ton aura une 
droite 4 située dans te [>iân sécant Oppn tlétermiuera le pointant en lequel |e 
cène A flsr pescé parJa droile ce^pqipt ^ dél«TipiBé« ou feraja^'r 
par m', une druile M' paraHéle à Z'eL U' coupera la droite B en un puinl tn* qui ^ 
sera ueloi-en-loquel oeue droite üpproa lljt^terboloîdo Iht , V>.. 

iLa dnâlssBi coupera toujours la «ioe Aça.4eux points la'. a m'\ puisque pi 
l’hyperbole E état-ouosiruile^.^l ^ast ôtidooi que ia^draito B- eu vectu de ee 
qu’elie passe par te-ceulre'o de riiyperhole E. couperait cette courbe eu ^eux 
POÙMS. .. ^ . . ! ' . : J 

Chauto daspepids.Ntftet q;” iprvùa dunpà délpriniser suj; la ^jj^le B un poin), 
«i.aÎMi ut aUiaiMlni sut4i4*f#iu pgmtspn! iiamolqpiiç^. m.' ot h^mtloj^ 

UTî'xj Urm ùB ps up 



dem",. 



^ . 

» i 



/r 
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443, Le problème : trouver let poinu en lettfuefi une t/roite B perce un hifperMcUe 
à une nappe et de révolution ÎeV K de la surface Z et ta drmte B n'étant pas 
situés dans mi même plan , peut être facilement ramené à la solation du problème: 
trointer les jnints en lestfueh me droite B' perce un htjperboldlde à une na^ et de 
révolution 1', ta droite R e( T noie K' de la surface 2' éUmt dans un même plan. 

Et en effet : 

Concevona un hyperboloïdc é une nappe et de révolution 2 ayant son centre en 
un point o et ayant pour axe de révolution une droite 

Menons par le centre o no plan P peq>endiculaire i l'axe^ A , nous couperons la 
surface 2 suivant son cercle de gorge C et si nous faisons passer par l'axe A un 
plan méridien M et que par le centre o nou» menions une droite N '|)urpendicu- 
laire au plan M, celte droite N perpera le cercle C en un point q; et si par' le 
point q nous menons un plan T parallèle au plan M, ce plan T sera tangent au 
|xrint q à la surface S et la coupera suivant deux génératrice droites G cH K de 
systèmes Sfféreats el qui feront avec une droite Y ( menée parallèlement à Taxe A 
par le point q) des angles égaux a l'un à droite et l'autre-'è gauche, en sorte 
que les deux droites C et K comprendront entre elles un angle égal à 3a. . ' 

Cela posé : . , , 1 

Si nous coupons la surface 2 par un plan Q paralle)e*au plan M ( cc plan Q 
étant situé entre les plans T et M), cc plan Q coupera ic plan P suivant une 
droite D qui coupera le cercle de gorge C en deux points d el. (f,' ét ce plan Q cotf- 
pera la surface. 2 suivant une hyperbole E ayant les points d èl-d! pour sommets, 
cl ses asymptotes Z. cl Z' seront rcspectiTemoDt'paralléles aux droites G Ct'K. 

Cela posé : 

Si dans le plan P nous traçons une série de cercles C', C", G”^, etc. , coupant 
le cercle C aux points d ot if'et ayant dès lors leurs centres ef, à", etc., situés 
sur la droite N on (o, q) et si 'par ces centres nous menons les droites A', A", 
A'*', 'etc., parallèle à l’.axe .A'^ét si par les points q', q", q"*, etc.; en lesquels ces 
cercles sont coupés par la droite N, noos menons dés droites.G' et K', G" et K", 

• G** et K"' etc., respectivement parallèles aux droite^ G et K, les droites G', G", 
G”', etc., ou K', .K", K"*, etc., en tournant respectivement autour des axes A', A% - 
X'*, etc.,' engendreront une suite d'hyperboloïdes i une nappe el de révolution 
Z', 2”, ï*, etc., qui s’entrecouperont tous suitam l'iiyperbole E. • 

Cela posé î - t-» , 

$i l'on a une droite B située dans le plan Q , oeue. droite percera l’iiyimrbololde 
'i en deux points ÿ el g, shués sur l'hyperbole E (si h droite B értit parolWeà* 
Ytine des asymptotes do la conrlie E, die né pcrceràil évidemment b sorfiee'Z 
qu'eu un seul point ). ’ 
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Par «oiwéquent la droite B percera les divers hyperboloides 2', ï", etc.,- 
aux mêmes points yèif,. 

Si donc. on prend parmi les hyperboloides 2', 2", 2f", etc., celui Si dmil le 
cercle de gorge G' a la droite éf pour diamètre, la droite B coupera l'axe à* 
de cet hyperboloide 2' et déterminant les points et p. en lesquels la droite B 
perce cette surface i on aura les points en lesquels elle perce la sarbce 2. 

liais U faut remarquer, que le plan Q peut être en dehors du plan T par rap« 
port au pten II, et que dès lors l’hyperbole F. n'aurait pas ses sommets sitaes sur 
le cercle de gorge C puisque la droite D suivant laquelle le plan P serait coupé 
(dans ce cas) par le plan Q, serait extérieure à c* cercle C. 

4i3. Si CS qui vient d'ètre (lit ci-dcssus arrivait, nous ferons remarquer que 
pour obtenir lasolution du problème, il sera toujours facile de mener par Taxe A 
un plan P, perpendiculaire au plan Q et le, odupant suivant une droite D.; on 
pourra faoileinent déterminer les points d, et (f. on lest|uels La droite D, parallèle 
à. J'axe A perce rbypsrbotoide 2t ces points d. et «f, seront les sommets de l'bjr 
perbole E, suivant laquelle la surface 2. çst coupée par le pian Q. 

Décrivons dans le plan P, et sur la droite djdl, comme diamètre un cercle €^, ce< 
cercle aura son centre e, sur la ^m(te N intersection, des pians P et P, ; cette 
droite N percera le cercle C, aux points f, et q, ét nous pourrons par le point q, 
mener une droite G. parallèle à G ; la droite G, fera avec la droite D interseÆon 
des plans P et Q des angles complémentaires de ceux qu'elle fait avec la droite A, 
puisque les dçux droites A et D sont rectangulaires entre elles. 

En faisant tourner la droite G, autonr,de l'axe D elle engendrera im hyperbo- 
loide è une nappe et de révolution 2Vqut coupera .l'hyperboloïde 2 suivant l'hy- 
pcrbolc E,; dés lors la droite B située dans le plan Q percera les deux hyperbo- 
leiiles 2 et 2' en deux points y' et y , qui- 'seront situés sur la courbe E, et nous 
aurons ainsi ramené le problème au eas simple où la droite B coupe l'axe dei 
révolution D de l’hyperboloïde i une nappe et de révolution 2’,. 



^ecoimafire «i f kyperMoïde' don/ié par trou droUe» ttirectricei *era oa n<m de 
réwhttkm. ^ 

444., Prenons un hyperboloide à une nappe et de révolution 2, ayant une droite 
A pour- axe de révolution. Sur cette surface 2 prenons une généralriee G du pre- 
mier eyetème et sur cette diroite G une suite de points» , m’, m”, mf", etc. Inutgi- 
Bons les génératrices droites du second «ysléms K passantf par m , r ' 

J f. . • E' — Ht' K _ 

t4 .V- Jmt ^ tm • .» , 

r**»* , i ^*1 - ’V -r nie*» -"ê ■ etc» A SJlim» 
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les droites G cl K font entre elles un angle aigu « el un angle olMiu g «t Ton a : 

(a+6 = iy 07 . 

Si nous iiiMMus les plans T, T', T**, etc., langeat&à la sarfaee X aux poinU 
m, m', m", etc., et ai noos menons par cImcub des points m', ta"> ele., deux 
pbiM K «1 8,, 6' et fi'„ S" et S"„ etc., perpeudioulaires aux plans T, T", esc., 
et tels (|ae-lea plans 8 divÎMiit en deux parties égales lesangtoasqiM ienS enttn 
elles ht droite et les droites k , et que les plans 8. divisent en deux parties 
égaJus les angles g que font entre elles la droite G et les droites K, lot plana 8 
pasaert>nt tous par l’axe A et les plans S. se oouperoiU deux i deux snivam des 
droites qui formeront une surface développaiila (. * 

445.Ridoneon donne trois droites K, K', K" dans l’espace et si l’on construit ûnc 
droite r. g’af ipnyani sur ce» trois droites et les coupant pespectivemenfaux points 
tn, m', m", M faudra ponr que ces trois droites K, K', K“, appartiennent à uniiy^ 
pcrboloîde A une nappe et de évolution 2, que la série dos plans 8; ou là série dnr 
plans S, -se coupent tous suivant une même droite A qui sera t>ie de la surfoce X. 

En sorte que si nous désignons par i les droites d’intersection des plans T par 
les plans bissecteurs S des angles x et par J. le^droiles d’intersectioti des mêmes 
plans T |)ar les plans S, biswcteurs des angles ï, toutes les droites' J's’àppnicront 
sur jjpxo A , et toutes les droites J. seront parallèTes a un' pion Q perpendiculairt 
à Taxe Aj.oirrice rersd. ' • . ^ ■' . 

Tnm^fonmtiim itt (hyperboigid* d une nappe et de r<hwfoiiqn en un Uyperbokiid» à 
• r, J «ur Noppe.eliionjle rewiluiifln. r . • 

-^..V • • I / r,* i ^ », * 

448. Imaginons un hyperboloide 2 à unenajqte clde rétnlution. Oésignons par 
A son MC , par G son cercle de gorge et por G et It ses génératrroes droite» de 
synii-inex différent». ^ • • i-- v“ '■ 

Mimons par l’axe A un plan méridien M-et supposons deux génératrices droites * 
G et "K jvanilléles ati plan M et sc coupant dès lors en un point p 'situé su? le cerrl» 
é<.‘ gorge le plan (G, K) sera perpendiculaire au ]>lan du cercle C et le coupera 
suivant une dtX)itaS«sngentc en P à cecereléG. ^ 

Noas iioiirrons transformer i’hypei'lM>loi<ie à m» nappe et de rèvohitioM Z e* 
un hfperlmloid» à uns nappe et «on de'réyolution 2, de diwr a e» manières et e» 
.employant toujours le mode de mamfdrmndm etflkmltgifite «n effat, ooopowe 
tout le système par une suite de [Hans X , X', X", etc., perpendieulaires à Taxe A. 

Chaque plan X eouperv l'axe on un point q, la droite G en un point m, la 
droits K en un peint n , Ir surfoos X suivant un cerds D ayant le poinl q pour 
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œstre e» sos $ay<m étsM fm ouàt^, car qb • : qni=4ftk, le piaa M suivait 
uoe.droile B. ^ 

Cela po^ : 



447. Première (rcnr/brnuirion. Par un point quelconque x du cercle D menons 
tmeperpemlitutauS K aspba H, ertte «liaite fi coupera |a tkoile B en un poisl b. 

Prenons un point x, sur IJ tel que Ton ait ~:=comtaote'=re,. 

* Tous les points x. seront sur une elR|ise D, ajaat te diamètre du œrefè D ntué 
sur le phn M pour Tun de ses axes ; et œt ne sera le petit axe de retKpee D, ai 
Ton a : O, <f et il sera le grand ajrrde l’eUtpee D, si l’on a ; e.'>4. 

‘ Toutes les ellipses Tl, situées respeettrement dans les divers plana X,'V...u» 
formeront une surface £, qui sera la trmrfonnée cylindrique de la sutAmo 2. 

Je dis que la surface 2, sera un hyper M eideà une nappe et non de révolution, 
et qu’aihsi elle sera une surface doublement r^lée^ et en efiêt : 

' Si Fon avait pris le point m de fa droite G et abaissé de ce point m une pè^ 
pendiculaire B, sur le plan M, celte droite B, aurait percé le plan M an pointé;; 
ét prenant sur B. on point n» tel qne l’on ah =a„ le point m, aérait situé 
sur Tellipse t),. ^ • 

Dès lors on vpit que toutes les droites G , comme toutes les droites K, seront 
trantfolntées en des droites G, et en des droites K, situées sur la surface 2,. 

Le cène asymptote A de la sur&oe de révolution 2 sera transformé en un odne 
non de révolution A. ayant la droite A pour axe, et ce cAiie A, sera asymptote 
de la surface 2, tout comme le cdoe de révolution A Pétait de la surlace 2. . 

Etÿar le mode de transformation cylindrique employé, il est érideni qne le 
plan (G, K ) perpendiculaire au plan du cercle C sera transformé en un plan 
(G,, K.) arnsi perpendiculaire au plan du cercle C, et que le ccreie de gorge G 
aéra transformé en une ellipse de gorge et que In Uageute 6 an eercleC et nu 
point P sera transformée en une droite i, tangeoio à t'eUipse C, au point p, , le 
point p, étant le i r lb uj hrm é du peint •* * I * -V 



44B. Deuxième iraïu/ormation. Par chacune des droites B, B', B", etc.-, inenons 
des plans X„ X'^ X"„ete., parallélea entra aux. Us plans Xet X., X'el i',,....' 
oomprenaol entre eux un angle constant mais arbitraire 6. . ^ 

Cela flih*: 

. Par un point quelconque x du cercle D menons une perpendiculaire fi au plan 
cette droite N percera la droite B au poinl à et sera située dans le plan X 7 me; 

• S • T’ 
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. noms par le point b d^nt le plan X, une droite M, pei^endieukiire è la droite B et 

prenoes sur N, an.pointx, telquel’on ait • . , 

fcr, 

s* coaslante = m. 

Tous les ccrcks D..., seront transformée' en des ellipses q«i formeront 
une surface X, qui sera doublement réglée oonime la surface 2. 

, 440. Troniitmtran^muaâon. Par un point queleonquexdocçrcle O ayant mené 
mit droite N peipendkulaire à la droite B et la coupant en un point b, nous inè- 
nerons.par ce point b une dioite N, située dans le plan X (dans lé plan du cerclé 

D ) et faisant avec N un angle arbitraire « , et nous prendrons sur N. un point x 
telquel’on ait: r . 

, bx. ■ ■ ■' • ' ^ 

constante = 

• tous les points X. ainsi déterminés, formeront üne snrfoce 2, doubiemeni réglée 

comme la surface 2- ‘ o 

• * *• * 

- 480. ^irûtaMtrnM/orDMiioN.Par un pointqoelcpbque^fdùoarcle B ayant mené 
une droite Ql perpendiculaire à la droileB et la coupant au pointé, nous mènerons 
par ce ponité une droite N. située dans le plan X. et faisant avec la droite B non 
un angle droit, mais un angle arbitraiio y, puis nous prendrons sur N, un point ' 
ar, tel que l'on ait : ‘ . : 
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loua les points x, formeront une surface 2. qui sera doubtement r^iée tJommc 
Ja surfoce 2. . , -vr r 

• • . 
. Ainsi lesqasire surfsces2„2.,2., 2., eç lesquelles on peut transformer .par le 
mode de (nm^ammum rhyperboloûle à une et de xêvoJiUiou £ , 

sont eiles-niémes des hyperbofoides i une nappe pt non de résolution , jouissant 
des mêmes propriétés que la surface 2, sauf lès roodiücatioas que le mode, de 
transformation peut et doit apporter à chacune de ces propriétés. ’ 

La irans/onmiion cÿnndriqw itim hijperboldide à uXe nttfifte a de révoltititm en m 
hyperboknde à une nappe non de révolution conduil à la tobOion du probtênm : tnmver 
les points de rencontre d'une droite et dun hyperboloide A une nappe non de révoltUion. 

sur le pl^n liorlzomal uoe«llipse E comme tra.ce d’oo 
jpeiboloïdé 2, à une nappe et non de révolution , si par le centres de (.•ette 
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ellipse E on élève une verticale A qui sera l'axe (le la surface 1,, si l’on mène 
un plan horixontal X coupant l'axe A en un point o et que sur ce plan X , on 
construise une ellipse E' ayant le pointe' pour centre et qui suit semblable et 
semblablement placée à l’ellipse E, prenant cette ellipse E' pour l'ellipse de gorge 
de la surface Z, et faisant mouvoir une droite G, sur E et E' et de telle manière 
que G,* soit tangente à E'*, on aura les diverses génératrices droites de la sur- 
face S,. 

'■ Cela posé : 

Si l’on a une droite B. et que l’on demande de construire les points en les- 
quels elle perce la surface 1 , , on pourra transformer la surfaœ 2, en un 
hyperboloïde à une nappe et de révolution 2 ayant pour cercle de gorge le cercle 
C décrit sur le petit axe de l’ellipse E* comme diamètre , et pour opérer cette 
transformation , désignons par D le petit axe de l'elnpse E', on abaissera d’un 
point m, do la courbe E'unc perpendiculaire sur la droite D, laquelle coupera la 
droite B en un point 6 et le cercle C en un point m , on connaîtra donc le 
rapport 



bm 




Cela lbit,on prendra deux points y, et g', sur l’une des génératrices droites G, 
de la surlace 2,, on abaissera de ces points des perpendiculaires sur le plan M 
déterminé par l’are A et la droite D , ces perpendiculaires perceront le plan M 
aux points p et p' ; on prendra sur la droite pg, un point g et sur la droite p'g,' 
on point g', tels que l’on ait : 



P9. P'S". 



a 



et les points g et g' détermineront la génératrice droite G de l'hyperboloide 2 
ayant la droite. A pour axe de rotation et le cercle C pour cercle de gorge. 

Nous transformerons de la même manière la droite B, en une droite B ( en 
vertu de la transformation cylindrique , il ne faut pas oublier que les droites B 
et B, M couperont en un point qui sera forcément situé sur le plan M). Il suffira 
ensuite de construire, par l'une des méthodes exposées ci-dessus, les points x 
et y en lesquels la droite B peroe l’hyperboloide à une nappe et de révolution 2 
pour connaître les points et y, en lesquels la droKe B, perce Thyperboloide à 
une nappe et non de révolution 2,. 

S* ruTu. 31 
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CoMlriietion dirtcle (fiin InjperMaide à unt nappe et non lie révolution. 

Oq [Kiul conslruirc directement un hypcrboloîde à une nappe et non de 
révolution , par divers modes différents parmi lesquels nous indiquerons les 
riiii) suivants. 

453. Première construction. Concevons trois plans équidistants P, P' et P", et 
prenons l'un d'eux P' pour plan horizontal de projection. Menons use droite A 
perpendiculaire à ces trois plans et les coupant aux points o, o et o". 

Traçons dansie plan intermédiaire P nneellipse E ayant le point opoar centre , et 
dans les plans P' et P" traçons aussides ellipses E'ct E" ayant rospectivemeot pour 
centre les points o' et o"etsopposonsque les deux ellipses E' et E" sont identiques 
ou superposables (en sorte quo ces ellipses B' et E" se pn^Ueronl sur le plan 
horizontal de projection P' suivant une seule et même courbe) et que les trois 
ellipses E, E', E” sont semblables et semblablement placées ; de plus admetions 
que l'ellipse intermédiaire Eest plus petite que l'ellipse E' ou E". 

Cela po.sé ; 

En un point quelconque de E‘ menons (^9. 227) une tangente 9 à E*, elle 
coupera l’ellipse E'*ou E"‘ en deux points; cette tangente 0 pourra être regardée 
comme la projection horizontale de deux droites G et K s'appuyant sur les trois 
ellipses E, E'^ E" et se croisant au point m de l'ellipse intermédiaire. 

Et cela aura lieu parce que les ellipses E* et E'* ou E"* étant concentriques, et 

semblaUlfls, on a : m*p'* = n>V'* ou ^ . 

Ainsi la surface engendrée par une droite se mouvant dans l’espaee en s'ap- 
puyant sur les trois ellipses E, E', E", sera une surface doublement réglée, et 
évidemment un hypcrboloîde à une nappe et non de révolution. 

454. Deuxième construction. Concevons trois plans parallèles équidistants entre 
eux Q , Q', Q", dont l'un Q soit intermédiaire ; traçons sur le plan Q une hyperivole 
E, et sur lés plans Q' et 0” des hyperboles E' et E", telles que ces courbes se pro- 
jettent sur un plan vertical de projection parallèle aux plans Q, Q', Q", suivant 
des hyperboles semblables , semblablement placées et ooncentriqMes; le» deux 
hyperboles E' et. E" se projetteront en une seule hyperbole E" ou E"' et l’byper- 
bole E se projettent en une hyperbole E' extérieure à l'byperbole E" ou B"'. 

Si par un. point »t‘ de E* nous menons à eette courbe une tangente 9 (jîpv 22E) 
elle coupera l’hyperbole E'* en deu points et eette droite 9 pourra être consi- 
dérée romme ki {irojeetion verticale de deux draiies G et K. s’appuyant sur las 
trois courbes E, E', E’'ctse croisant au point m , ^ cala aum lira parce que les 
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courbes E* et E'*(ou£"*) sont deux hyperboles concentriques, semblables et sem- 
blablement placées, et que l’on a : my'c=mY'’ou 

La surface engendrée par une droite se mouvant dans l'cspacc sur les trois 
hy|)erboles E, E', E" sera donc noo surface doublement réglée, et sera évi- 
demment un hyperboloîde à une nappe et non do révolution. 

455. Concevons un plan T tangent au cône asymptote A d’on hyperboloîde à 
une nappe et de révolution 2, ce plan coupera la surface 2 suivant deofx géné- 
ratrices droites G et K' de lyttfmet différents, lesquelles seront parallèles entre 
elles. Désignons («r g et k' les points en lesquels ces droites G et K' coupent 
respectivement le cercle de gorge G de la surface 2. 

Cela (Ktaé, imaginons deux plans P et P' é(|uidislants du plan T et parallélos 
entre eux et à ce plan T, le plan P coupera l'Iiypcrbololde 2 suivant une |iara- 
bole E et le plan P' coupera aussi lu surface 2 suivant une |>arabole E‘, ces 
deux paralmles E et E' seront égales, mais tournées en .sens inverse, et leurs som- 
mets seront situés sur l’hyperbole méridienne qne l’on obtiendra en coupent la 
surface 2 par on plan M perpendiculaire aux trois plans P, T et P'. 

Il est évident que les sommets e de la courbe E et e' de la courbe E' seront en 
ligne droite avec le centre o du cercle de gorge C et que ces deux sommets «et e' 
seront équidistants du point o. 

Cela posé : 

Projetons sur le plan T pris pour plan horizontal de projection, les droites G 
et K' , et les courbes E et E'. 

Nous aurons htjig. 229, en supposant un plan vertical de prvqection parallèle 
au plan méridien M, et nous pourrons déduire ht construction suivante: 

Troisième cmstmctkm. Étant donc données les paraboles E et E', les droites G 
et K' comme l’indique la figure 229, si l'on fait mouvoir une droite G, sur la 
droite K' et les paraboles E et E' on engendrera une surface réglée 2. qui sera un 
hyperboloîde à une nappe eide révolution, et si l’on fait mouvoir une droite K, 
sur la droite G et les deux paraboles E et E', on engendrera la même surface 2,. 

Pour déterminer les droites G, et K, qui passent pur un point m de la parabole 
E , il est évident que l’on devra exécuter les constructions suivantes. 

Par le point arbitrairement pris sur E*, on ntènèra une perpendiculaire N 
aux droites G et K' coupant K' au point r et G an point r*. 

Un prendra sur la droite N deux points p et p' tels que l’on ait ; mV= rp et 
in”=ry et par ces points p et p' on mènera les droites A et A' parallèles entre 
elles et aux droites G et K'. 

La droite A coupera la courbe E'* en un point m'‘et la droite A’ coupera la 
même courbe É* en un point m’,‘, les droites G,‘ unissant les points m‘et m'‘ et 
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K,‘ unissant les points lu* et ni',* seront les projeelions des droites G, et K, géné- 
ratrices de systèmes différents de la surface hypcrholoïdc X et se croisant au 
point m. 

La droite G, coupera la droite K' en ui\, point n et la droite K, coupera la 
droite G en un point n', ci il est évident que l'on doit avoir dans l'espace nm=itm' 
et n'm^a'in/, ce qui est bien le résultat obtenu par notre construction. 

45G. En combinant la première et la seconde construction exposées cr-dessus , 
on peut déduire la quatrième construction suivante: 

Quatrième construction. Si ayant deux plans perpendiculaires entre eux P et 0 
et SC coupant suivant une droite L on trace : 1* dans le plan Q une ellipse E 
ayant son centre en un point ode la droite L et l'un do ses axes dirigé suivant 
catc droite L, et 2* dans le plan P une hyperbole U ayant le ntéme point o pour 
rentre , sou axe iransvcrse étant dirigé suivant la 'droite L , et si de plus les deux 
courlics E et II se coupent en leurs sommets situés sur la droite L, en faisant 
mouvoir une droite G sur les courbes £ et H de telle manière que la projection 
orthogonale de G sur le plan P soit tangente à H ou que la projection orthogonale 
de G sur le plan (j soit tangente à E, l'on engendrera dans les deux cas, une 
seule et même surface gauche qui sera doublement réglée et qui ne sera autre 
qu'un hypcrbuloïdc à une nappe et non de révolution. 

457. Et l'on peut généraliser cette proposition de la manière suivante. 

On peut prendre les deux plans Pet Q faisantentreeux unanglea,etron peutsup- 
poscr que la droite L soit dirigée suivant un diamètre de l'ellipse E et un diamètre 
de l'hyperbole II ; alors, désignant par m l'un des deux points en lesquels E et H 
SC coupent, et par Sla tangente en m à E, et par S la tangente en mà H, il faudra 
supposer la droite G projetée sur le plan P par des droites parallèles à 8 et sup- 
poser aussi la droite G projetée sur le plan Q par des droites parallèles à 8. 

458. On peut couper un hyporboloîde à une nappe et non de révolution 2 par 
un plan M passantfyîÿ. 230) par l’axe A de cette surface, ce plan M coupera l’hy- 
perlmloîde suivant une hyperbole E et le cène asymptote A suivant deux géné- 
ratrices droites L et L'; conoevons d’abord le plan T tangent au cène A tout le 
long de la génératrice L, ce* plan coupera la surlàoe 1 suivant deux génératrices 
droites G et K, de systèmes d^érents qui seront parallèles entre elles et à la droite 
L; concevons ensuite le plan T' tangent au cène A tout le. long de la génératrice 
L', ce plan coupera la surface 1 suivant deux génératrices droites G, et K, de 
systèmes différents qui seront parallèles entre elles et à la droite L'. 

Les droites G et K,, G, et K se couperont respectivement en des points g et g, 
qui seront en ligne droite avec le centre o de la sur lace hyperboloîdc 2 ( ou en 
d'autres termes le sommet o du cène asymptote A)- 
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GnqmHne cmitiruciioH. D après co qui précède, ii est évident i|ue si l'on iaii 
mouvoir : une droite G' sur l'hyperbole E et sur les droites K ot K, , ou 2 * une 

droite K' sur l'Iiy pcrbole E et sur les droites G ut G, , on engendrera une même 
surface hyperboloïde X qui sera i une nappe et non de révolution, v 

Ce iiiudc de génération de niyperbuloidu û une nappe et non de révolution 
conduit à une propriété remar(|uable dont jouit cette surface. 

Et en elTet : 

Si dans le plan T, on mène au point m de l 4 iy|>crbole E une tangenle, elle 
coupera les droites Lct L' aux points l et I'; cl si parues points t et on mène des 
parallèles à la droite gg, , elles couperont , |[une les droites G el K, aux |K>ints t 
et r, et l'autie les droites G, et K aux points i, et r ; et il est évident que l'on aura : 
im=i,m et rm=r,m , puisque l'on a : ml =:inf en vertu de la manière d'èire 
d'uuc tangente à une hyiterbole pur rapport aux asymptotes de cette courbe, et 
aussi en vertu do ce que les droites L et L’ sont équidistantes , la première des 
génératrices G et K,, et la seconde des génératrices G, ut K. 

La droite ü, ne sera autre que la droite G' et la droite rr, ne sera autre (|ue la 
droite K' dont nous avons parlé ci-dessus. ^ 

Cela posé : 

Joignons points g et i, g, el i, par des droites, nous forraerous ainsi un 
tétraèdre 199,1,. Et je dis que quelle que soi! la position du point m sur 4 ‘by- 
l>crboleK, tous les tétraèdres ainsi délenninés auront même volume. 

El en effet : 

Si par le point m cl dans le plan T de l'hyperbole E l'on mène mp {mrallèlé 
a L* el mq [Hirallèle à L, on aura : ■ ’ 



opx.«qs= ronsUaic == a 



Ur, il est évident que les trois points 9, 9 et i, , ainsi que les trois points 9. , 
pelisonten ligne droite. Onadonc, puisque 09=09, ; 



oq et 9 t = 3.op 



donc l'on a : 



9,1, X 91 • consUote = a 



(U 



J- — 

Î-.V 



Aliaissons du point 9 une [>er|)endiculiMrcsur G, , cette droite 9I) sera constante, 
<|uelle que soit la position du point I, sur la droite G,. Désignons celle perpen- 
diculaire par A. 
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Abaissons ensuite cUi point « une perpendiculaire xi sur le plan T' tpii contient 
la base gg,i, du tétraèdre , il est évident que l'on aura :iji=axixd, d étant une 
quantité constante, quelle que soit la position du point t sur la droite G; dési~ 
gnons xi par H. • • ' - 

Nous pourrons multiplier les deux nombres de l'équation (<) par la. quantité 
constante h et remplacer yi |miv sa valeur sans changer l'équation , et l’on aura : 

9,t, X A X II .(i = a. A = coastanle. . ’ ■ 

Kt désignant g.i. par b , on aura : ' . . . . 

6. A. H a. h ' - 

Ce qui démontre le théorème énoncé (*). ■ ‘ - • . 

De la surface gauche engendrée par une droite te tnoiwani parallèlement à un plan , 
en s'appuyant sur deux droKes non parallèles entre elles. 

469. Concevons dans l'espace deux droites K' et K", non parallèles entré elles , 
et un plan P coupant ces droites aux points é et a ifig. 231). 

Faisons mouvoir une droite G sur les deux droites K' et K", et parallèlement 
au plan P, cette droite G engendrera une surface gauche qui a reçu le nom de 
parabolmde hyperbolique. 

Imaginons trois positions G, O', G" de la droite G (l'une de ces positions G 
étant dans le plan P). ^ 

Cela posé : 

Coupons tout le système par un plan Q parallèle aux droites directrices K' et K", 
ce plan Q coupera les trois droites G, G', G" en les points d, tï, d", et je dis que 
ces trois points sont en ligne droite, et je désignerai cette droite par K. 

Et en effet : 

Le plan Q coupe le plan P suivant la droite L. 



G^prè«, chapitre XII, noos donnerons les direrses antres propriétés dont jouit rAypfr(o/otde d 
«lie nappé. On peut engendrer plnsienn espèces de sarfacet giocbes en faisaot mouvoir une droite tor 
d«as droites dannêes de position dans Tespece et paraUèieBient à un edne ajanlponr diroetrice une 
section conique, ce cène étant aussi donné de position dans l'espace. FotV dans l'ouvrage qui a pour titre: 
Complément de géométrie deécriptioe , U note où cette question est essminéc et que j'ai publiée pour 
)a première fois dans le SuUetin de la Soeiité phUomatigne , séance du 26 mai , année I83t- 
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Si nous iHCQons pat les droiiles K" ei k' des plans Q" et Q' parallèles au plan 
0, ils couperont le plan P suivant, deux daoilcs : L" passant par le point n et 
parallèle à la droite L, et V passant par le point'6 et aussi parallèle à la droite L. 

Si nous menons [>ar eliacune des droites G*' et G' un plan passant, le premier 
par kl droite <t'r" et le second par la droite d'r' (et nous devons nous rap|>eler 
que les droites (fV et (fr* sont periicndiculaircs è la droite L), ees deux {dans 
couperont respectivement le plan P suivant les droites G*' et G'* qui seront res- 
pectivement parallèles aux droites G" et G', et le plan Q suivant les droites d'r" 
ou G"* et (tr ou G" qui seront, ainsi qu'il a été dit ci-dessus, perpendiculaires 
i L. * 

Cela posé : . ' 

Il est évident que l’on aura ; 



o*p"=é"î*=dV 



et 



a'p'= V^=<tr' 



de plus les trois droites G"*, G** et G situées dans le plan P étant coupées par les 
trois droites parallèles entre elles L, L', L", donneront : 

p”a ; p'a :: , 

Or, les triangles scmldables a"p"a, apa et b"q"b-, Vq'b donnent : v 



Nous aurons donc : 



t/'p" ; dp' :: : p'a 

Vf : fb : ÿS 



d'r" '.tfr’:: /'d : rd 






Ainsi les trois points d, d', d" sont en eOet sur une ligne droite K. 

De ce qui précède on peut donc énoncer ce qui suit : ^ 

La surface engendrée par une droite G s'appuyant sur deux droites mon puralMes 
entre eUes k" eiH' et se numuant parsdièlement à un plan P, lequel coupe le* deux droites 
directrices k" et k', est doublement réglée. 

< liu plan tangent en im point d'un pamboltMe Ityperbolique, 

4UO. Dés lors si en un point m d’un paraboloidc hyperbolique I on veut con- 
struire le pion langent T à cette surface S, il siilTIra de construire les deux géné- 
I atrkes droites de tysiémes différents G et K se croisjint en ce point m et le plan T 
sera déierrainé par ces deux droites G et K. 
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iiil. Le plan P parallèle aux génératrices G du premier tifitênif' tl le' plan Q 
parallèle aux génératrices K du second sysii^e sont dits plans directeurs du para- 
lioloïde hyperbolique 2. 

Il est évident qu’en se donnant les directrices droites K" et K' d’nn paraboloïde 
hyperbolique 2 on se donne rt posteriori le plan directeur Q qui leur est parallèle; 
c’est -jiourquoi un paraboloïde hyperbolique 2est complètement déterminé lorsque 
l'on se doîme <1 priori le plan directeur P, des génératrices G (à construire) et deux 
directrires droites K" Cl K'; et alors on connaît les deux plans directeurs. ’ 

La sttrjace erujendrée par une droite se mouvant sur trois droites devient un parcéo^ 
laide Ityperboliquc , si les trois droites directrices sont parallèles ri un même plan. 

'4G2. Nous savons que lorsque l'on fait mouvoir une droiteGsur trois droites K, 
k', K" non parallèles è un même plan, la surface est un hyperboloide ù une nappe, 
mais si les trois droites directrices K, K', K" sont parallèles à un même plan Q 
la surface engendrée sera un parabolmde hyperbolique. 

Et en effet ; ; . 

Concevons deux positions G et G' de la génératrice G, nous pourrons mener 
un plan P parallèle aux droites G et G'. Faisons mouvoir sur K et K' une droite 
G parallèle au plan P, elle engendrera un paraboloïde hyperbolique qui sera 
coupé par tout plan parallèle è'Q suivant des droites. Donc, etc. 

Cette seconde manière d'engendrer un paraboloïde hyperbolique, et pour la- 
quelle on ne connaît à posteriori qu’un des deux plans directeurs, est très-utile 
dans les applications. 

* 

Du sommet , de l'axe et des plans diamétraux principaux du parabolcide hyperbolique. 

V - s . f. ' 

463. Étant donnés deux directrices droites k et k' («t par suite le plan ürec- 
te«r Q des génératrices du système K ) et le plan directeur P auquel doivent être 
parallèles les génératrices du système G qui se meuvent sur les directrices K et K'> 
on pourra toujours construire une génératrice droite du systênte K perpendicu- 
laire à la droite L, intersection des deux plans directeurs P et Q , et l’on pottm 
aussi toujours construire une génératrice droite du sysUme G perpendiculaire è 
cette même droite L. , 

Et en effet : 

Par un point l de la droite L menons dans le pian P une droite D perpendicu- 
laire è L, par le même point i menons dans le plan Q une droite D' perpendieu^ 
laire à L; cela fait, construisons une droite G, qui , s’appuyant sur K. et K*, «oit 
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ItarulL-lo il F>, ullu sera évidemment parallèle au plan P et elle sera dés lors une 
génératrice droite du système G du paralioloide hyperbolique i. 

Pour construire la droite G, il nous suffira de mener par K et K' deux plans 
Y et Y' rcspectivenient parallèles à la droite D, ces plans se couperont suivant la 
droite G, demandée. 

l\ir la même raison, si l'on a construit deux génératrices droites quelconques 
G et G' du paraboloïde 2, ces génératrices s’appuyant sur K et K', il suffira de 
menei' par G et G' deux plans X et X', rcs|)cctivement parallèles à la droite D', et 
ces plans se couperont suivant la droite k, demandée. 

Les deux ^droites G, et K, se coupent en un point *, c'est à ce point qu’on a 
donné le nom de sommet du paraboloïde hyperbolique , et la droite Z menée 
par 1e sommet et parallèlement à la droite L, a reçu le nom d’oxe du para- 
boloîdc hyperbolique. ' 

-Si nous concevons un plan R perpendiculaire à la droite L , les génératrices 
K, K', K", etc., se projetteront orthogonalcment sur ce plan R, suivant des droites 
K’’, K'”', K"", etc., parallèles entre elles et à la droite D'; de môme les généra- 
trices G, G', G", etc., se projetteront orthogonalcment sur ce plan R, suivant 
des droites G", G'", G'"', etc. , parallèles entre elles et à la droite D. 

Kn sorte que les droites K"... et G"'.... déterminent sur le plan R une série 
de parallélogrammes. 

Rien ne nous empêche de supposer que le plan R passe par les droites G. 
et K, , dès lors ce plan sera un plan tangent à la surface paraboloïde 2 en son 
.sommet s. 

Cela posé ; 

.Menons par Taxe Z deux plans M et M' lesquels divisent en deux parties égales , 
savoir ; le plan M l’angle 6, que font entre elles les droites G, et K, , et le plan 
M' l’angle supplémentaire de £. 

Ces deux plans seront perpendiculaires au plan R , parallèles à la droite L , et 
rectangulaires entre eux. 

4(U. Cela posé , démontrons maintenant que la surface paraboloïde 2 est symé- 
trique par rapport à chacun des deux plans M et M'. 

Prenons le plan R pour plan vertical de projection (fig. 232), les droites G, 
et K, seront dans ce plan ; l’axe Z sera perpendiculaire au plan R et passera par 
le point s qui est l’intersection des droites G, et K,. 

Prenons sur K, deux points a et a* équidistants du point s, on aura deux 
génératrices G et G' passant respectivement par a et af, lesquelles seront parallèles 
à G, et projetées en G’ et G'’. 

Prenons sur G, deux points 6 et 6* équidistants du point t et tels que sb — sa, 

2' pàSTU. 35 
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on aura deux généralrices K et K' passant respectivement par b et 6' lesquelles 
seront parallèles à K, et projetées en K’ et K". 

Les génératrices G et K se couperont en un point p, 

— G' et K’ - p', 

— K' et G — q, 

— K' et G' — </'. 

Le [K)int p' étant en avant du plan (G,, K.) ou R, le point q sera derrière 
ce plan R. 

Le point p étant aussi en avant du plan R , le point q sera derrière ce plan R ; 
en sorte que les points p et p' étant placés en avant du plan R , les points q et q' 
seront tous les deux situés derrière ce plan R. 

Or, comme on a pris as — a’s — tb=2sb', il s'ensuit que les points p', p'* et 
* sont sur une droite V’, et que les points q’, q’ et $ sont aussi sur une droite 
Y*', ces droites V" et Y"' divisant en deux parties égales les angles que font entre 
elles les droites G. et K. , puisque asbp', osé'p'', et a'$btf’ sont des losai^es. 

Et comme les points p’, p'% q’, q" sont les projections orthogonales sur le plan 
R des points p, p', 7, ij', il s’ensuit que les droites Y" et Y*' sont les traces sur le 
plan R de deux plans M et M' perpendiculaires au plan R et passant le plan M 
par les points p et p', et le plan M'par les points 7 et q', ces plans M et M' étant 
de plus les plans bissecteurs des angles que font entre elles les droites G, et K,. 

Et comme op' = *6 = cép", ona : ap = a'p\ déa lors pp’=p'p". 

La droite pp', située dans le plan if , est donc parallèle à Y* ou au plan R ; et 
dès lors la droite 'L qiii, passant par le point a, est perpendiculaire au plan R, 
coupera la droite pp' en un point 0, et l'on aura op = op', parce que l’on a 
sp" = Sp'*. 

On démontrerait de même que la droite qq', située dans le plan M', est paral- 
lèle à Y” ou au plan R et qu’elle est coupée par l’axe Z en un point 0', milieu 
de qq', et que le point o étant en avant du plan R le point o' sera derrière ce 
plan R , et que l’on aura : 

O» = o'i . 

On voit donc que le plan II coupera le paraboloïde hyperbolique suivant une 
courbe y composée d’une branche infinie et symétrique par rapport à la droite Z , 
puisque toutes les cordes pp'... perpendiculaires à Z seront coupées en leur mi- 
lieu O... par cette droite Z. 

De même le plan M' coupera le paraboloïde hyperbolique suivant une courbe 
-/ composée d'une branche infinie et symétrique par rapport à la droite Z , et 
les courbes y cl y' seront inversement placées par rapport au plan R, l’une y 
é^tant en avant de ce plan R , et l'autre y’ derrière œ pi»» R 
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Cela posé : 

On voit que si sur la droite K, on prend un potpt a arbitraire et sur la droite 
G, un point V, tels que chacun de ces points soit é(,'alement distant du sommet s 
et ayant dés lors sa=:ib', les droites G (du $yttéme G) passant par le point a et 
K' (du système k) passant par le point b', se cou|>ent sur le plan M'; on voit aussi , 
que si sur la droite G on prend un point arbitraire p, et sur la droite K' un point 
p', tels que l’on ait : op, =éy,, la droite qui unira les points p, et p', sera paral- 
lèle a la droite V* et sera divisée en deux prties égales par le plan M' auquel elle 
sera perpendiculaire. 

Un peut donc énoncer ce qui suit ; 

Aü ton mène le plan tangent H au sommet s <f un parabotmée hyperboliyne 1 et si ton 
construit les plans M et M' bissecteurs des angles yue font entre elles les génératrices 
G, et K, de systèmes différents se croisant au sommets, ces plans M et M' dioiseront 
en deux parties égales les cordes de la surface 1, menées , les unes parallèlement aux 
plans H et et les autres parallèlement aux plans H et M. 

Ces deux plans M et M' sont dits plans diamétraux principaux du parat)oluïde 
liy|ierl>olique. 

kt il est évident par ce qui précédé que le paraboloïde hyperbuliquc est syme- 
tri<|ue [)ar rapport à chacun de ces plans .M et M'. 

405. Les droites G, et k, qui se croisent au sommet s du paraboloïde S com- 
prenuent entre elles un angle qui est égal à l'angle 6 qug font entre eux les deux 
plans directeurs P et Q de la surface 

Si donc les plans directeurs P et Q sont rectangulaires entre eux , les droites G, 
et k, seront aussi rectangulaires entre elles et dans ce cas toutes les génératrices 
du sysu-me k couperont la génératrice droite G, sous l’angle droit et aussi toutes 
les génératrices du système G couperont la génératrice droite k, sous l’angle droit. 

Lorsque les pla/is directeurs font entre eux un angle qui n’est pas droit, le 
paraboloïde est dit : oblique. 

l.or$que les plans directeurs font entre eux un angle droit, le [paraboloïde osl 
dit : droit ou rectangulaire. 

- Des plans asymptotes du paraboloïde hyperbolique. 

40ü. D'après la génération du paraboloïde liy|>erbolique on voit que toutes les 
génératrices du système k s’appuyant sur G, tendent à mesure qu’elles s’éloignent 
de K,, à faire avec k, des angles approchant de plus en plus de l’angledroit, et 
cc n’est que pour le point situé à l'infini sur l’une quelconque des génératrices 
du système G que la génératrice du système K passant par ce point situé à l'in- 
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fini fait un angle droit avec K, ou en d'autres termes est parallèle à la droite I. 
intersection des deux plans directeurs P et Q. 

En sorte que si l'on mène par une génératrice droite G quelconque, un plan T 
parallèle au plan directeur P, ce plan T sera tangent au paraboloïdc hyperbolique i 
pour le point situé à l’inrini sur la droite G. 

De même si l’on mène par une génératrice droite K quelconque un plan 
|Kirallèle au plan directeur Q, ce plan 0 sera tangent à la surface i pour le point 
situé à l'inrini sur la droite K. 

On peut donc dire que tout plan parallèle à (un des deux plans directeurs t( un 
parabotoïde hyperbolique coupe cette surface suivant une seule génératrice droite et qiiil 
est dès lors un plan asymptote de la surface. 

167. On sait que si l’on a une suite de droites G, G', G'',.... coupées par deux 

plans parallèles Y et V çn les points g etg„ g' et g', , g" et g", si on les cx)U[»e 

|>ar un troisième plan Y" parallèle aux plans Y et Y' en les points 9,, g',, g,",... on a ; 

99 ‘ ■ gW- ■ etc. : :gg. .g’g\-.^'g"’ 

en sort* que si le point g, est au milieu de la droite gg,, les points g',, g" 

■seront respectivement au milieu des droites ÿ'ÿ',, 

On peut donc d'après ce qui précède, énoncer ce qui suit : , ' 

Si (on a deux droites K et K' non parallèles et non situées dans un même plan , et 
si (on divise la droite K e(l parties égales entre elles, chaque partie ayant une longueur 
égale à I , par des points i , 2 , 3 , 4 . et si Ton divise la droite K' en parties aussi 
égales entre elles , chaque partie ayant une longueur égàle à I', par des points 1', 2', 
3', 4',.... et si (on unit les points homologues i et 1', 2 et 2', 3 et i',.... par des 
droites G-, G', G",.... ces droites formeront un paraboloide hyperbolique. 

468. Les points de division 4 et l' pouvant être arbitrairement placés sur les 
droites K et K' et le rapport entre les longueurs / et /' étant arbitraire , on voit 
que par deux droites non situées dans un même plan on peut faire [tasser une 
iitlinité de paraboloides hyperboliques. 

Le lieu des normales menées aux divers points de la génératrice droite passant par 
le somtnet t( un paraboUnde hyperbolique , est un paraboUSde hiperbolique qui est 
toujours droit (*). 

469. Soit donné un paraboloïdc hyperbolique adroit ou rectangulaire’, imagt- 



(*J Plus loin , nous démontreroiu que le Ihéorome releüf au pftrabolufdo normal eat toujours le 
mSme , quelle que loit le génératrice droite conaiJérée eur un paraboloïJe donué X , ce paraboloïdc X 
étant inditféremment obligue ou reelanfutaire. ' * 
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fions les génératrices K, et G, se croisant au sommet t de cette siirriicc Les pliins 
directeurs P et Q de cotte surface i seront respectivement |>cr|K;ndirulaires auv 
droites K, et G,. 

Cela (Misé ; 

Construisons les plans tangents T , T', T", T"', etc., à la sui face 2 aux divei-s 
points m, m\ m", m'",.... de la génératrice G. ; menons les normales N, N', M", 
N'",.'” à la surface i, en les points in, m', m", m'",.... toutes ces droites N, N', 
N",.... formeront une surface réglée 1, ; je dis d'abord que la surface X, est 
gauche; et en cfTet, si nous supposons que les points m et m' sont successifs et 
infiniment voisins sur la droite G,, les normales N et N' seront successives et infi- 
niment voisines, et leur plus courte distance ne sera pas nulle, piiisqujîlle sera 
Véltlment rectiligne mm', deux génératrices droites successives et innnimcnl voi- 
sines de la surface ne se coupent donc pas, dès lors cette surface i, est gauche 
(n-417). 

Ayant démontré que la surface i, est gauche, démontrons qu'elle est un para- 
lioloîdc hyperbolique , identique ou superposable au paraboloïde Pour le dé- 
montrer, menons par les points m, m', les génératrices K, K', K",.--- du 

tyttéme K (du paraboloidc 1) et dès lors parallèles au plan directeur Q. Le plan T 
passant par les droites G, -et K aura la droite K pour ligne de plus grande pente 
par rapport au plan directeur P. 

De même les plans T' ou { G,, K'), T" ou (G,, K''),, T'" ou (G,, K'"),.... ont 
respectivement pour ligne de plus grande pente par rapport au même plan P 
les droites K', K", K'",.... et comme les droites N, N', N", N"’,.... sont respccr 
tivement perpendiculaires aux droites K, K', K", K'",..., elles sont toutes parallèles 
au plan Q. ' 

Cela posé : 

Si l’on regarde la droite G, comme étant un axe de rotation et si l'on suppose 

que les droites N, N', N" restant fixes dans l'espace, les droites K , K', K",.... 

tournent respectivement autour de l’axe G, et opèrent chacune un quart de révo- 
lution, ces droites K, K', K" viendront en même temps se superposer res- 
pectivement sur les normales N, N', N" et la surface ^ après un quart de ré- 

volution autour de l'axe G, viendra donc se superposer sur la surface 2, , ainsi la 
surface 2, n'est autre qu’un paraboloïde hyperbolique , identique ou superpo- 
sable é la surface 2- 

Les deux plans directeurs P et Q se coupent suivant une droite L à laquelle 
le plan R ou (G„ K,} est perpendiculaire. 

Pendant le mouvement de rotation de la surface 2 autour de l'axe G, le plan P 
étant supposé entraîné, on voit qu’il prendra la position P, perpendiculaire à la 
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firnile L ou parallèle üu plan R, et que cola aura lieu lorsque le quart de révolu- 
tion sera accompli. 

On peut donc énoncer ce qui suit : 

/,« surface 1, délerminée par les normales N , N', N" est un )xiraboUnde hyper- 

holiqiie droit on reelnnyiila'ire, ayant pour plans direrirurs le plan (J et le plan R. 



De la sertion faite dans te parahnioide normal 2, par wi plan parallèle an plan directeur 

du paraboldide 2. 

4"0. Si l’on coii|)e la surface 2, déterminée par les normales N , N', N",.... 
par un plan X parallèle au plan dirvu-teur P, la section sera nnv hyperbole èipiilatère. 

Kt en effet : 

Étant données les génératrices droites de systèmes différents G , et K, de la surface 
paralmloïde 2 et se croisant reclangulairement au sommet » de cette surface, si 
nous menons au point s une droite 7. perpendiculaire au plan R ou ( G,, K, ), on 
aura l'are de la surface 2. 

Pour ce point s la droite ’L est la normale à la surface 2 puisque le plan R est 
langent à celte surface 2 au point ». 

Cela posé, on |>ourra prendre pour plans directeurs de la surface 2, les plans 
0 ou (K,, Z ) et P ou (G,, Z ); et l'on pourra prendre pour plans directeurs de la 
surface normale 2, les plans 0 ou ( K,, Z) cl R ou ( G,, k, ). 

Cela posé : 

Prenons un plan Q' parallèle au plan Q ou (K,, Z ) pour plan vertical de pro- 
jection et le plan P' parallèle au plan P, ou (G,, Z) pour plan horizontal de 
projection (yîÿ. 233). 

Dans le plan horizontal on aura la génératrice G', dans le plan vertical on aura 
la génératrice K", 

Les génératrices K, k', k”,..., |>a.ssant par les points m , in’,m",.... de la géné- 
ratrice G, perceront le plan horizontal aux points p, p', p'',... situés sur G'. 

Les plans T , T', T".... tangents aux poiiiis m, m', ni",..», à la surface paralKc 

loïde 2, auront pour traces verticales, V' ou K', V" ou k", V'" ou k"' et pour 

traces horizontales les droites H', H'', H'".... perpendiculaires à la ligne de terre 
CT Bipassant respectivement par les points p, p', p''.... 

Les normales à la surface 2 auront pour projections verticales, les droites N', 
N", N'".... passanttoutes par le points' ou G,' et respectivement perpendiculaires 
à V, \". V'",..,. et pour projections horizontales lès droites K*, K'*, K"*,.... 

Cela posé, si l'on coupe les droites N.... par un plan X parallèle au plan hori- 
zontal , on aura les points a, a', a",.... formant une courbe 3 dont la projection 



Digitized by Côogle 



— 255 — 

liorizontale f sera une hyperbole é(|uilalére, ayant »* pour centre et Z* et (î,‘ 
pour asymptotes, 
ft en elTei : 

Les triangles G'tja" et G.'p'W'*, G,'^" et G^'m"*p'’, G.'^i* et G,'«''*p%”-- 
semblables , on a donc : 

o''«;îG,’;:G>"‘:m'V 
o’"î : -jG; G>"‘ : m'V 
a> : îG.* G'in'^' : m' V 

etc. 

d’où 

a"q X ««"V = X = a'? X m"V = etc. = ^G.’ X G.’m"* = constante =0 
Or ; 

r a ''7 = »i''V'* et o'’^ = a'*m'‘ et fl'ç = <i‘m‘ et 

r mV=>"V et mV=>"V et 

Et I on a, en vertu des triangles semblables K,‘m*p, K‘,m''''p")-v.-- 

m‘p : m'V : m"V' : etc. : : K,‘fn* ; K. V : K.V* : etc. 

On a donc 






X x = = constante = C. 



Or, prenant les droites G/ pour axe des abscisses x et Z‘ pour axe des ordon- 
nées ÿ, et représentant les coordonnées du point a* par * et ÿ 



a* par 
a"* par 



on pourra écrire les év]uations (t) sous la forme : 



x’ et ÿ' 
i" et y" 
etc. 



ay = i'y'=jr'y'= =oonstante = G 

Or, nous avons démontré ( n’ 327 ) que la courbe qui avait |K>ur é(|uation 
xti—C était une hyperbole rapportée à ses asymptotes. 

Ainsi la courbe ÿ' est mie hyperbole rapportée à ses asymptotes G,‘ et qui 
sont| rectangulaires entre elles; l’hyixtrbole j* est donc équilaUre, Et la courbe j 
étant dans un plan X parallèle au plan borizonlal de projection, sera une courbe 
identique ou superposable à sa projection d*. Ainsi tout plan X parallèle au plan 
directeur (G., Z) coupe le paraboloïdo normal X, suivant une hyperbole qui a 
pour asymptotes les droites suivant lesquelles sont coupées pur le plan sécant X , 
lesplans(G., K.) et(K„ Z). ~ . ■ , 
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471. Sans chercher à connaître la nature géoniélrique de la courbe a*, on peut 
facilement démontrej que les droites G,* et Z* sont deux asymptotes de cette 
courbe; et en cfTet : 

nésignons par N... les génératrices du premier xi/Bième de la surface normale 
1, et par M les génératrices du second système. 

Les génératrices !N... auront pour plan directeur le plan (K,, Z) et les généra- 
trices M.... auront pour plan directeur le plan ( K,, G, ). 

Il est évident que la droite G, sera une des génératrices du système M et que 
l’axe Z sera une des génératrices du système N. 

Cela i>osé : 

Les divers points de la courbe 3 seront ceux en lesquels le plan X qui est hori- 
zontal coupera les diverses génératrices N.... et M..., par conséquent r,ette courbe 
9 aura deux points situés à l’infini et qui seront ceux en lesquels le plan X coupe 
les droites G, et Z qui lui sont parallèles. 

Voyons, maintenant, si pour ces points situés à rinlini la courbe 3 a des tan- 
gentes situées à distance finie ou en d’autres termes des asymptotes : 

l.e plan Y [tassant par G, et parallèle au plan directeur (H, , G,) est un plan 
asymptote à la surface X, et la touche au point situé à l'infini sur G,. 

Le plan Y, passant par Z et parallèle au plan directeur (K,, Z) est un plan 
asymptote à la surface Z, et.la touche au point situé à l'infini sur Z (n* 424). 

Le plan X coupera donc respectivement les plans Y et Y, qui sont rectangu- 
laires entre eux et qui sont tous les deux perpendiculaires à ce plan X, suivant 
lies droites A et A, qui seront les asymptotes demandées. 

Il est évident que les droites A et G,,* A, et Z sont respectivement parallèles 
entre elles. 

Dans la (/g. 233) nous n'avons dessiné qu’une des deux branches de l'hyper- 
bole 3, mais il est facile de se procurer des points de la seconde branche de 
cette courbe 3, en construisant des normales à la surface X pour les points qui 
situés sur G, sont en avant du plan (Z, K,). 

D’après ce qui précède, on peut énoncer ce qui suit : 

Si f on a un parabohide kgperboHqu* X droit ou rectangulaire, si l'on mène une 
suite de plans parallèles au plan T langent à la surface 2 en son sommets, ces plans 
couperont la surface. X suivant des hyperboles équilatères , semblables et semblablement 
placées , si les plans sécants sont situés d'un même côté, par rapport au plan T ; et 
couperont cette staface X suivant des hyperboles équilatères dont les axes transverses 
seront n angle droit, si ces plans sécants sont, les uns à droite et les autres à gauche 
du plan T ; les centres de toutes les hyperboles de section seront situés sur l'axe Z et les 
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tu^mptoies <U cet courbet teront parallèlet aux ÿénératricet droitei et de lyttimet 
dij[férentt G, et K, de la turface l qid te crtritent à angle droit en ton tommei s. 

Théorie du raccordement (tuivant une génératrice droite) entre deux turfacet gauchet. 

472. Baccordement det turfacet gauchet délerminéet par le premier mode de 
génération, et ainsi: par une drtùte te mouvant tur trait courbes ; dés lors, onsedonne 
une surface gauche X par ses trois directrices courbes C, C, C", et l’on suppose 
que l'on connaisse une génératrice droite G de cette surface 2. 

Cela posé : 

On propose do construire en un point m de la génératrice G un plan tangent 
T à la surface réglée 2. 

L^^oile G coupe les directricet, savoir : C en un point a, C' en un point b' et 
C" en un point d. 

Concevons (fg. 234) la tangente 9 à la courbe C au point a 
— — 6' _ C' — é 

_ _ 9" — C" — ; d 

Si l'on fait mouvoir sur les trois droite^ 9, 9', 9", la génératrice droite G , on 
engendrera un hyperboloïde é une nappe A qui , en général , ne sera pas de révo- 
lution ( n’ 424) , et si en effet' celte surface A était tangente é la surlhce 2 tout 
le long de la génératrice G, on voit qu'il suffirait de construire pour le point m 
le plan tangent i la surface A, pour avoir le plan tangent en m à la surface réglée 
et générale 2. 

Or , c'est précisément ce qui a lieu , ainsi que nous allons le démontrer. 

Le plan 0 tangent au point m est déterminé, pour la surface réglée 2, par la 
génératrice droite G et la tangente 9 en a é la courbe C. Or, ce plan 6 est en 
même temps tangent à l’hjrperbololde A puisque G et 9 sont ( sur cette surface A ) 
deux génératrices droites de syttèmet différents se croisant au point a. 

Par les mêmes raisons : 

plan 6' passant par les droites G et 9' est un plan tangent commun (au 
point 6 ) aux deux surfaces 2 et A. 

Et le plan 0" passant par G et 9” est un plan tangent commun ( au point d )aux 
deux surfaces 2 et A. 

Ainsi les deux surfaces 2 et A ont la génératrice droite G qui leur est commune , 
et en même temps elles ont en les trois points a, b, d de cette droite G trois 
plans tangents communs, savoir les plans 0, O', 0". 

Cela posé : 

473. Démontrons le théorème suivant; 

9* ràSTU. U 



Digitized by Google 




— 258 — 



Lorufue deux iur/acei gaucbe$ ont lute fféuÉratrice droite eommune , et traie piaue 
timgeiite commune en trois poiute arbiirairee de cette génératrice, cet deux eurjaeet 
ont les mêmes plans tangente tout te long de cette génératrice. 

CoïK^vons trois courbes C, C', C" (/ig. 234) comme éUnt les diredricrr d'une 
surface {;auchc 2. 

Construisons une génératrice droite G de cette surface 2 ; cette génératrice G 
coupe les courbes directrices C au pointa, C au point b, C" au point d. 

Concevons le plan 0 tangent en a à la surface 2. 

- Q> — b — 

— — d — 

Ainsi, le plan 0 |>assera par la génératrice G et la tangente 9 à la courl)C C. 

— e' _ _ _ G — 9' — C'. 

_ 0- _ . _ _ G — 5" — . 

Cela |H)sé : 

Traçons dans le plan 0 une droite 9, passant par le point a, cl imaginons une 
courbe C, située dans l'espace, et ajant 9, |)bur tangente au point a. 

Traçons de la mèAie manière, dans les plans 0' et 0", des droites 9,' cl 9," 
(MMant respectivement par les points b et, d, et imaginons dans l'espace deux 
courbes C,' et C," ayant la première 9,' pour tangente an point 6, et la seconde 
9,'^ pour tangente au |>ointd. 

En faisant mouvoir la droite G sur les trois courbes directrices C,, C,', C,", 
on engendrera une seconde surface gauche 2, ayant en commun , avec la pre- 
mière surface gauche 2 , la droite G , et ces deux surlbces réglées 2 et 2, auront 
mêmes plans tangents 0, 0', 0“ en les trois points a, 6, d de la génératrice 
droite commune G. 

Cela posé : 

Je dis (^ue les deux surfaces 2 et 2, sont tangentes l'une à l'aiiire tout le long 
de la droite G, propriété que l’on exprime en d'autres termes, en disant que 
les deux surfaces 2 et 2, se raccordent tout le long de la droite G. 

Et en effet : 

Trois courbes déterminant le mouvement d'une droite, si sur la surface 2 
engendrée par la droite G se mouvant sur les trois courbes C , C', C", on prend 
trois autres courbes y. •/, y" |>our direelrices de la droite génératrice, on obtien- 
dra toujours la même surface 2- 

Cela posé : 

Coupons les deux surfaces 2 cl 2, par trois pians chacun de direction arbitraire 
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P, P', P", mais passant le plan P par le point a, le pian P' par le point 6, le 
plan P" parle point d. 

Le plan P coupera la surface I suivant une courbe y, et la surface 2, suivit 
une courbe y,, et le plan 6 suivant une droite I, tangente commune des courbes 
y et y. au point a. 

De même les plans P' et P" couperont £ et 2, suivant y' et y,', y" et y," et les 
plans 0' et 0" suivant les droites r' et i" qui seront respectivement une tangente 
commune aux courbes y' et y,' au point ô, et aux courbes y" et y," au point d. 

Cela posé : 

La surface 2 pourra être considérée comme engendrée par la droite G se mou- 
vant sur les trois courbes planes y, y, y", et ta surface 2. pourra être considérée 
comme engendrée par la même droite G se mouvant sur les trois courbes planes 

y.> 7i > 7i • 

Or, si nous considérons les deux courbes y et y, , comme elles ont en a une 
tangente commune f, il s'ensuit qu'elles ont en commun un élément rectiligne oa', 
le point a étant le point successif et infiniment voisin du point n, soit sur la 
courbe y, soit sur lu courbe y,. 

Si donc nous, imaginons la génératrice G' qui , passant par le point a', s'ap- 
puie sur les courbes •/ et y", elle coupera y en un point b' infîniment voisin 
du point b, et elle coupera y* en un poipl d' infiniment voisin du point d. 

Et de même cette droite G' coupera les courbes y,' et y,", la première en un 
point 6' infiniment voisin defr, et la seconde en un point é inliniment voisin de d. 

Or, bb' et seront respectivement les élément* rectiligne* des courbes y' et y", 
et b^ et lU' seront aussi les élément* rectiligne» des courbes y/ et y," ; et coipme 
ces courbes y, y' et y", y," ont même élément rectiligne en les points b et d, il 
s'ensuit que les deux surfaces 2 et 2, auront en commun les deux génératrices 
droites successives et infiniment voisines G et G', et dès lors ces surfaces 2 et 2, 
ont en commun un clément *ttperficiel gauclie compris entre les deux droites G 
et G’. 

Cela posé : 

Si pour un point m de ta droite G nous menons un plan de direction arbi- 
■ traire tx plan coupera la surface 2 suivant une courbe d, et la surface 2, sui- 
vant une courbe d, , et la génératrice G' en un point m' qui sera successif et infi- 
niment voisin du point m , et cela a lieu parce que entre G et G' on ne peut pas 
placer une droite approcliant plus près de G que G' n’en approche, d’après le mode 
de génération adopté, puisque nous avons tout basé sur l'hypothèse primordiale 
et qui sert de point de départ à toutes nos considérations infinitésimales subsé- 
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quc.ntes, savoir : que le point a' était le point successif et infiniment voisin du 
point a. 

Dès lors la courbe i et la courbe i, auront pour élément rectiligne commun 
réfément ^nTqui , prolongé, donnera une droite ^ qui sera pour le point m la 
tangente commune aux courbes 3 et 3,. 

Donc, le plan s déterminé par les droites G et ( sera tangent en le point in et 
i la surface 2 et à la surface 2,. 

474. On peut donc affirmer que lorsque deux surfaces gauéhes 2 et 2, ont une 
génératrice droite G commune et des plans tangents communs en trois points 
arbitrairement situés sur cette droite G, elles ont même plan tangent en chacun 
des points de cette droite G; co que l’on exprime en disant : que les deux sur- 
faces 2 et 2, se raccordent entre elles suivant la droite G. 

De ce qui précédé on peut conclure ce qui suit : 

475. Si l’on a une surface gauche 2 engendrée par une droite se mouvant sur 
trois courbes (directrices) C, C, C", et si l’on construit trois plans 6 , 0', G" passant 
par une des génératrices droites G de celle surface 2, ces plans étant respecti- 
vement tangents à la surface 2 en les points m, m', m", situés sur la géné- 
ratrice G. 

Si dans le plan Q on mène une droite 9 arbitraire mais passant par le point ni. 

— 0' — 0' — — ni'. 

— G" — J" — — m". 

l'hypcrboloïde à une nap{>e A engendré par la droite G se mouvant sur les 
trois droites 9, 9', 9", se raccordera avec la surface 2 tout le long de la généra- 
trice G. 

' Bt comme dans le plan 0 on peut mener par le point m une infinité de droites 
9, 9., 9., .... et comme aussi l'on peut faire la même chose pour les plans G' 
et G", on SC trouve conduit à énoncer le théorème suivant : 

Il existe une infinité tThyperboloUdes à une nappe A, A', A", ... tangents à une 
surface gauche 2 tout le long d’une génératrice droite G de cette surface gauche 2. 

Construction du plan tangent en un point m delà génératrice droite d'un hyperboldide 

T à une nappe A donné par trois directrices droites 0 , 9’, 9". 

476. Sur la droite 9, on prendra deux points (à distance finie) p et 9; ensuite ; 

1* Par le point p et la droite 6', on fera passer un plan R ; par le point p et la 

droite 9", on fera passer un plan R'; les deux plans R et R' se couperont suivant 
une droite G, qui s’appuyera sur les trois droites 9 , 9' et 9" et qui sera dés lors 
une des génératrices droites du système G de l’hyperboloïde A. 
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2* Par le point f et la droite 9', on fera passer un plan Q ; par le point 9 la 
droites'', on fera passer un plan Q'; les deux plans Q et Q' se couperont suivant 
une droite G, qui s'appuiera sur les trois droites 9 , 9', 9'' et qui sera dés lors une 
des génératrices droites du système G de l'hypcrboloide A- 

Cela fait : 

En faisant mouvoir la droite 9 sur G, G, on engendrera le même hyper- 
boloide A; si donc par le point m et la droite G, , on (ait passer un plan Y, puis 
par le meme point ni et la droite G, un second plan Y', les deux plans Y et Y' se 
coupcruni suivant une droite 9, qui s'appuiera sur les trois droites G, G,, G, et 
qui sera dès lors une généiatrice droite du lystcme 9 do l'hyperboloïde A. 

Le plan T déterminé par lus deux droites G et 9, sera donc tangent en m à l'hy- 
perbolofde A. 

477. Ce qui précédé nous permet de résoudre le problème suivant : 

Èlanl donnés une surface gauche ^ par trois courbes directrices C , C', C" et uiif 
génératrice droite G de cette surface 2 et un point in sur G, construire en ce point m fe 
pian langent T à la surface réglée 2. 

L’on déterminera les points a, a', a" en lesquels la droite G cou|>e res|ieetive- 
ment les courbes C , C, C", on construira à ces trois courbes leurs tangentes , 
savoir : 9 è C au point a, 9' à C' au |M>int a', 9" à C" au point a"; cela fait,, on 
n’aura plus qu'à résoudre (n* 470) le problème suivant : Construire le plan tangent 
au point m de l’hgperbolcide à une nappe A ayant pour directrices les droites 9, 9', t". 
Ce plan sera précisément le plan T demandé, puisque les deux surfaces 2 et A se 
raccordent entre elles tout le long delà droite G , comme ayant trois plans tangents 
eoniinuns en les points a, a', a" de celte génératrice G de racccordement. 






Ruccordement des. surfaces gauches engendrées par le second mode de génération, 
ainsi : par une droite se mouvant sur deux courbes directrices et parallèlement à un 
cône directeur. 

478. Concevons (fig. 235) deux coutbes C et C' situées dans l'espace et un cène 
A ayant pour sommet le point « et pour directrice une courbe B. 

Faisons mouvoir sur les deux courbes C eL C une droite G et de telle manière 
i|uc |)cndant son mouvement elle soit parallèle au cène A, ce qui veut dire qu'en 
eliaciine de ses |K>siiiuns elle sera parallèle à l’une des génératrices droites du 
cène A. 

Nous avons appris ( n* 422 ) à construire los diverses génératrices droites de 
la surface gauclie 2 ainsi engendrée. 

Cela posé : 

Imaginons une génératrice droite G de la surface 2. coupant les courbes dircc- 
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irices C et C' respectitrement aux points a et 6 et parallèle à une génératrice 
ilroite G, du cdne directeur A. 

Concevons sur la courbe C un point a' successif et inUnimenl voisin du pointe, 
et imaginons la génératrice droite G' de la suriacc 1 passant par ce point a'. 

La droite G' coupera la courbe C’ au point b' qui sera le successif et'ioflni- 
ment voisin du |)oint b, et elle sera-jiarallèle à la droite G,' qui sera sur le cène A 
h génératrice droite successive et infiniment voisine de la génératrice G,. 

Dés lors : les élément» reciUitjnes aa' et bb' étant prolongés, donneront les tan* 
génies $ et V au point a de la courbe C et au point b de la courbe C', et lé plan 
P iléterminé par les deux droites G. et G', sera le plan tangent au cône A sui- 
vant la droite G,. 

Si l'on fait mouvoir la droite G sur les deux tangentes 9 et 6' et parallèlement 
au plan P; on engendrera un paraboloïde hyperbolique 2,, et il faut démontrer 
que celte surface 2, est tangente ù b surface réglée X tout le long de la droite G. 

Nous pourrons toujours 'construire le plan Q parallèle aux droites 9 et 9', le 
paraboloidc 2, pourra donc être considéré comme engendré par la droite 9 ae 
mouvant sur deux génératrices du sgitéme G et parallèlement au plan Q. 

Cela posé : 

sr en un point m de la génératrice G , on voulait construire le plan T langent i 
In surface réglée 2, il.fbudrnit tracer sur celte surface 2 uneoourbey passant par le 
|K)int m et le plan T serait déterminé par la tangente en m i oette courbe y et 
par la droite G. 

Si donc nous coupons la surface 2 par un plan Q' qui, passant par le point m , 
sera parallèle au plan Q , ce plan Q' coupera la surface 2 suivant une epurbe y et 
le paraboloïde 2, suivant une génératrice droite 9, du système 9. 

Or : je dis que la courbe y a pour tangente au point m la droite 9,. 

Et en elTet : . 

Les droites G et G' sont des génératrices successives et infiniment voisines , 
soit pour la surface réglée 2, soit pour le paraboltride 2,; dès lors le plan Q' cou- 
pera la d roite G' en un point m' qui sera le successif et infiniment voisin du point 
m, donc mm' sera Célément rectiligne de la courbe 7; mais cet élément prolongé 
donne la droite 9, ; donc 9, est b tangente en m à la courbe y ; ainsi se trouve 
démontré que les deux surfaces 2 et 2, ont en un point quelconque m de la 
droite G , qui leur est commune, même plan langent. Le paraboloïde 2, se roc- 
corde donc avec la surface réglée 2 tout le long dé la génératrice droite G. 

470. Ce qui précède permet de construire en un point m d'une génératrice 
droite G d'une surface réglée 2, donnée par deux courbes directrice» C et C' et un 
cône directeur A , le plan tangent T à cette surface 2. 
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Et en effet: 

Nous mènerons la génératrice G, du edno A, parallèle à la génératrice donnée 
G de la surface X ; nous construirons le plan P tangent au cône A suivant lu géné- 
ratrice G, ; nous construirons les tangentes d et 9' aux courbes directrices C et C' 
aux points a. et b en lesquels ces courbes sont coupées par la droite G; nous 
construirons une droite G, (à distance finie) s'appuyant sur 9 et 9' et parallèle 
au plan P ; nous mènerons par le |)oinl m un plan Q' parallèle aux droites 9. et 9'; 
ce plan coupera G. on un point n, et le pian T deinamlé sera déterminé pr les 
droites G et mn. 

• ♦ 

48U. Ayant construit aux (>oints a et A les plans 6 et 9' tangents à la surface 
régùfe X, nous pourrons tracer dans le plan 9 une droite ü arbitraire, mais pass:int 
par le point a ; de mémo nous pourrons tracer dans le plan 6' une droite X' arbi- 
traire, mais passant par .le |M>iut b. 

Si par les droites X et X' nous menons des pbns quelconques X et X', ils coupe- 
ront la surface X suivant des courbes C, et C', ot nous pourrons faire mouvoir la 
droite G sur ces courbes C, ot. C, et parallèlement au cône A et nqus engendre- 
rons toujours la même surface réglie X. 

En remplaçant donc les courbes directrices primitives C et C' par les courbes 
C, et C',, nous aurons un nouveau paraboioîde lty|>erbolique X,' engendré par la 
droite G se iiuMivant parallèlement au plan i’, en s’appuyant survies droites X 
et X', et ce paraboioîde X', sera tangent à la surface donnée .X, tout le long de la 
droite G. 

On peut donc énoncer le ihéorimc suivant : 

Il exitfe une infinité de paraboltMe* hyperbolique» X!„ X,",.... limgcnl* ù luie 
surface gauche X, tout le long d une génératrice droite G de cette surface X {cette sur- 
face X étant donnée par deux courbes directrices et un cône directeur ). . 

4SI. Parmi tous ces paraboloïdesX,... de raccordemcMt, il en existe évidemment 
toujours un X, qui est droit ou rectangulaire, et qui a pour plan directeur 0, un 
plan pcr|)endiciilairc à la droite G Je raccordement, en sorte que ce paralwloide 
remarquable a son sommet situé sur la droite G; l'exialence du paraboloiile Xs 
nous permet, en vertu deœ quiaété dit n' 4iiü, d'énoncer le théoréute suivant : 

Si en tes divers points m, m', m",.... d'une génératrice droite G d’une surface 
réglée 2 { donnée par deux courbes directrices et un cône directeur ) nous menons les 
normales N, N', N*,.... A cette surface X, toutes ce» normale» formeront un parabo- 
IfMe hyperbolique, droit ou rectangulaire. 

482. Parmi to«$ les paraboloîde.s hyperboliques , tangents à une surface gauebe 
2 (donnée par deux courbes directrices et un cône directeur), il cxisle une infi- 
nité de parabnioïdos droits ou rectangulaires, mais il n’on cxisle qu’un seul 
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aiaiit pour plan directeur un plan perpendiculaire à la génératrice de raccorde- 
ment ; et en effet : 

Si none avons construit le plan P qui. tangent au cdne directeur A est plan 
directeur commun à tous les paraboluïdcs de raccordement , nous pourrons prendre 
pour second plan directeur Q un plan perpendiculaire à ce plan P et déterminer 
les droites directrices du paraboloïde de raccordement en menant par les points a 
et é , en lesquels la droite G coupe les courbes directrices C et C' de la surfoce 1 , 
(les plans X et X' parallèles à Q ; ces plans X et X' couperont les plans 6 et 0' 
tangents en a et 6 à la sui^Tace 1 suivant les droites demandées. 

Ainsi le paraboloïde de raccordement, qui est droit ou reetanffulaire et dont 
l'un des plans directeurs est perpendiculaire i la génératrice G de raccordement, 
est identique ou tuperpoioble au paraboloïde formé par les normales N , N', N",.... 
menées à la surface 1 en les divers points de la génératrice G de raccordement. 

Ce paraboloïde, Ueu des normales N , N', IS",.... a reçu le nom de paraboUüde 
hyperboliqtte normal. 

483. L'existence du paraboloïde normal nous permet de construire une infinité 
d'Iiyperboloïdes à une nappe et do révolution , tangents à une surface gauche 
générale 1 , chacun de ces hyperboloïdcs étant tangent à la surface Z tout le long 
d'une génératrice droite G de cette surface Z. 

Et en effet , prenons sur une génératrice droite G d'une surface gauche Z, 
trois points arbitraires a, a', a"; construisons trois normales à la surface Z, savoir: 
N au point a, au point a' et au point a". 

Si nous faisons mouvoir une droite K sur les trois directrice* droites N, N', N", 
nous engendrerons le paraboloïde A normal à la surface Z tout le long de la 
droite G- 

Et si nous considérons chacune de ces génératrices K, K', K", comme 

étaiH un axe de rotation, en faisant tourner la droite G autour de K , ou de K', 
oudeE",..... on engendrera les hyperboloïdes i une nappe et de révolution Z,, 

Z.', Z,” Or, il est évident que les surfaces Z et Z, , ou Z et Z,', ou Z et Z.", 

ont même plan tangent en chacun des trois points a, a', a", puisqu'elles ont même 
normale en chacun de ces trois points ; ces surfaces se raccordeni donc entre elles 
tout le long de la génératrice droite G qui leur est commune ; donc, etc. 

484. Comme nous avons fait voir (n* 423) que lorsqu’une surface gauche 
était donnée par le premier mode de génération, on pouvait toujoursïa concevoir 
comme engendrée par le second mode, il s'ensuit : que les propriétés que nous 
venons de reconnaître exister, les unes pour les surfaces du premier mode, et 
les autres pour les surfaces du teetmd mode, existent pour les unes et les autres. 

Nous pouvons donc énoncer ce qui suit : 
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1* H existe une infinité éhgperbo’Unde* à une nappe et une infinité de paraboltndet 
hyperbolique* langent* <i une surface gaueüe , tout lé long d uné de tes, génératrices 
droites. * , 

2" Le lieu des normale* menées d me surface gauche en féh divers point* d unf de ses 
génératrices droites est un. paraboltnde hyperbolique droit , ayant son sommet sur la géné- 
ratrice considérée. . 

* . * • 

485. D'après tout ce <jui précède on voit que ; 

1* S{ opnt donné ude surface ganche Z par scs trois directrices courbes C , 
C, C<’| l'on veut construire une surface gauche Z, se raccordant avec Z todt Je 
long d’une génératrice droite G , il faudra construire les plans 0, &, 0" tangenU 
h la surface *Z aux points a, a', a" en lesquels la droite de raccordement G coupe 
les directrices courbes C; C', C" elconstmire dans' l’espace trois nouvelles 
codrbes C,, C.', C," passant rèspectivemeni parafes points o,q', a" et ayant leurs 
tangentes 9„ 9,', 6," én cés points a, a', a", situées respectivement dans les plans 
0,‘0', 0"; alors la droite G' en se 'mouvant sur les trois tourbes C,, Ç/, C,", 
engendrera une surface gauche Z.sjui se raccordern tout le long de C avec Z, 
comifle ayant trois plans tangents communs 0, 0', 0" avec cètte surface -ret en 
trois points a ^<a', a" de la génératrice G qui'Icur est commune. • ■ ’ 

2* Ayant donné- une surface gaucho Z par deux- courbes dirMtrices C et C^et 
un cdne. dircctedr A , si l'on veut construire une surface '^ucho Z, se ràccor- 
dant âvec la èurface Z tout le long d’une de ses génératrices droites G , H faudra 
construire la génératrice G, du cène A parallèle à 1^ droite G ; puis il faudra 
construire lès plans 0et 0’ tangents à Z-.et aux points a et a' en lesquels G coupe 
les directrices courbes C et Ç'; ensuite on tracera dans l'espace deux courbes G, 
et €, ' passant respectivement par les points a et n' et ayant" leùrs tangontesS. et 
9',‘ en ens points a et a', situées rcspecth'ement dans les*plans 0 et 0'; enfin on < 
iuftginsra un eOne A, ayant Taèmé sommet que le cène A ef tangent à ce cône A 
suivant b génératrice G, ; en faisant mouvoir la droite sur les deux courbes C, 
et C, et parallèlement nu cène l’on obtiendra une' surfaee gauche Z, qui se 
raccordera avec la surface Z tout le long dj la génératrice droite G qui leur est 
commune. . , 

48U. Si fou a unesurfcoe gauche Z donnée par ses trois directrices courbes C, 
C,' & et si l'on demande de construire- le plan tangent à tette surface: ï 
powxun point m situé sur une droite G, mab telle que rencontrant les courbes 
^,et C en des points dont les projections se trouvent dans les limites de Vipurf, 
cHe ne rencontré la courbe C" qu’en un point dont les projections seraient liors des 
limites de l'rptixe, alors la construction du plan tangent demandé est ini[»ssjbfe; 
parce qne si l’on veut.employer un hypdrbpJéîde à une happe de raceordementj 

î* Msnt. * ' . 
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l’uDe des trois directrices droites de oet hjperboloïde ne pourra être déterminée , 
et si l’on veu\ employer un paraboloide hyperbolique de raccordement-, l'on 
ne pourra pas construire Je plan directeur commun à -tous les paraboloides de 
raccordement. • 

487. Irisons remarquer, en terminant, que s'il n'existait pas âe 3 arraccs 

gauches doublemehlr^^, la solution du problème : Conttruire lepla» tmgent en 
un poiitt d’une lurfgce gauche générale , Serait impossible- par la géométrie, ou , en 
d’autres termes, par des ccmtruciion* graphûjuet; et dans ce cas fanalÿt» seule 
aurait pu résoudre le problème. ' ' . 

' . Coiistructhn de la courbe de contact d'un cgtindre outfun câne tangent 
• à une turfaee gauche . 

. ' • 

488, Etant donnée une surface régke 2 engendrée par l'un ou l'autre mode Je 
génération , on demande la solution des deux problèmes suivants : 

1* Coiwtndrr la courbé de coatttcl d <f un cylindre A engendrée par un plan P rbulant 
tangeatiellemenl sur la turfaee l et parallèlement à une dnâte donnée O. ' * 

Pour résoudre ce problème, nous construirons lés diverses génératrices droites 
G, Gj G",..,., de la* surface 2; nous ferons passer respectivement par tes droites 

G', G', GT-,..,. des plans Q, Q', Q", parallèles à la droite D et nous chercherons 

le point de contact de chacun des plans Q, Q', Q",..... avec la surface 2. 

‘2^ ^Construire la courbe ’dè contact y tfup cône B ayant pour sommet un point s. 

-Pour résoudre ce pj-oblème nous construirons les diverses génératrices droites 

G, G', G" de la surface 2; nous ferons passer respectivement par chacune 

des droites G, G‘, G",..... et le sonamei s, des plans R, R'| R",..,... et nous cher- 
cherons le point de contact delà surfoce 2avec chacun de cés plans R, R', R",..... 

‘ 489. Montrons maintenant comment l'on peut facilement construire les pojnts 

decontactde la surface 2, avec les plans Q ou av«c les plans R suivant que 

celte surface 2 est donnée par l’un ou l’autre ‘mode de génération. ' ' 

i° La surface 2 étant donnée par le premier mode. . . 

Ayant une génératrice droite G de la surface 2 et un plan O (■>* 488 1’) ou H 
(n"488 2*) passant par celle droite G, on construira les tangenlesS, 9', 9" aux conrhes 
directrices G, C', C'de la surface 2 et pour les points a, a', o" en lesquels ces courbes 
G,iC', C", sont rcspeélivenient coupées par ta droite G on construira 
deux droites G. et G.s’appuyanl sur ?, O*; et le plan Q go R coupera ces droites. 

G, et G, en les poîfiU g, et lu droite q,q, coupera la G en uu point im 

qui sera le point de’ contact du plan Q pu R avec la iurface 2; oh' pourra donc 

< 
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aéierminer aulaot de pwntS' m, m', m'' que l'oa voudrai de la courbai ou de la 

courbe y. • < " f 

• • « 

U' La turfùce L étant donnée par te deuxième mode. 

A3*ani une génératrice droite G de la sjirracc 2 et un pian Q (n* 488 1*^ ou R 
(n* 488 9‘) passant par oette droite G , on construira les tangentes 9 «t faux deux 
courbea directrices C et C de ia surface 2%t pour les pbinu a et a' en lesquels ki 
droite G eOupe rèepecüvemenl les (ffracirieri C et C et- la génératrice K du cùne 
direcléur-'A parallèle à la droite fr, puis l’on construira le plan^P tangent au 
cône d tout le long de la droits K. • ' . * - 

Ensuite- on construira deux droites G, et G, parallèles au plan P et s’appuyant 
sur les droites 9 et f. . ’ ‘ 

' plan Q ou R coupera ces droites G, et G.pux points </. et 7, et la 'droite 7.7, 
coupera 4a droite G en- ug point m qui séra le f>oint de contact du plan Q ou R 
avec la surftice 2. ^ ’ 

On pourra donc déterminer autant de' points m', m', m*',..L'que l’on voudra 
de la'courbe 3 ou de la courbe y. ' . . 

, 400. En vertu de ce qui vient d’étre exposé ci-dessus on poufra toujours : 
^1* Construire ta tigne de téparaihn d ombreei dt tumière sur uqe surface gaucha 
2 donnée par l'un ou l'autrë des deux. modes degéqération .lorsque œlte sur&ce 
sera éclairée par un rayon lumineux D ou ppr un poiiif lumineux s..,. 

‘2* Construire le contour apparent d'une surface gauche 2 en supposant l’otil 
placé, en un |:i^iot r de l’espace et par suite obtenir la perepective de celte surface 
gauche. ■ • . ' • 

3* Construire la projeciio» complète et orthogonale, soit sur le.plan horizontal 
dé projection, soit sAr te pbn vertical de projection , d'une surface gauche 2 donnée 
phr l’un ou l’autre mode de génération , puisque cette projection compUu n’est 
autre que l'intersection du plan horizontal de projection ou du plan, vertiéal de 
prejection et d’un cylindre k tangent é la'aurface gamAe 2, les géoératriees 
droites de ce cylindre A étant perpendiculaires au pian horizontal ou- an plan 
vertical de projectioa. ' . ' 

491. Parmi les Surfaces gauches on remarqqe les contkdét, la surface du bims- 
pkteé et les bélictndei: ; 

Nous allons examiner quelquâi-unes des piy>priétés dont jouissent ces surface» 
qui te présentent assez souvent dans les appticaàons;' et par suite ooUs aurons 
l'oceasrdn d’appliquer les principes généraux exposés ci-dessus, et de donner la 
«o/aiion graphique de plusieurs plobièmes ulifes. 
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DES CONOÏÜBS. 

492. On a'idonné le nom de cotuUde i une surface engendrée par une droite se 
mouvant sur une droite fixe et sur une courbe plane ( à. simple: courbure ) ou 
gauche (à double eourl>ure) et parallèlement. à un* plan donné de position dans 
réspacc. ‘ • • , 

Toutefois on donne plus particuliéreaMnU le nom de candide i une suriaœ 
particulière pour laquelle la cUrectr^ droite est perpendiculaire au plan directedr 
et pour laquelle* la directrice courbe est un cercle une ellipee ou une courbe 
fermée tracée sur un plan perpendiculaire au plan directeur. 

Souvent aussi la courbe directrice n’est pas plane., mais à double Courbure et 
tracée sur un cylindre de révolution ayant la directrice droite pour axe de rota- 
tion; dans ce cas la courbe direcCrice est telle, que lorsque le cylindre sur le- 
quel elle est tracée se trouve développé (planifié), Slle se transforme en un 
cercle ou une ellipae ou une courbe fermée. • . . 

' ûmiruclion du plan tangent en un poini (f une lurface candide. 

' 403. 4* Longue la courbe directrice est plane. Prenons le plan borizontal de 
projection pour plan lürecieur-, prenons la .direcirice droite A verticale et traçons 
la courbe directrice dans le plan vertical de éjection et supposons qu’elle est un 
cercle Ci • ' • ' 

Ayant écrit les projections de la droite A et du cercle C, il sei;| toujours fa<- 
cile étant donné un point de cons^uire le point m’ qiü sera la projection 
verticale du point mde la surface conoïde; et en effet t 

Le point m étant sur lA surface conoïde 2, par ce point' 236) jn pansera 
une génératrice droite G de nette surface 2. 

Ainsi G* passera par le point m* et le point A* (qui est la trace horisontala de 
la (üreetricé A), puisque A est une droite verticale et que la droite G s’appuie sur 
cette directrice A. . ■ ■■ • - ^ 

La droite G percera le plan vertical de projection en un point b qui aura pour 
projection horizontale le point é* en lequel perce la ligne de terré LT. 

Si donc on élève par le point lé une perpendiculaire à LT, etie coupera le 
cercle C en deux points 6 et b' qui seront les traces verticales respectives de deux 
génératrices droites G et G' ayant même projection horizontale en G‘. 

Et comme les droites G et G' doivent être parallèles au plan horizontal de 
projection , G’ et G" serorfl parallèles à la 1 igné de terre. 
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Cela fait, si par le point m‘on élève une perpendiculaire à LT, elle coupera 
G* et G” en les points m’ et m" qui seront les projections verticales de deux 
points m et m' ayant même projection horizontale en m‘, et situés, l’un r» sur la 
droite G et l'autre m' sur la droite G', .ces droites G et G' étant deux généra- 
trices droites du conoide. 

494. Étant données les projections »i‘ et m’ d'un point m d'un conoide, con- 
struisons le plan tangent en ce point m. 

La génératrice G qui passe par le 'point- m {fig. 236) coupe la directrice A au 
point r et elle coupe le cercle C au point b. Remplaçons les deux diretirica A et C 
parleurs tangentes aux points r et é, nous aurons la droite A cl la tangente ? au 
cm-cle C. 

6i nous faisons mouvoir la droite G sur A et 6, et parallèlement au plan hori- 
zontal de projection Cqui est le plan directeur du -conoide )î nous engendrerons 
un paraboloide hyperbolique 1, qui sera tangent au conoide donné 1 tout le 
long de la génératrice G-qu^est commune à ces deux surfaces gauches et 1. 

Construisons duAe le plan T langenl'en m au paraboloide 2., nous aurons le 
plan langent en m au conoide 2. ' 

Or pour construire le pian T, -cherchons la génératrice L du tecond tysiéme du 
paraimloîde 2, laquelle passe par |o point m , la droite G étant la génératrice du 
prêmier $yttéme de ce même paraboloide 2, laquelle passepussi par le point in. 

La tangente 4 sera une génératrice du système. L , 1^ ^roite A sera aussi une 
génératrice du même système Ly 9 perce la ligne de terre au point y et en unis- 
sant les points y et A‘ par une droite G„ on aura une génératrice du système G; 
l'on a en la droite G, la trace H*, de la surface paraboloide 2, et en la droite 9 
la trace de celte même Surface para^loide 2- 

Cela posé ; 

La droite L perce le pian horizontal au point p situé è l'intersection des droites 
L* et ; projetons le point p en p* sur LT, unissons p* avec b, nous aurons LV 

Le plan Xsera donc déterminé par les deux droites G et.L de systèmes dilTè- 
rents se croisant au point in. . 

La droite L sera une verticale du plan T, dès lors V'-sera parallèle a L"; hi 
droite G sera une horizontale du plan T, dés lors H’ sera parallèle à G*. 

495. 2* Lortque la courbt’ directrice etl tracée sur un cylindre. Soit ddnné sur le 
plan horizontal de projection (_fiy. 237) un cercle B ayant son centre au' point A*. 

Regardons le point A* comme la projection horizontale d'une droite A perpen- 
diculaire au plan du cercle B et regardons le cercle B comme la trace Iwrizouiale 
(et dés lors la section droite) d'un cylindre y ayant ses génc^trices droites pa- 
rallèles à l’axe A. * 
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Supposons que le cylindre ^ soit développé sur un plan, le cercle B se trans- 
formera en" une droite B, et sur le développement tréçons un cercle *C, ayant le 
|ioint O, pour centre. '4, •• 

Lorsque le plan sur lequel le cylindre, 9 est supposé planiCé sera enroulé sur 
ce cylindre 9, la droite B, s'enroulant sur le cercle B, le cercle C, deviendra une 
courbe é double courbure C dont la projection borizontale sera un arc du cercle 
B. Supposons que l'on mène au cercle C, doux tangentes parallèles entre elles et 
l>erpcndiculaircs, à la droite B,, ut citroulant la droite x,i/, sur le cercle B, l’arc 
jry sera précisément la projection borizontale do la courbe C. 

Cette courbe C sera complètement déterminée par sa projection borizontale 
xy cl par sa transformée C,, car. si l’on prend sur l'arc xy on point s‘, il sera la 
projection horizontale d'un point s de la courbe C, et si nous connaissons la 
hauteur xs* du point s au-dessus du plan horizontal de projection, nousconnal- 
ii'ons d'une manière précise la position du point x dans l’espace ou «ur la 
courbe C. . 

Or si l'on prend l’arc æx* et qu'on Ic reaiAe, et qu'.on le porte ainsi rectifié 
.sur la droite B, depuis le point x, jusqu'en x' ut que par ce point x' on élève line 
perpendiculaire à la droite B„ laquelle coupera le cercle C, en un point s,, il est 
évident que le point x, sera le traiafomé du point des lors x,x' sera égale è h 
hauteur du point x au<iessu8 du plan horizontal de projection. 

On voit donc que les {Kiints x* de l'dre xy nous donnent les projections hori- 
zontales des divers points x de la courbe C et que les'bauleurs de ces points s 
au-dessus du plan horizontal nous sont données ^en les distances x,s' tracées sur 
le développement du cylindre. * ' , 

Cela pesé : 

Si nous menons au point x* une droite 8‘ tangente au cercle B (ou C*) nous 
aurons la projection horizontale de la tangentes à la courbe C pour le point x; et 
en menant au point x, une tangente 6, au cercle C, nous aurons Ut trm^ormée de 
la tangente 6. 

Or nous savons que la sôus-iangente pour S, est égale h la sous-tangente pour 
9 ; nous porterons donc tq' sur ’8‘ depuis le point x* jusqu'au'point q et la droite qt 
ne sera autre que la tangente 9 . , ' 

Cela posé : , * 

Si nous faisons mouvoir und droite G sur l’aie A et b courbe C et paralléte- 
menl au .plan horizontal de projection U, nous ongendrerons uti ’etmefide 2. 

Si nous faisons mouvoir une droite G sur l'axe A et sur la tangente 9 èl paral- 
lèlement au plan horizontal de projection H , nous engendrerons un paraboloide 
hyperbolique 2,. 
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La gàDoralriee droiieG passant par le point s de la courbe C, sera coininuné 
aux deux surfaces X et 2, et ces deux surfaces auront même plan directeur H . 

Si donc pour un point tn de la droite G (qui est liorizoniale) on construit un 
|)lan T tangent au paraboloide 2,i on aura le plan tangent au point m au conoide 

Cela posé : ' 

Si l'on unit les points 7 et A* par une droite II’-, on aura la trace horizontale 
du paraboloide 2,. 

Si par le point m* on mène une droite L*' parallèle à 9*, on aura la projection 
borizonUile de la génératrice du second système du paraboloide 2,, la droite G 
étant la génératrice du premier système. 

La droite L* coupe U^'au point p qui sera la trace horizontale de la droite L. 

On connaft donc les deux génératrices de systèmes différents G et L qui se croi* 
sent au point m. ' 

Dès lors, on connaît le plan tangent T et sa trace H' passera par le poirfiTp et 
sera parallèle à G‘, car la droite G est une horizontale de ce plan T. 

Dans Icsdeux cas que nous venons d'examiner, le paraboloide hyperbolique tic 
raccordement 2, est rectangtSaire , car dans le premier cas les deux plans directeurs 
sont pour les génératrices du système G le plan horizontal de projection , et pour 
les génératrices du système L le plan vertical de projection. Dans le deuxième 
cas le -plan directeur du système G est le plan horizontal de projection , et le plan 
directeur du système L est le plan mené tangentiellement au cylindre 9 par la 
tangente 9. 

Dans le premier cas, le plan^dirccieur du système L est oblique à la généra- 
trice G suivant laquelle se raccordent le eonoide 2 et le paraboluideX- 

Dans le deuxième cas, le plan directeur du système l/est pcrpendicolafre à la 
génératrice G de raccordement. 

49C. Tout plan X qui passe par une génératrice droite G d'une surface réglée 2 
est tangent à cette surface 2 en un certain point z de la droite G. , 

Nous aurons donc i résoudre le problème suivant : 

Étant donné un plan X passant par me génératrice droite Gitm candide 2, construire, 
son point de contact x avec cette surjdce 2.. 




o 




f 




1” La courbe directrice du conoide étant plane. . ' 

Àiyi. Supposons le conmde 2 donnf ainsi qu'il a été dit ci-<le$8us (fig. U3ü), et 
soient données le^traces V*et ll‘f /ig. ‘i38)d'ua plan X |>aasantpar une généia- 
trioe droiieG du eonoide 2, ce plan X sera langent à la surface 2 en un certain 
poiotx sitim sur b droite G, et l'on se pro|>ose de construire les projections x’ei 
x* du ce point x. • 
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' Pour y parvenir, iraçons la tangente 9 au cercle directeur C et au point 6 qui 
est la trace verticale de la génératrice G. 

La droite 6 perce la ligne de terre au poirU tj; unissons les points </ et A* par 
une droite nous aurons la trace horizontale du paraboloïde I, qui se raccorde 
tout le long de la droite G avec le conoïtîe X. 

^ Les traces H’ et H*- se coupent en un point p; menons par ce point p la droite 
1/ parallèle à la ligne de terre, nous aurons la projection horizontale de la 
génératrice du syttème L suivant laquelle le plan X coupe le paraboloïde 2, ; t.* 
coupe G* au point x^, d’où l'on déduit le point x', et l’on a ainsi les projections 
du |M>int X en lequel le plan donné X touche le conoïde'2. 

2' La courbe directrice du conoide étant tracée sur un cylindre. 

498. Supposons le conoide 2 donné ainsi qu’il a été dit {fig. 237), et soit 
donnée la trace H' d'un plan X passant par une génératrice droite G du conoide 
2 (fiij. 239), ce plan X touchera la surface 2 en un point x situé sur.la droite G , 
et J oli demande de construire sa projection x' , car sa hauteur au-dessus du plan 
horizontal est connue, puisqu'elle est égale à la distance de la droite G à ce plan, 
hauteur qui est donnée en ï,i' au développement du cylindre g. 

l*our y parvenir, traçons la tangentes, au point du cercle C, transformée ■ 
( sur le développement du cylindre lÿ) de la courhe C ; construisons au point la 
Utflgenle S* au cercle B ; portons la sous*tangentc l'y' sur S‘ depuis z* jusqu’en 
traçons la droite çA*, ndiis aurons la trace horizontale 11^' du paraboloide 2, se 
raccordant avec le conoide 2 tout le long de la génératrice droite G. 

• Les deux traces H* et H-' se coupent en un po’nt p, et si par ce point p nous 
menons une droite 1/ perpendiculaire à G\ nous aurons en cette droite L‘ la 
projection horizontale de la génératrice du système L suivant laquelle le parabo- 
loïde 2, est coupé par le plan X. 

Les droites L* et G* se couperont nu point x* qui sera la projection horizontale 
du point X qui est le point de contact du plan X et du conoide 2. 

Construire au moyen d'un conoide le plan assujetti à passer par une droite et à être 
tangent lî une surface donnée. 

4i)8 bis. Soient données une droite D et une surface 2, imaginons une série 

de plans parallèles entre eux X , X', X" 'coupant respectivement I» droite D 

aux points X, x', x" et la surface 2 suivant les courbes 3, 

Projetons ortliogonalement la droite D et les courbes 3 sur un plan U parallèle 
aux divers plans sécants X, nous aurons les courbes 3*, 3'*, 3"*,...-.. et la droite 
I>* et les points x* , x'*, x"*, situés sur cette droite D*. 
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:^ x^ik.fait, iu^gitens (tar le point x une droite G Uogent«%tla Quelle f.eio* 
• tin poînt d , par ié point x' une droite Cf langeai^ A la courbe e( en un pont 
et ainsi.de suite. -** -'Af 



.X* 






Les diverses droites G formeront, un conoide ayant' la droite Ù pour.i^fre^'t 
/■uace droi^t la -courbe y lien des poinCsd , (f, d",. ftow, directrice 
.soit pian direcièni' sera le plan D.-,.. ‘ ^ 

'' a Le conoide 2, sera tangent à la 'surface X eb toOs lès points de la -oburbe^ 
^uai’.si par le peint d. on conçoit la lan^nto 8. à la courbe y et la tangente (f à hi^ 
'tourbeèi ces deux droites 8 él G délerminèront un plan langent i ta surface^ 
^ était léonotdeZ, en-ca point d. ' “ -'i 

> Si donc pour un certain point m de la courbe y,- plan 9 lahgen'tià h 
'!)** L passe par la droite D , ce plan © sera le plan tangent demandé^ oi ce plan 

©sera aussi langent aO eonoîde ;£*. - • — ^ 

> Mats ce plan © sera Ungenl, non (Ms seulement pour Iç point «i'de la géhé^- 
, ratri,ce droite G, dececonoido^ mais encore en tous les points de cettè génëratrkie 

Ut, en eCfeV/les droites G. t.u. sé projetteront sur le'plan H s^uivaut des droi^ 
(lassant respectivement' p«v. les poinis x*....-, et fatf^tes rcspeotiveqüs^ 
aux eotirbesd*.,;.'. en lespoint^d*^..,. SI nous supposons que les plandX, 

Mnt successifs cl infiniment voisins , les droites 6 et G\ G'et G'V- — • serontrls^ 
génératrices droites successives et infînioicnt voisines, ï» • . 

Parmi pMites les ^oiles^G*^ G**, G'i*,..... successives et infinrment voisin^, > 
i( ÿ en aura une G.* qui fera avec D* un dngle u, plUi'^il qublès angles « , 
que font, du même cdté que i, et avqÇ p*, les droites G^ G'^ 

>'Si donc X)n mène par les points *, x", x'\.uÿ des droites lï, 8^, B",-.....' pùi i 
..r'alléles é la droite G( , ces droites no cOu|>oront («s les courbes 8^ A 

cKes formeront un plaît 0 passant par la droite D et la droite G, êt né rènoontiWft 
l(i courbe y qu’au [loint m dont la projection ra‘ sera sur 8,* le point 

i#le G* et dé celte courbe 8i*- -.- .i l .*> 

. Le plan © seranlono langent en m et au ronoïde £( cl i la surface £ et passera 
INn* la droite D, il seca'donc hspl^n demandé •»' 

■ . Au. point m, consiruisous la tangente 9^ A la courbe.-/,' cette Ungenle sera da^ 
Jfa>plan 6 ; nu point n,, en lequel Or coupe D, le plan langéiit T au-oonoîàé 2, 
pesse par G. et D. les droites D et 9. 'sont (fans le plan" 8 en môme temps 
que la droite G,, ‘les deux plans Tel© ne forment donc' qu’iin seul et mémo ‘ 
^an. . 

J Si 1 on voulait construire le [Varaboloïde hyperbolique 2, se raccordant avec le’ 
cuaoidc £, tout le lobg de^iS.', on. devrait ftiire mouvoir Ta droite G, sur lès 



de contact 



«Jeux droites D et ]|^ ef (iarallèlemenl au plan H , on e^efidre^t 4one (e phin / 
dônft le pian’6 est lapgenl au^conoïde 2, tout le long, de la droite 'p.vdonc le- 
rj>BOï(le'2i otl'^elojipnàte iouX le long de- celle génératrice droite 0^< 




(pie la droite G^quifait avec Ï>*^ud angle «, plu» petit que Fe* angfcsêt> 
qde font amc 1/ leadroitcs G*, G%- situées.à dislance-linîe les unes des 

autres , pour que cette droite G^, dis^je, .occupe Irès-pcù pr^ la pofilion qU’e-^ 
doit rigoureusement gl‘ iféomtinqurinmi. occuper la droite désignée ei-dossûà 

- P»*rG,' ;..r- '■ i. - 

. ' La tnélhode du codoïde-ianÿeai, pour construire le plan tangent è une sur»^, 

' g etessujéui i passer, par upe drorte D , est donc une-méthode oftproximaiiif» dan-s 
VttppUoudw , et dé plus elle exige qtfc la surface 2 soit définie par iine..sééie 
dé sections horizontales 8,8'^ 8",.r... que l’on prend ordmairement équidistantes . 
'entre elles. Cette méthode est due 4 Meumâf, général du génie militaire^ il l’oraii • 

' proposée pour la conaructiqn du plan de dé/î/emeui ( n* 383 terj. ' ■ ~ 

. - ■ -■■J.'--’' . . ■ -J i 

<Or r biicrtectit>n ifiUK *ur/ace de révolution avec tun ou l'autre des deux conçii'de* * 
; “‘’^Véc^nû rurfa^è de . révolution ayant'' la direetrk» irôiti K pour axe dé' 
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<99. Si' l'on a un conoidë 2 donné ainsi qu'il «ieni d'étredit d-dessus çt'U'tcj. 
suriecc dé ' révolution 0 ayant pour axe dé rotation b direciru^ druitu A. Su 
cpt)oidç;-iT scra'facile de* construire la projectfon horizontale 8* de ta fourbe^;' 
jmlcrscctibu dé ^ deui surfaces 2 et O. "*■ -i ■ 

. -El ciT effet, il suflin dé mener une suite de plans horizontaux X , X', X",v..v 
lesquels cbQperônt'hespéHivemènt'Ie conoide 2 suivant une qju plusieurs gèâé-^ 
^rairices droites cl la surface de révolution A suivant un ou- plusieurs cercles 
ayant tous leurs centre; Situés sur l'axe A. , ^ 

' On aura donc dans le pUn X dos droîtes -G, G,,l.V..et des ueroli‘s6,' 

^ GVG'.,.,..et 

El ainsi de suite.' ' «r i.? , 

Dès lors les droites G*, G* couperont les cercles 6*, (qui ont pour 

oentre.commun le point A*-) on- des points a:*.... qui seront les projections dqs 

. points X — , en lesquels sc coupent dans l’espace les droites G, G„ e|, les 

gfiicios . ’■ ' 
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"àjipaf'ftemlront dortC;lt: la prôjciüoü ftoriiontillp «|l- 

fa ■cBurbe' îj lieu- des fwHtiU Et en -cl[|ÿran(''de m^imo par rap^n a^j 
iVrôiles aux «erdes situés respeeliVeiiieiit dans>es diyt^pfàos' auifiliaires **, 
«U ftbÜAtdra -les divers^ points dé la'coprbe (fe- 

inahdéeé*.’ 



et 

.i 



i-'A 



Étant donnée une courbe ÿt tracée-Mr ùn-plan H , oo pou*fâ. toujÎHfr» 
regarder- ce^. courbé comme la'pnd^üeu efthégonaie sur'ce pian H 'de la 
courbe d’intersectkfii : l^d'un ceriaitr coimW 2 âjabt le pUn H pour plao'diréc- 
«euret pour d>ptiê dh-ectrke uiîe'-pcrpendjoulaire A'jiu plan -Ky et 3* d'une céiv 
làinb surfaet^da rérolution À â 3 Bnf la droite À pouf «te de rotation; ‘J " ■ 
Et en effet-:' . • " ‘ 

' Menons par. la 'drolte A- un plen M et tâtons dans ce plan une courbe arbitraire 
y, cette co^urbey en tourbaqt- autour de-fe^A^engeodrbrâ‘ une ètirÜM»: detéve- 
lution A donlellc sqra la conrbe méridienne^ 

♦ Du point V comme centre ét atec un rayon m'bitrairê'll i- traçons sur le pl^n 
If un cerolc B c| regardons ce cercle xoiipne la- section droite d’un cylindre;]^ . 
ayaUt lit droite A pour âxe de relolution'. . . ' - 

I^r un point a:* de 3* menons là droite G* passant par le point A‘, eçtle droite 
6* coupersr Te ceccic B en un poinl i* ; du point V coiniue centre avec'Â?** pour 
rayon, décrivons le cercle. S* coupant la droite H* en ûn peint'pj^r ce poinUp . 
■ menons dans le plan M uné' vctticàlé coupant la çdurbe#y en un poinl 

Çela fait, ^ pbr~le point t^concèvpns la générathice dro lie A du cylindre ^^ét ' 
|)or(pns de s'^en c sur oette droite K une longueur égale i.py ; opérOni dc'mémi' 
-|K>ur tous les points ar*'de la courbe 3*, nous obtiendrons sur le cylindre ç une 
suilede points x,... qui .délorminerônl une courbe à double courbure C qui éèra 
la directricÈ courbe du conoulu 2; . ^ • '• . 

Et les deux surfaces 2 ef A se ooupèroni suivant uiie courbe 3 qui se projettera 
sçr le plan il en la courbe donnée 3*. - y-* ... ' 

On vûH donc que la Courbe ÿ est arbitraire et que la courbé t ' prend une 
fômie particulière et qui dépend : !• de la rtaturê gMroélri<(uc et de la position sur** 
le pl^ M db la courbe et S* de la nature géométrique de la courbe donnée 
«t de la position donnée au point A\ . ^ 

^ 501. Les considérations géométriques précédc'ntes nous permetlrohl de. 
uonstruirc grapliiqucment ia tangente cri un point quelconque d'une spirale 
trigotumiéirigue -et de certaines autres courbes dont on connaîtra l’équation 
polMre. - • ^ ' ■ _ - . ^ t L .. ■ 
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‘502^ L'es spirales 'trigonomelrujijes wnt bu noonbre 'Jç^sepl, dont vom:i M. 

VI ' *.’;•• ■, .*s . t ■ ’. ■< , 1 ■’ 

inpieau. ' Lv • ** '- ' '* ‘ ••'; •■'. 7'^. 

i- V ' •' . ” f’. ,‘i ^ * A ■‘•I *■ 

'. ■t.a spirate'4' «wM&ïdfe liyanl pour équation pe=: a sin.'û:' .'t' 

. ^ H’ cbiintuoïde. ‘ * ‘ ‘ * ' 

— ' 3* laRj^toïde. 

~4i' coUMtfen^tdt . 

■6* iéUmtallik. 

6”eosécanloîde. 

V $mt($-vèrti»ide.' ■ ' . .' J p =<t sin. -ter*. ». r ‘ 

JL# cpnsiruciion p#r^ùnï de’cbaounc de ces spirales .ne peut offrrr de dilli.** 
édité, nous supposerons donc 'que chacune de ces courbes- Ml donnée par soi^^ 

Ve point 'A* sera piaoé au p6lf de, la -coutbe spirale et la , droi^ origine des 
*Wllé* lirsera prise perpendiculaire q'H* Irace'du plan' méridien M, dont nous avons • 



/■«r 

* * A 

• l - 




■r:i. 



Bf^los (d-ftera prise perpendiculaire'^'! 



. •. - • » 






parlé ci-dessos.' f , 

■-•Vola dît, appliquons les considècaliqns géométriques ésposees (u"5(Mt^A 



' Vohsfnic.tion ^mpliique de I» langenle'eil un point ilo chacuné de tes sPpi._ 

. spirales. -' , . . f.' " ^ ' • 

i * •' • „ 7 ' t > v t* Hf Ifl itpirnie.sinutoidr. , \ ■' , ' -l ,f “ 

U ^ * -.1 . ■ ^ '** L« • 
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503. L’ équation dç la spirale sinusoïde est P fc=n sii}. w, traçons ^^ÿ..2i0).iiii^ ■* 

cercle B avec un tajon égal à- oy menons (lOP'le benlrc du cercle B un fajon • _• 

' < A*i»* , faisant avec le, diamètre A*o un angle.-».; abaissons du |)oint n* une per»',^- 

■ ' pendiculairé SOI la 'drolic A*o orig'ine des angles» f iKirlons sur le rayon AV du' ' . 

[ point A* en-ra* une longueur ég-ale à pn‘, on aura en «* ur^ point de la, spirale < 

, • sinusoïde • •, . >. • T. ' 

■ '■ Èt en effet désignant A*i^* par ç", <-ommc'^=^p sinu^», ou aura |>or coh»t*u*«- 

V tidir: pjisa sin. û.y 'pour wesO* tout comme pour»=t180* cl u = 360*, on tl ^ ^ 

, psbrO, donc la-courln; 3* {>asao parde centre du cerqle D; .pour. lo^l.. . 

i •• comme pour u=270*, on a^=n, donc la courbe.S^ passe par les ftoints i et t''cïi 

■fc .lesquels le cercle B est coupé pur le diamètre A*1 pcrpendiculaijre au diaméird^ 

jf ■ origine des angles »: la spirale sinusoïde a donc la formé d’un 8. L' . ■ *' 

^ * Par Ir point A* élevons iHie droite A perpendiculaire au plan ^ ee*rr|e <« , • ' 

' . ' • * - • • • ' - . i! ‘ 
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par^ltc droite A inéneiù bn'phn M ayant poTjr,irâ<;^fl^Udr<rilcti'i •Au poîiitVj-; 
fnenctps.ude. tangente au cercle B et prenons cette tangente pour ligne de .terre 
LT où trace* horizontale Ü'un plan N langent au cylindre ^ ayant la droite 
pour.azederoiatlon et lecercle"B poursêction'droilé. ; 

' ' Cela posé : du point. A* comme centre et avec iin rayon égal à ps=A‘m* décria 
rôlas un ccrdc €* coupant Is droite H* au' pomt y, les dèu;( points tj et m* seront 
sur ^uhe 'perpendiculaire à L'Ç. ‘ ' ■*' ’ *- ’ * -i. -" 

.^'^ns le plan M'traçous une courbe y dont nous désignob's par x les ordpnnées 
parallèles^ 1'aW-A et par p,'lês s^wisies Comptées 'sus Ô* A partir du point A*,' 
lnv■{^ur origine des coordonnées s ètp.r ^ 5- ' ' ' 

• Nous |M>urrons poser l’équation p,iâ/(yj‘, qüi'sera l'équationMo la courbé 
'fProJfetons en 0^ et sur la droite LT élévons une droite égal au x de la coù^' 

.y'ieorresitondaot'à l’-abscisse p,s=A^, cortimè o«j =*pm*t=A*y=tpt=p,?=a . sin «. 
On voit que si l'on ira^e sur le plan N (ou le plan vertical de-projecliOn LT J 
une courbe y’ qui Soit la projec'ton de la courbe yj_ l'équation de y' sera .r=/(x)^ 
eni désignant oe par ’a;. 

liés lors on faisant tourner la courbe y auteur de l’axe A on apra une surfine 
derévolntion A et le cylindiv projetant y en^/'*cbuperà)|fe^.lindre_(5i suivant tit^e 
courbe û double courbure .G quL'sera la dineirice coirte du oonoïde £ ayant- 
'le plan du ccrckfB pour plan dlrécteur et l’axe A. pour dirt^riee drùiîe,'et Cés • 
deuj surlaccâA pi îae couperont suivttnl unc.«oufl)o,-> qui se projetlcra>èn j*, . 
bn'vfjoâj.donc qne l'dn peut avoir une infinité de systèmes de surfaces A et I s’én; ^ 
iràoüpaiu suivant une courbe' dont la projection soit la spirale sind&ide , puisque, 
l’oii peut prendre pour / (s)' toute fonction en x <(Uc l’oh- voudra. Parmi louS ces 
sÿHémet, le-plus simple -est celui par Icqÿcl la çobrbe y est unq ligne droite, «pii \ 
«tracée' dans le plan M. passe par le centre A* du cercle B. * 

Alors, la surCtee A est un eérie ilç révolution aulo’ar de l’aie A étayant «ou 
.scimmetau |)oint A*, et la courlie directrice C est la section faite dans le cylindre^ 
.vèt-tical et de révolHÜun 9 par uuplan qui, langent aucÇnt Al séràji perpendicu'- 
laireau plan M. La courbe C sera donc uae ellipse dont lecentie serU priicisémenf" 
livsoinnict A* du eOnc'A. ■ ' • ' 

Cfi systètne permet de' construire triis-simplplnèiit fa taugeiile en un inuntm* 
l\^ ia spirale ünusdldei^. 

■ fcl çn effet; • ‘ ' p' \ ' . ' ' • ■ 

Pour avoir la tangente 9.au point m de la «x^lic S;'!! faudra': 1" Construire ■ 
plan T langent en m au -edne A» la traeç B' de oe plan sera perpendiculaire au- 
rttyon veolcur A*m‘el passera par le point A‘} 2* construire le plan © tangent 
en m auconoïde* i; or, il est évident que la .droite K* qui passant par le point 



Digilized by GoogK 



• é 









r < <1 



N.- ‘ 



■ I - , 



. ■ ■ K' 

a7a'— 



sera pevpendkuUire i ASii^$«S-a làr projection homo&Cale de ia i^éralrice K.d«' 
secômt iyuéme da paraboloide 2, se raccordant avec iê conoïde 2 tout le Joyg dii 
. |a génératrice droite iioritoniale G qiii, l’appu^ant sur^ l'axe A et i'eilip^ CV, . 
passe |iar je point m. Celte droite K percera le plan borixontal au point « Mtué 
stMr la droite AV; si donc par ce^point « on mène la droite |iarall^ à Afin*.'*'' 
:^jqui reprakenleG‘), on aura la trace horizontale du plan 9. ^ ^ 

Les deux droites H'-et H* se cOupént ed ‘un poinlt é qpî sera la trace hoilion- . 
' taie déria 'tangente ,9'; dés hxd W sera la tangente au point de. h $pirdU 
sintMldt. — ■ V * \ ^ T ~ ‘ -t 

9 .. • * •• • ’* > ' ' V •> 

panslB ji!(;> 241, nous qvons^ doqné^ les sculês constructions graphiques 5*< 
T«écufer pour avoir la tangente 0 eh un poi'nt m d'une, spira/e smufoldt 3, U 
• ^info ftanl le pdle et la droite^ oR étant l’origine des angles u. .■ ■ •• 

Dans cette Pigurè' il est facile de voie que m—ob-, que bsmo est un reclangleV ^ 
({UC la tangente 9 coupe ia droite oR en an ppint p qui est le milieu.de hm et .dé ■ 
'so, et que dès lOrs'pour avoîr'la ta'bgente 9 il suffit d'élever sur le milieu r du J 
rayon 'Vecteur pi^om.iine pccpêndioulaire A ce rayon vecteur, laquelle coupera 
. la droite oR 'en un pojnf P, et la droite pm sera la tangente 9'dcmandéev 
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2^“ De la tpiraje costnusoïdr. 
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504. Si l'on a oonstruit'la spirale sinusoïde i [fig. 24â), o émht le pÿ/«'et.oR> 
la droite origine des angles M, on a l’équation - ; ■ _ - 

> -• •• '-w -* • “ . ' i,' *'. î’ 

- ■ ■% ■ -V." ^ 

■ '• , »=;a.'8in.« -ï‘ • -- -.j ^ ’ 

> • ' » - i •.■'T-.- ■> - 

I , f- ‘ -A ■ HU - 

: ^ Mais si au lieu de compter les arqs*(qui dans le cercle B mesurent les angles . 
à partir du point b en marchant soi* le 'cercle B dans le sens. Indiqué par |a . 

- flèche /, on complait dés-arcs mesurant det. angles u' complémentaires des anglps' 
iuon partant Ju point b' et marchant sur le cercle B dans le sons indiqué pax. 
flèche y*, on voilde.suité que pour up point mde la courbe i on aura : ' 



om=:p»=:op' 



pu =■ asiii •• 



et 



• 

opfssaoMÜ 






Donc , Hon aura pour l'équatiôn de-Ja courbe 3 
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ou psaufli* ^<Nl paO OQ*W 






. y La spirale codnuioîde u’est donc autre que la spirale sinusoïde . ‘ .,>^V 
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pipiV. .. ;7 ■'ôgfe 
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A df He ta ipirate langcntdide.’' 

- P ■ : '-■ . - t'- 

y -, . > - - ;t V 

.^tiâô. L'équaüoa qeJa sp^ale laDgenUnde'esl p— a ta ng.û^ traçons un cercle 
243) un *rayon égal à q), et' knenons par, son centre A* un rayou 
A\ coupant au pojnt g la tgngcnto au cercle B menée au point o en lequel Ci‘ 
cgtcle Be^ coupé la droite AV,-onglné des ai])^)e^ On aurarV^V ; 
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r$. i } /. V-»r' V* 
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'tPoTiona oqAi k\. en m', nous aurons alors un pohit d!uno courl>c dcllii 
F^ûalion aéra précmmentp='a,taHgu, en désignant A‘m* parjj.*'' 

'^,' Ôela poS^':"^.' i 

. '">Du point. A^coinnte centre et avec A*m* pour rayon, décrivons un cercle’^" 
coupant la droite H' perpendiculaire à la droite 'À‘o en un'point p, on 
•4 • •* ■ - *'■■ -•'4' ■ k'*! 

?* •-••4 ■* A‘m^ SS OftfJi^p ; - 



aura:.* i.- 



' J.*' 



' " y 



^4^ loro ,.désfgnant Vp i^rg, , on pou(ra dans Je-plan M tracer une coori>c.‘^ 
='wnipoor^iuition^'^^ ■ ;■ 



s* 



•>* 



. Ëi désignant ag par j:y réquatiun du v’ sera i. -■ ''§!V*^ 

I’' V • •-■ ' ■ ■- ■ V-* '■■ 
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>' '*^Si l’on fait tourner la courbe y autour de l’axe A 7 on aora ube surface de révo^’’, 
lotion A;* et si l’on Tait mouvoir parâllèlement au plan boritontal de projectron 
un«.droitc G s’appuyant sur l’axe A et sur la courbe y.*, on aura un conoide £. 

Les dcplr surfaces A eC 4§c couperont suivant une courbe .d dont la prAjectioa Î!' * 
se^ la spirale tangèntoïde.- ^ 

- On peut prendre pour / (x) unc'fonclioh je x de telle forme que l’on voudr» ; ' 

• oçr'aura dône une inlinité de-«yv(émer de surfaces A cl’ 1 donnant la spirale tan- 
g 0 |toide pour la projection de Id courfie é double courbe îsu'ivant laquelle elteK 
yenttccoupent. , a* ^ ’ ‘ " '.<►* ^ . 

r Parmi tous ces lytUmes le plus simple sera celui pour lequel la courbe ÿ seca ' 
'une droite passant par le point A*; dès lors, la ligne y’ sera une droite parallèl*' 
aiâ drçile y. . — 

JQqns oe tgslim particulier,, la 'surface A sera un édne. de éévolntion ayant sjn '* 

. f- • • . * ‘ ' 



.«■* ’rf* .* 
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s(Jÿim.el au |fpini: A* et ayaoi .lax*roi|e A' pot* de révedut^n et 
sera ÜU pariibol(nde4ujperMiqtie ayant les droites À el ^*p©uf direct^» et lep^il 
W»riionwl de projection pour plan (ttreçteur, ' ' ’L' •- : 

BOe. Lsrconstruciiop de la tangente en un point m‘ de- la spirale langenioidé^- - 
sera facile j car elle sera la projection do la droite inlersecUon du plan T tanged|„ 
en m au cùne ^ et du plan 0 tangent en ce. mèino point m au paraboloim 
hjpefbolique £■ i 

i’ai indiqué sur layî9.-.243 toutes Içs conSlVuctions, ikâera facile de: Iqp lii‘|^' 
puisque ndus avons apprys à conàtVuire le plan tangent en un poipt d)un paral^- 
loïde hypeiioliq^uc. 'i^- h/ ' _ 

' 501. Laconstructiondelatangenlê6en unpointmd’une8j)irale langeott^^d . 

^Jig. :244} dont on'connait le pôle 6 cl la droite oR origine des angles u>, se • 

donc en délinitivc aux. opérâtions graphiques suivantes ,y 

Par le poinl.-o on m.éne une droite or perpendiculaire on.rayoti vecteur oolt* 
paHe point tuori mène une droite ««perpendiculaire à. la droite oR-el la coupapi' 

Ap .point ^5' par oc point « on’niôpe^ une droite *r. parallèle au rayon, vecteur:^ > 

' et coupant jia droilé or au-poinl r; en joigMnl les points r e.l.m on a la' lan|enle’4 
demandée " ''T'* - r ' . / T 

•A- e. ^ ■ ■*^'*" *‘ - \ 
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^ <4*. la gplrale colângènuÂie,% 
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, 008. -Si pour unc^url>e;d‘dorif réquaiion^.p==Uéol.v'., nous faisons-m* 
mêmes consiructtons que pouï’ la spirale tangcntoîde, il est facile.de voir qdé 
c0Ue coUrbe.j* ^encore ht projection dp. J' intersection d*ùn edite drqit^ . 
el.d'un parabol6ïdè;,hyporboliqap 2, dbs deus surfaces A e^‘2 é^ant pioci^ ' 
'i'une par rapport & l'autre absolument comme le cène pi le parabolaïde Ip sont V' 
lorsque nous avons examiné la spirale langentoide. Nous pouvons donc affîrmjl^^. 
que lès spirales langentoide et côtangeotoïde dont les équations sont : 






P =-« lang v? 



M 



ji COtto 



•f 



sont des courbes identiques, en ce sens qu'en laissant l'une fixe et faisant tournoi^' 
l| 4 utrc autour du p«/r, on j)Ourra su|)crpo6er ces deux courbes. 



■ jOAji. *''* si* . 
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' O f'oftt <!»«» le tîomp/Asflif dt géopirlrit iueriptite ,■ le mémoire sP' S fx’of HOe : ConrlrqA, 
Mot) ir la l«i«}t«fe n vn foint eivlHpIr timrit itmt réqMtlad tel- tneoanur -, 

!<|ae j'ii (lablié pour la premiér» Jyp U 11* csb** <tu ^urnatde l'École ppljftaeb^ue. f!r- ■ 

’• ' /"ovfS âiun dana Ica ITnelopftmenU itatamitrit d<tcnptn>e le tSapiire II .1^ 124. . ' 

‘ àa- . •'•tPr, • 'Hl, 

.*.••• • ;V • '.-.tx. ' . • 
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9* De Ht spirale sicanUAde et 0* De la spirale caséemtoide. 

509. Il sufliil de jeter les yeux sur la fig. 245 pour reconnaître que la courbe 
représentée par l'équation ; p=a sécant u, n^es| autre que la droite D tangente en 
n au cercle Bayant son rayon égalé a, et que la courbe représentée par l'équation : 
psea cosécant u', n'est autre que la droite D' tangente au point h au même 
cercle B. 

■■ T De la sphale sintu-versoide.' ^ •. 

510. L'équation delà spirale 8inu8-»or8oideestrp=a sin-vers*<; pour construire 
celte courbe, nous tracerons (/j. 246) un cercle B avec un rayon égal à a; la 
ligne LT passant par son centre A* étant prise pour origine des angles u, nous 
porterons sur le rayon vecteur ASi , le sinus-verse op depuis le point A* Jusqu’en 
m* et la courbe 3*,* lieu des points m‘, aura la forme d’un 8 (ses branches se croi- 
sant au point A* centre du cercle B et touchant ce même cercle B aux points i et i' 
«tués sur le diamètre perpendiculaire , à LT). ^ 

Cela posé : 

Si nous prenons la droite LT .pour ligne de terre, nous pourrons tracer dans 
le plan vertical de projection LT une courbe y ayant pour équation p,=/(^. ^ 

Ayant éievé par le point A* la verticale A , la courbe y aura une position dé- 
terminée par rapport à cet axe A ; (bisons glisser parallèlement à lui-même l’axe 
A pour le transporter en A', en celle position la droite A' perce la ligne de terre 
LT au point o situé sur le cercle B et la courbe y aura pris une position parallèle 
’ ^ Cela posé , faisons tourner la courbe y aplour de l’axe A , on aura une surlacc 
de révolution A ; regardons la courbe / comme la base sur le plan vertical LT 
d’un cylindre ï ayant ses généralrices droites perpendiculaire» au plan vertical 
LT, ce cylindre 5 coupera le cylindre de révolution g, qui a le cercle B pour 
base horizontale et pour section droite ^ suivant une courbe Ç; cl le conoide £ 
sera engendré par une droite G se mouvant parallèlement au plan horizontal 
de projection en s’appuyant sur l’axe A et la courbe ’ü. 

Les deux surfaces de révolution A et conoide 2 . s’entrecouperont suivant une 
courbe S dotit la projection 3* sera précisément la sinus-ver Mde. 

Parmi les divers sysiHnes do surfaces A et 2, on peut prendre le plus simple , 
qui sera celui pour lequel la courbe y sera une droite D passant par le point A‘ 
centre du cercle B. Dés lors la surface A sera un cène de révolution ayant^son 
sommet au point A* et ayant la droite A pour axe de rotation., et la courbe C 
sera une ellipse i Car alorS’ y sera une droite D' parallèle à D et passant par le 
S* rskni. , I . 3# 



— 282 — 



point O, et le cylindre J sera un plan P perpendiculaire au pian vertical d« 
projection et ayant pour trace V’ la droite D' cllo-mdme. , _ - 

Le conoide 1 aura donc pour directrice courbe l’ellipse C section faite .dans le 
cylindre 9 par le plan P. 

511. Les surfaces particulières A et i permettent de construire assez simple- 
ment la tangente en un point m* de la sinus-versoïde^ ; et en effet , cette tangente ' 
sera l’intersection. des plans T tangent au cène A au point m, et du plan 9 tan- 
gent au conoide 1 en ce même point m.' ' 

Il est évident que passera par le point et sera perpendiculaire au rayon 

vecteur A*in*. , 

Pour construire H*, nous mènerons au point n en lequel le cercle B est 'coupé 
par la droite AW une tangente à oe cercle, laquelle coupera H' en un point s. 
La droite sA* sera donc la trace borizonlale du paraboloide hyperbolique Z, se 
-raccordant avec le conoide 1 tout le long de la génératrice droite O passant par le 
point m. ' ' , 

.Si donc nous menons par m‘ une droite K* perpendiculaire au rayon vecteur 
A*m*, elle percera la droite sA* en un pojnt r qui sera-la trace horizontale de la 
génératrice du second système K du paraboloide 1,. '' ' 

Dès lors menant par le point r une droite U* parallèle à A‘m‘ qui n’est alitre 
que G*, on anra la trace du plan 0. . . 

Ces deux traces- H* et H* se coupçnl en un point Aet unissant les points A et m‘, 
on aura la tangente à la courbe è*. 

Dans la /iy. 247', nous n’avons tracé que les lignes strictement nécessaires 
pour la construction de la tangente en un point m d’une sinus-versoide d , dont 
le point O serait le pdU et la droite op Voriyine des angles u. 

512. Appliquons les principes exposés ci-dessus' & quelques autres courbes 
dont .J’équatioii polaire serait : ' - 



8* p.ùi=a spirale hyperbolique; 

’ 9* P' ;= a.u . . . . . . .'Spirale d’Archimède ; 

10* P* =a.u . spirale parabolique du premier genre; 

lir P =a.w* spirale ^rabolique du second genre. 



. • • •' ' ■ S' SfHrale hyperbolique , pM=ne. , , ■ 

, 513. En sfi rappelant ce. que nous avons dit ci>dessns, on voit de suite que la 
courbe y tracée dans le plan M passant par l'axe A aura pour équation ; p, =/ (z). 
Et si nous rectifions l’arc au du cercle B ayant son rayon i a , noua aurons 
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X , dès lors la. courbe C, tmt^ormte de la directrice courbe C du conoïde Saura 
pour équation _ , 

Le-syttéme le plus simple sera celui pour lequel nous prendrons z pour/(s), 
et alors l’é{]ualion de la courbe y sera p,=t et celle^e la courbe plane C, sera 
a=x%. - ,■ ^ 

La surface de révolution A sera donc un cAne ayant son sommet au centre du 
cercle B et ayant la droite A pour axe de rotation; et la courbe directrice C du 
conoide 1 aura pour trantformée une hyperbole équilatère ayant pour asymptotes 
une verticale et uneborizontafe , le centre de cette courbe étant situé sur la droite 
origine des angles U. . . 

La construction 4c la tangente en un point de la spirale hyperbolique .sera 
facile, puisqu'elle dépendra de la tangente à l'hyperbole C, (*). 

Et en eiïet, soit donnée la spirale hyperbolique f ayant le point A* (Jig. 247 bis) 
|M>ur pâle el'en même temps pour point asymptote , de ce point A* comme centre et 
avec un rayon égal.i a décrivons un cercle B et menons au point o une tangente 
LT il ce cercle(l;t droite oA* étant üorigine des angles O) ). . ■ 

Dans le plan vertical LT, traçons une hyperbole Q, ayant pou|v asymptotes la' 
droite LT et une vecticale A’, le centre du cette cqurbe étant au point o et son 
équation étànt.a*=xe, l'équation polaire de la spirale hy|>erbolique tracée sur 
le plan borl;iontal sera pu=a. 

Pour construire au point m* de la courbe spirale hyperbolique y* la tangente f, 
nous remarquerons que- lo rayon vcotcur,A‘ni* coupe le cercle B au point y*, et 
que si l'on rectifie l'drc on* pour le porter sur LT de o en n', et si par n' on élève 
une verticale coupant l'hyperbole C, au point n, , et si l'on mène au point n, la 
tangente 9, à cette hy[>crbole C,., cette tangente 9, coupant LT au point p', on 
aura p’n=n'o. 

Si donc on mène au point n* la tangente 9* au cercle B et sM'on porte sur 9* é 
partir du |K>int n*, n*p=?np'=>n'o= ( arc. om* rectifié ) et si l'on unit le point p 
avec le point A* par une dri^ite IIS -on en cette droite H^, la trace horizontale 
du paraboloide hyperbolique Z, sé raccordant avec le conoide S tout le long de la 
génératrice droite G qui est horizontale et qui passe par le point m de la courbe 9 
intersection du cAne de révolution A et du conoide Z qtii a pour courbe directrice 
l’hyperbole 'C, enroulée sur le* cylindre de révolution ; la tangente (*.an point m* 
de la spirale hyperbolique 9* sera donc la projection de l'intersection du plan T 
tangent en m au cAne A, et du plan 0 tangent en m au paraboloide Z,. 



(,*) yoyex , du» l« chtpilrc II da DivdOppmenU S* géomilrie deteriftitt , cv.qui m( rcliUr k l« 
hT^rtwUqiM. . ^ ■ 



\ 
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Or, H’ passera par le point A* et sera perpendiculaire au rayon vecteur et 
pour avoir 11”, , nous mènerons par le point m* une droite K* perpendiculaire au 
rayon vecteur A'm* et rencontrant la droite H'* en ùn point q; par ce point q 
nous mènerons il” parallèle à AW (où G*/ et les deux droites U”e^ir se* cou- 
peront en un point r; en unissant parXine droite les points r et m*, on aura la 
tangente i* au point de. ht spiiale hyperbolique. 

> Remarquons que la droite m^q est égale à l'arc rectifié, cet arc étant 
compté sur le cercle décrit du point A\ (püle de la spirale) comme centre *et 
avec un rayon égal a aW ( rayon recteur de la spicalc) et le point t étant sur la 
droite origine dôf angira ' '* * ' 

-• V ^ -fl ^ 

' ' ■ ■ 9' Spirale d Archimède , ps=a» * i’ . . 

51i. La courbe •/ aura pour équation p,s/(s) et la courbe C, aura pour équa- 
tion Æ=3jr(x). . ‘ - / ■ ■ ' , 

Le système le plus simple sera donc celui pour lequel onaui'a: p,z=xet x=x. 
£n sorte que 1% surface de révolutioh A sera un cène ayant son sommet au centre 
du eerdc B qui a son rayon égal à a et qui a pour centre le pde'de la spirale 
et .la surface conoïde 1 aura pour directrice courbe C une hélice tracée sur le cy- 
lindre de révolution'^ (*). - . ' ' _ ' 

. • >>. 10 * Spirale parabolique. p’~a».‘ • > 

• •* , . “V t • 

515, La courbe y aura pour équation p,’=/(^ et la coùrbqG, aura pour é<qua- 
tion jc=/(x). ' 

Les surfaces les plus simpjes A et 2 seront donc eélles que l’on obtiendra avec 
les équations p^‘=±x et a; :=: Z. J- , 

Dés lors la surface de révolution Â sera un paraboloïdc de révolution ayaqt la 
droite A pour axe de rotation et le conoïde ^ aura pour directrice courbe C une 
/lè/icc ^tracée sur le cylindre de révolution (fV . ^ ^ 

La Construction delà tangente en un point de la spirale parabolique du pre- 
mier genre, n'oiïrira aucune difficulté puisqu'elle dépendra delà construction de 
la' tangente en un point d’une hélice cylindrique et circulaire et de ccHe de la 
tangente en un point d'une parabole. ■ - 



P'ofn , le chtpilre U dei D^elofpements de ÿ^^métrie dtioripiiee , ce qui est reUtif a la 
apirale. d'ArchhnMie conaidérce comme étant la projection de la combe d'inleriêctioa d’une aorface 
'annnlairr et d*ao conoïde.. , . r 
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516. La courbe y aura pour équation p,=/ (*) cl la courbe C, aura pour équa- 
tion j =/(*)• / ’ 

Us surfaces les plus simples seront ^îelles que l’on obtiendra en vertu des 
équations : p,=» et «"œm. Dèslors la surface de révolution A sera' un cône ayant 
son sommet au centre du cercle B (décrit du p&le de la spirale comme dentre él 
^véc un rayon égal à o) et ayant la droite A pour axe de rdUtion. La- surface 
conoïdo 2 aura pour courbe directrice G une courbe à double courbuçe lra<À 
sur le cylindre 9 et dont la trantfonnée sera une parabole C. ayant son sommet 
sur la droite origine des angles w el-son axe infini parallèle à là droite A. 

La construction de la tangente en un point de la spirale paralxtlique du teamd 
ÿcnre n’offrira aucuné diflkulté, puisqu’elle dépcnd-dc la conslruclion de la Uui- 
genle' en un point de la parabole C, (*). . • ^ * -, 

517. Exécutons la construction de la tangente en un point ^ la spiraU para- 
bolique p<= ocii'. 

Le centre A* du cercle B (/y. 248) sera le pôle de la spirale et la droite oA‘ 
sera l'origine des angles Ayant mené la droite LT tangente au cercle B au 
point O, nous tracerons dans le plan vertical de projection LT (qui est tangent 
U cylindre 9 ayant le cercle B pour section droite) une |>arabole t, ayant -son 
sommet au point o el la verticale A* poirr^xe infini , cette parabole C, ayant pour 
équation *• ±= d» (les * sont comptés sur LT cl les s sur A’ ), ^ 

Ceb posé : ’ ' 

Proposons-nous de construire la tangefile i* au poibl m‘de la spirale j*. Le 
rayon vecteur A'm* coupera le cercle B au point n‘; recliliens l’aro W et 
portons-lc sur LT de a en n';‘par le point «'élevons une verticale n'n, coupant la 
parabole G. au point ce point n. sera le Uaniformé du point «de la courbe a 
'double courbure C qui, tracée sur le cylindre 9’, sera la directrice courbe é\i 
cunoide 1. ' r . 

Le plan T tangent en m au cùne de révolution A aura sa trace U' passant par le 
point A* et perpendiculaire au rayon vecteur A*m*. . 

La tangente 9 ‘au point de -la courbe G se projettera en 6* tangente eb n!" au 



4*) ^vv«:,<Uuî l«'cb<|n(r« It, page lU,dee Déctioppimi»U it fiomftrie detcriplie^. ce qiicnuui 
•V»R< dit wr U epirale pirebuliqoe eyenl pour ëqinüon > — »•, courbe qui uoai ietti pour U 
construction du rsyon de courb.ii-e de le tpirele d’ArcBtmcde, 
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cercle B (qui n'esl autre chose que C*), ot la tran$/ormée 9, de 9 sera la tangente en 
n, à la parabole C,. Or on sait que pour la parabole on a : op'=p'n', dès lors portant 
la sousrtangente n'p’ sur 9*, du point n*au |>oint p, on aura en p la trace horizon- 
lale de la droite 9; et en joignant Im points p cl par une droite 11^ on aura 
la trace du paraWloïdeHiypcrboliquc S., qui se raccorde avec~1e conoïde 1 tout le 
long de la génératrice droite G ( horizontale et passant par le point m). 

Si donc on mène par le.point m* une droite m‘9 perpendiculaire au rayon sec- 
teur A"u)‘, cette perpendiculaire coupera IF- en un point q et menant par^ une 
droite II* paraître au rayon vecteur \‘m‘( qui n’est autre que G*), on aura la 
trace horizontale du plan 0 tangent en m au conoïde S; Les traces H’ et II* se 
coupent en un point r, unissant les points r et m* on aura la tangente I* demandée. 

Remarquons que l'on a : on' ±i(arc . pn* rectifié )< n'p'=s'-on, donc ipn* = 

; (arc »m* rectifié). Ce qui s’accorde parfaitement avec les résultats que npus avions 
trouvés page 114 des développements de géométrie descriptive. Ainsi, S3ns avoir besoin 
de recourir à Fanatyse, nous pouvons trouver par h géométrie descriptive yn.e pro* 
priété qui nous, permet de construire trés-simplsmcni la tangente en un point 
de la spirale parabuliqnc du second genre, p cao. cd*. 

t>18. Si l'on a une^ courbe plane 9* ayant pour équation polaire «) )=.0, 
nous pourrons toujours par lepd/e, mener une droite A |>erpeadicuiaire au plan 
P de la courbe' 3* et de ce pôle comme centre et avec un rayon égal à l'unité 
linéaire', traper dans le plan P un cercle B. 

Ce cercle B sera coupé en un point b |>ar la droite R origine des angles en 
ce point 6 nous mènerons une tangente au cercle B, et nous prendrons cet(e droite 
pour ligne de terre LT. _ 

Traçons dans le plan vertical de projection LT une'droite Z qui, passant par 
le point b , soit perpendiculaire A la droite LT ; cela fait , menons, par lA droite A 
un plan M parallèle ay plan vertical de projection LT ; ce plan M aura pour trbee 
sur Je plan 'P la droite H*; . . . ' ^ 

Cela posé : 

Traçons dans le plan M une droite y ayant pour équation p.s=z, les abscisses p. " 
ctaot comptées sur la droite H’el les ordonnées s étant comptées sur la droite A , 
le pâle de la courbe-i* étant l’originc de ces coordonnées p, et z.. 

Traçons ensuite dans le plan vertical LT une courbe C. ayant pour équation' 
K {x, »)=0, les abscisses t .étant comptées sur la droite -LT et les ordonnées s 
étant comptées sur la droite Z , la point b étant l'origine de ces coordonnées a: et z 
et l’abscissé x étant égaleàl'arc rectifié, qui, dans le cercle B, mesure Tangle w. 

On voit que l’équation F (ar. z)=Osera identique à l'équation F (u, p)i=^0 en 
remplaçant dans l’une a: par U et Z par p. ' 
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Ainsi r^uation de la courbe C, 'est précisément en coordonnées rectangu- 
laire» identique de forme & l'équation polaire de la courbe f . 

Enroulons le plan vertical LT sur lé cylindre vertical ay^nt le cercle B pour 
base sur le plan P ou, en d’autres termes, ayant le cercle B pour section droite, la 
courbe plane C, deviendra une courir à double courbure C et le cène A de révo- 
lution ayant la droite y pour génératrice droite et pour oxe la-droité A et pour 
sommet le pâle de |a courbe 3*, coupera le conoîde 2 engendré par une droite C 
se mouvant parallèlement au plan P en s’appuyant sur la droite A et la courbe 
suivant une courbe 3 qui aura pour projection orthogonale sur le'plan P, pré- 
cisément la courbe 3*. '• , 

Cela posé : ‘ ' ~ _ 

_ Si l’équation F (p,,<i»)=iO est du Second degré, Téquatiou F (s, a;)=p-sera 
aussi du second degré | on voit donc que l’on pourra fbcilemcnt construire la tan- 
gente en un point de toute courbe ÿ", dont l'équation polaire sera du second Jc- 
gré, puisque les constructions à cfleclucr n’cügeront que de savoir construire 
graphiquement la tangente en un point d’une section conique C,^ 

Si l’équation de la courbe ^ était T(p', u)=0, alors on prendrait sur le plan 
M une parabole ayant pour équation -p,'' = s et pour C, une section conique 
ayant pour équation F ( s, 7 ) — 0. 

Et alors la courbe 3* serait la projection de la courbe 3 intersection d'un parabu- 
loide de révolution Q ayant la droite A pour axe et son sommet situé au pôle 
de Isb courbe 3*, et d’un conoide Z engendré par une droite G se mouvant dans, 
l’espace en s'appuyant sur la droite A et sur la courbe C tout en restant horizontale. 

On voit donc que nous pourrons toujours construire graphiquement la tangente 
aux courbes'.rcprésentées par les équations polaires. '' 

, . - 1 ‘ p’+nf* -f-è«*-l-ep -|-d“ -h/*® • .'s,, 

?. ■* - . - . . 

519. Remarquons que la courbe polaire 3* dont l’étiuation est . , . • . 



f’-F*P“+è«»’-t-ep J- 0 



(«) 






est la.projection de la courbe, intersection des deux surfaces qui sont déterminétÿ 
on vertu des deux équations 

' - ' f.=s W ^ _■ 

ou'eh vertu des deux équations ^ -, ' 



e, =* 
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Dès lors , il est évidpni que nous saurons construire ffrapto^uement la tangente 

il la courbe dont l'équation polaire sera : . . ' . ^ 

‘ ’ p+««.^+fa-+ef^+*.+/'=o-. '(8) 

car, comme nous savons construire la' tangente à la courl^ polaire ayant pour 
équation, Tequation (1) et cela eû vertu des équations (2) et (3), il nous sera 
-facile de construire ffraphit/uemeni la tangente à la courbe ayant pour équation 

l’équation (5), et cela en vertu des équations (1) et (4^. 

Par suite, nous saurons construire graphiquement la tangente -en un point 
d'une courbe représentéc'en- coordonnées polaire» par 1 équation (6). 

Cela pose : , ' , v . 

Remarquons encore que la courbe polaire 3* dont 1 équation est 

est la projection de la courbe intersection.de deux surfaces qui sont déterminées 
en vertn des deux équations ; • . 

• -• . ■' ■ ■ T=*^ ' w . 

V » **•'-, ' «' * ■ 

ou en vertu des deux équations : - . ^ ‘ . r' 

• ■ . V. f.=x,' • ■ . _ (10) • 

• ’ ' ' ^ a»’x-{-bx‘ 0 (tl) . * 

■ Dés lors , il est évident que xious saurons construire graphiquement la tangente 
i fa courbe en coordonnée» rectangpJaires représentée par I équation (H)p puisque 
nous savons construire la tangente aux courbes repréjsenlées par les équations 
(7)et(t0). - .... 

En poursuivant les raisonnements géométriques précédents, il est facile« recon- 
naître qu'au moyen des tangentes aux courbe? de degrés inférieurs, et en passant 
grat^(fuement et succeçsivémént des.unes î^ux autres (constructions qui seront, 
il "est vrai, assez longues, pulrque pour la courbe 3u huitième degré, par 
exemple, .il faudra conslEuire la tangente à la courbe, du deuxième pour en dé- 
duire graphiquement la tangente à la courbe du quatlfièmc, puis de la tangente 
■à la courbe du quatrième degré, passer à la tangentp de la courbe du sixième 
degré , et enfui conclure de cette dernière tangente et graphiquement la tangente 
i la courbe donnée du huitième degré ) , on ()OUrra toujdurs construire . 

quemeni la tangente 4 une courbe en coordonnée» reeiângulaire» ayant pour équa- 
tion : • ■ 
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00 r »**+<u*a + te*+ ci*+dj; -!-/■= 0 
on 

eti une courbe en coordonnéf$ polaire» ajanl pour équation : 

iii 

ou S- r”+«f*»+U’+er* + d».+ ^=o 
on ft«.'+rp»-f:A,q-/=o 

L’exposant n étant égal à une puissance entière de 2; et ainsi ajanl tr=zV, 
pétant un nombre entier, pair ou impair. 

.*>19 éit. Il existe deux tpiralet logarithmiques, l’une a pour équation p=a'-, 
et I autre a pour étjuation of = u. Chacune de ces courbes peut être considérée 
< omme la projection horizontale 3* de l’intersection d’une surlàce de révolution a 
et d un conoidc Z que nous allons déterminer: 

1* Pour hf^rale , la courbe méridienne de la surfhceA (lu plus simple) 
aura pour équation p,=i, et la courbe C, aura pour équation o*=i : elle sei-a 
donc une logarithmique. 

Ainsi , la spirale sera la projection de l’intersection d’un cène de révolution 
et d’un conoide dont la directrice courbe C aura pour trant/ormée C, une logarith- 
mique. 

2* Pour la spirale or = u , la courbe méridienne de la surface A ( la plus simple) 
aura pour équation af'^zz qui est celle d’une logarithtnique , et la courbe C, aura 
pour équation x=i; ainsi la spirale sera la projection de l’intersection d’une 
surface de révolution engendrée par une logarithmique, et le conoide aura pour 
directrice courbe une hélice cjlindrique. 

La construction de la tangente en un point de l’une et de l'autre des deux 
spirales logarithmiques, dépendra donc de la construction de la tangente en un 
|)oint d'une logarithmique. 

519 ter. Nous avons vu ci-dessus que l’on pouvait construire la tangente en un 
(joint de I une et de l'autre spirale parabolique dont les équations sont : 

(l)p*=a.u et (2)p=a.u’i 

et cela, en considérant chacune de ces spirales comme la projection de laeourbe 
intersection d’une surface de révokition et d’un conoide. 

Si I on transforme, dans son plan mfme, chacune de ces spirales en une 
courbe en coordonnées rectangulaire» , en remplaçant dans leur équation 
P |»r X et u.p (jar g, on obtiendra les deux courbes (3) x’=za.g et (4) t’^a.q". 

2* niTic. 3 - 
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On saura donc construire la tangente en l’un quelconque des points des 
courbes représentées par les équations (3) ef(4), et cela en vertu de ce que 
nous avons dit dans le chapitre II det DéveloppemenU dé gtéomélrie detcriptive , 
page 134 (*) . 

Je ne pousserai pas plus loin ces recherches géoméiriquet , car on serait obligé 
(mur les pousser plus loin d’employer des considérations algébrique*; toutefois, 
les considérations géométriques que je viens d'exposer ci-dessus, pourront, je 
crois , avec les développements algébrique* nécessaires , être utiles à l’analyse. 

. nE i.s suniACE ou niAis-rASSÉ.. 

540. La surface du biais-passé est une surface gauche 2 engendrée par une 
droite G s’appuyant sur une droite A et sur deux cercles C et C' de même rayon 
et situés respectivement dans deux plans P et P' parallèles entre eux et verti- 
caux et perpendiculairee à la droite A; de plus les centres des «SfcHes C et C' 
et la droite A sont dans un même plan horixonlal. 

Celte surface 1 est donnée par le premier mode de génération des surfaces 
gauche»; cette surface n’offre rien de particulier, mais en généralisant son mode 
de génération et supposant que les cercles C et C' sont deux courbes E et E' 
telles que l’on sache construire la tangente en chacun de leurs peints, elle 
permet de résoudre les deux problèmes suivants : ' 

521. Problème 1. Étant donnés sur un plan un point oet deux courbes y et •/ 
(telles que l’on sache leur construire une tangente en chacun de leurs points), 

ayant mené par le point o une série de divergentes D , 1)',, D", 

I.a droite D coupant la courbe y au point m et la courbe y' au point «, 
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;•) D»d« le> Déceloppemm* d* géomilrie dtieriplite noui aTnni couatruit (chapitre II, pa*c 134 ) 
U Ungenle à U spirale d'Ancbimèdc f =: » au moyen de aa transformée en coordonnêca recianpu- 

laircf : Z* ^a.y* ^ parabole. 

A ce aojei jVata dUquo celle propHéle était eonone, mai» que j’ignoÿ’aia qui en était l'auteur {voyez 
U note placée au b«a de la pa^e U4 dca Oéoeiopptmenü de géométrie dâêeripHce)-i m \tmt der- 
nièrement lei muTrea de Pascal , réimprimée» à Pari* en 1819, j'ai vn que Pobcrtal clail le premier 
qui avait trouvé la parabole compagne de la spirale d'Archimedo. {P’oyeS* dans le» OEuvret eoropiête» 
de Paae«l, toiae V*» p»*e 401, le petit twélé deTÉgaHté des lignes rpiralet et pareboligtses ^puhMéop 
par Paacal août le nom de 1.0 décfttibfc 16^8.^ i ' .0 i 
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i.‘l ayant pris sur chacune des droites D, D', D",.... un point *, icfijai* 

l’oiv ait ; " •' 

xm l/m' ym" ' _ '9 

“aV “ aV * -'If*. = • I. 

tl. q 

construfre la tangente en un des points de la courbe 3, lieu des points x-, i^, 
déterminés ainsi qn’on vient de le dire (fig. 249). 

Pour résoudre le problème p/an proposé, nous |>asserons du plan dans l'espcc, 
et dès lors nous regarderons la figure tracée sur le plan P comme étant la pro- 
jection orthogonale sur ce plan P d'un certain système de l'espace. 

Ainsi , traçânl sur le plan P une droite quelconque LT nous la prendrons {M>ur 
ligue de terre et le plan P pour plan vertical de projection; deux droites et 
E** parallèles à LT représenteront les projections horizontales de deu-x courbe.', 
planes £ et E' ayant pour projection verticale, savoir : E la courbe donnée-/ siii 
laquelle nous écrirons le symbole E' et E' la courbe donnée 7' sur laquelle nous 
écriroqs le symbole E'*; par 1e point 0 menant une droite perpendiculaire é LT, 
nous aurons A‘ et le point o représentera A*. 

Cela posé, nous pourrons faire mouvoir une droite G sur les trois directrices A , 

E et E', et nous obtiendrons une surfbcc gauche 1. 

Si 'Ton coupe la surfiKe 2 par un plan M parallèle aux plans des couiites E H 
E', l'on obtiendra une courbe B ; et les divers points de cette courbe B ne seroiK 
autres que ceux en leor|Ucls le plan M coups tes divmes génératrices droites G 
de la surface 2. 

Or, il est évident que si nous désignons par s....'. y..i.. et y* les points 

en lesquels les divers génératrices G sont respectivement coupées par les 

plans parallèles entre eux M, Ect E', on aura ^ = = constante = a. Dès 

lors, un voit que la projeelion B" de la courbe B c*oupcra les droites D, D', D",... 
(sur lesquelles on- devra. écrire les symboles G*. ) eu des points x’,..., tels que 

IVm aura ~ — cQPjIgnte = O. Dés lors,- on pourra considérer la 

* ^ ' îj 

courbe 3 comme étant la courbe B*, le |>oini m" comme étant y’, le point n" 
comme étant y", le point x" comme étant la droite D" comme étant G’j et 
abaissant des points y* et y" des pcr^ndiculaires à la ligne de terre jusqu'à leur m 
rencontre y* avec la droite E* et y'* avec la droite E”*, on aura ei| unissant les 
points y* et y** une droite qui'wra G*. 

Cela, fait , albajasaiu du .point i’jfi/te perpendiculaire à.la .Ijgiie.tk terre juyqu à 
sa rencontre en i* avec G*, on mènera par ce point s* une parallèle H‘ à la ligne 





— 2»2 — 



de lerrc , et l'on aura la trace du plan M et en^mùme temps la prqjeution R* 
(le la section plane B. 

Par conséquent pour avoir la tangente à la courbe 3 pour lu point x", il faudni 
construire les deux tangentes : 1" 9' à la courbe E' (oo y) pour le point y* (ou m"), 
et 2" 9" à la courbe E"(ou -/) pour le point y" (ou n") et faire mouvoir la 
droite G sur les trois droites A , 9 et 9'; on engendrera un hyperboloide.à une 
nappe S, qui se raccordera avec la surface X tout le long de la génératrice droite 
G qui leur est commune. 

Cela fait, on construira le plan T langent au point s à l'hyperboloïde 2, et le 
l>lan M coupera le plan T suivant une droite ( qui sera la tangente au point a à 
la courbe B, et la projection (' de la droite ( sera la tangente au point x" de la 
<;ourbe î. ‘ 

.521 bis. Problème 2. Étant données sur nn plan P trois courts X , y et y telles 
que l'on sache leur construire en chacun de leurs points une tangente, ayant 
mené à la courbe X une série de tangentes D, D', coupant respectivement 

la courbe y aux points ?n, m', ni", et la courbe y' aux points n, n", 

on divise les cordes mn, mV, m"n", en deux parties qui soient entre elles 

dans un rapport constant, ou bien l'on prend sur Chaque droite D un point 

X tel que l'on ait : ^ — = constante =a; le lieu des points x sera 

une courbe 3 pour laquelle on denaode de eonalruire la tangente en im de ses 
points. - • I 

Pour eonalruire la tangente au point x de la courbe â, nous oonaklérorons les 
courbes y et y' comme les projections de deux courbes E et E' situiies dans des 
l>lans parallèles entre eux et au plan P que nous prendrons pour plan vertical 
de projection , noos regarderons la courbe X comme élaui la trace verticale d’un 
evlindrc ^ ayant ses géneratrioes droites perpendiculaires au plan P, et nous 
■lurons alors à considérer une surface gauche 1 engendrée par une droite G .se 
mouvant sur les deux courbes E et E' et tangentiellement au cylindre (f. 

L.-! droite D qui sera G* touche la courbe X an point » qui représentera A' pro- 
jection verticale de la génératrice A du cylindre ^ qui passe par le point en |equ<d 
ce nylindreyest touché par la droite G. 

Gela posé : 

On achèvera les constructions comme dans la Jig. 249, car â la surface 2, ou 
pourra substituer l'hyperboloide à une nappe 2, engendré par la droite G sc 
mourant sur les trois droites A , 9 et 9', comme on l'a fait pour le problème 1 _ 
ci-dessus. 

521 1er. Ce qui précède nous permet de démontrer très-simplement une prô- 

I : A- * .. ‘ -vv ■ s. ■ • • • .-‘Si, I I* I ’* H - ' 
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priété donl jouissent trois eUipses ou troit hyperbolet semblables et semblablement 
placées et qui ont une corde commitae. 

Si l'on conçoit un hyperboloïde à une nappe X et son cône asymptote A, on 
sait que tout plan T langent au cène A suivant une génératrice droite L coupe 
l'hyperboloide 2 suivant deiis génératrices droites H et C qui sont parallèles 
entre elles et à la droite L. ^ 

Cela posé : i 

Coupons la surface 2 par trois plans P, P', P",' |)aranéles entre eus, ces plans 
étant dirigés dans l'espace de manière à couper là surface 2 suivant des ellipses, 
leur direction étànt d’ailleurs arbitraire', jlottrva que ceue condition soit 
satisfaite. 

Nous aurons trois ellipses de scciùMi E ,’E'/ E". Nous pourrons toujours pro- 
jeter ortbogonalement ees trois courbes sur «n plan Q perpendiculaireaux droites 
G et K et coupant ces droites respeeUvenient en les poinu 9 et I,et eKipses E , 
E', E" se projetteront sur le plan Q suivant trois ellipses E, , E,', E," qui seront 
semblables et semblablement ptocées et qui auront pourj corde commune la 




Cela posé : 

La surface 2 peut être regardée comme engemlrée par la droite K sa mouvant 
dans l'espace en s'appuyant sur la droite G et sur les deux ellipses E et E' (l'Iiy- 
pcrboluïde à une nappe rentre |>ar ce mt^e tout particulier de génération , dans 
la famille des surfaces dites du ùiai»~patié) •, dès lors une position quelconque K' 
de la droite K se projettera ortbogonalement sur le plan Q suivant une droite K,' 
l>assanr par te point ÿ. ’ ‘ " ' * “b 

Cette droite K,' nouperà les ellipses E; et È.'en îe* points m. et m/ qui seront 
sur le plan Q les projeetioitt des (loinls m et m' de l'espaoe en lesquels la droiie 
K' coupe les eHipses E et E**, le^int *, en lequel la droite K,' omipe b courbe 
E,* sein aussi la projection snr te plan Q du point * en lequel la droite K' coupe 
l’ellipse r. *' -r ' 

0r, les trois plans P, P», P" étant parallèles entre corx»' toutes les parties mm*. 

des diverses droites K' seront coupées en parties proportionnelles par le 

’lt J* y m ' • .V ' ’V' 

plan On aura dotk; : =:^nstanio = a. 

• Ainsi, l'ellipse fi." coupenen partieiS(>r«porMonBall<» Ica portions iuereepits» 
sur ba droites divergenlead» point f par loa deux. ellipses fi, «iBi'ai -ji ,,ii 
Il est évident que la même propriété subsiste pour trois hyperboles semblables 

et semblablemenl placées et qui 9 m unç «o*4e oommpnp^ „ t , 

•ll•^ll; i ütrt'j «h «•«vwvit' nUq si r* - iiq>9 tiübf - ••IsUsua] me-'- 
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5‘i2. Concevons deux cyjindres de révolulion el concenlnques A el A , cou- 
pons ces deux cylindres par un plan P perpendiculaire à leur axe eoratnun A , 
novis aurons deux cercles C et C' conccnlriques, et désignons par H et R' leurs 
rayons ; traçons sur le cylindre 4 une bélice E ayant son pas égal à fc et coupant 
les génératrices droites du cylindre 'sous un angle a. ’ ! 

Cela lait, imaginons une droite Q se mouvant taogqaliellemnot,au eyliudre 
intérieur A' en coupant ses génératrices droites sous un angle constants et s'ap- 
puyant, pendant son mouyeflsent sur rimliee E-„ ,k. ' 

U droite G en idtaeun» do aeepusitiaim^to^^ l« cylindre A' en un 4 * 010 » m , 
et teiw tes pointt forpetont awr le cylindre^' une itéline E' ayant, même 
00 * /» que l'hélice £. .j . . . ' , u v 1 ’ -i , l 

Dès lors, conimer)our;rhetk!« E:on B : A= , on am pour Phélioo £' 

* * taog.a U 

(en désignanl par Tanglc sous lequel elle coupe les généralrices droites du 
(^liodre 4 ^)>== » 4 où Ton doduû l’équalion j 



H' 



*.l 14 



l'Ij 
Il ’ 



Une* — jp *®**6 * î 
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Ainsi, quel que suit l'angle S, l’ inclinaison a' de l’hélice E' sera constante. 
La surface engfendrée pnr.l» Ç a, p«s le ppm d'A^MmWe cyfvnfriçiie'. 

Si l’angle Seat. égal Md'angk »' |a «urrace -héUcoidq;4 sera dÉtuloppaUe et le 
plan P k> «ouperasmaul une déiteloppBnAe pui^iie dp qerde B'; si l'angle, g 
est > ou <que l'angle aVI* auti&me hétinaUe le plan P la œur 

pera suivant une développante imparfaite du cercle B', cette développante acrti 

rmx»«iei<'8tl[onn 6 <»('„el ell(| 8eca.roWonpée4J’>‘*l*>,6?><p'f(“‘' 3^)’ ' -c.i 



«I ii ; / c.-'S •! , ir> ;• In. i-jr 'à .-.i.. -:;! i-., : , ^ 

5‘i3. Le mode de génération que nous venons d’eaposer ci-dessus permet de 
reconnaître sur-le-champ louteÀ les variétés d'hélicôidcB cylindriques 'qui péuvènt 
■fBngleg'pwàléirnégaiilt-.U» aagleiiliDrt oup|u* petitrqu'uu 
iinglc droit, ct'eii loiMneüanipÿkiini^fi'M'pent èllw nui «o-pluB petit ob églikaH 
raVeldIt. *‘.tucî|.X|nl »«it n;oq -irdu> •li-.mji i/j ■.tn'.jfi k1 v .p ll.•.•r.|n y>\, !' 

.Si l’on a R' < ou =:'R 'è< S— §^l*,"Tes générirtrfces droites G dê lil sutfcec'2 
sf iont parallèles au plan P qui sera le plan directeur de cette surface A, laquelle 
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oITrira un vide ou jour cylindrique, puisqu'elle a l’Iiélicc E' pu E pour li(^iie de 
tforge , el elle sera gauche. 

Si l’on a R'< ou = R Cl S > ou < 90" el > ou <«' la surface X sera gauche , 
elle aura un cùnc directeur qui sera de révolution ayant Taxe A j>our axe de rota- 
tion elle demi-angle au sommet de ce cône directeur sera égal à S. La surface Ü 
oITrira encore un jour cylindrique , ritr elîê aura Thélicc E' ou E pour ligne de 

J* . ■ 

"si l’on a R'<iou = R et S = a' ou 6^e^, la surface î sera développable^ cl 
elle offrira un jour cylindriipie, car cette Surface aura l’hélîce E' ou E pour arête 
dé rebroussement. 

Mais « l’on a R',= 0, quelle que soit la valeur de d, la surface ï xra^ganehe, 
elle n'offrira aucun jour, elle sera costtimie , ei dans œ dernier cas : 

. 1* 6s=90’, les génératrices G seront parallèles au plan P, ou; en d’aufres 

termes, clics couperont l’axe A sous l’angle droit. La surface Z est dite turjhce 
du filet de tris carré. 

V Si 6 cy:^. ou < 90*, les génératrices G seront parallèles à "un cône A, de 
révolution el ayant pour axe de rotation l’axe A, et le demi angle au sommet de ce 
cône sera égal à 6. La surface 1 est dite surface du filet de cl» triangulaire. 

Ainsi , la surface du Alet de vis carré est un conotde ; elle a |)our directrices une 
droite A et une hélice E , et elle a pôiir plan directeur un plan P pcrpendiculafn- 
à la droite A. 

Ainsi , la surface du filet de vis triangulaire est une surface ^uc/ic donnée pur 
le second mode de génération des surfaces gauches; elle a pour «firectricet une 
droite A cl une hélice E el pour cône directeur un cône do révolution ayant son 
sommet en un point arbitraire de la drqilc A ç| ayant cotte droite A pour axe de 
rotation. 

524. Si l’on coupe la surface gauche dite : surface du filet de vis Irangulairc par 
un plan P perpendiculaire à t'axe A , on obtient pour section une spirale et Àr- 
rhstftéde^ courbe dont i'équation poktwe est p=ou. 

525. Les surfaces hélicoides cy lindriques forment donc deux fiimlltes, les unes 
iMit un plan direeteur, les autres ont vin cône directeur^ et l'on voit par ce qui pré- 
cède quelles liaisons géométriquéh existent entre 1* le cercle, 2* ses développantes 
|i»rfaites et imparfaites rallongées et raccourcies et 3* la spirale d’AMilinéde '(*). 

7 I 



O I pou» I*» Ii*Ik»»i<I«» comiuss tt itt auulofùs gêomélnfust q«> oxUiesC,mir« la* hcli- 
roTde» conique» cl cjriindriqur» , le chapitre preiniar de» Péi tloppemtuts it fèométrit descriplitt. 
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» , 
ConttruclioH du plan tangent en an point <t une surface kéticoide cylindrique. 

' 

526. En vertu du mode de génération d’une surface héiicoide, il est évident 
que chacun des points d'une de ses génératrices droites G décrit une hélice tra- 
cée sur un cylindre de révolution ayant l’axe A pour axe de rotation , et il est 
encore évident que toutes les hélices ainsi décrites ont toutes même pas, et que 
ce pas est égal k celui de l’héliôe directrice E tracée sur le cylindre extérieur 
ayant pour section droite le cercle du rayon R. 

Or si nous désignons par p la distance d'un point x de la génératrice droite G 

à l'axe A et par h te pas de l’hélice disecirite E, on aura : = tang. 6. On 

connaîtra donc l'angle 6 sous lequel l'hélioe X décrite par le fwiiH x coupe les 
génératrices du cylindre sur lequel elle. est tracée; on connaîtra dés lors l’angle 
3 que sa tangente L fait avec l'axe A. 

Dés lors il sera facile de construire le plan tangent T en un point «d'une sur- 
face héiicoide X, quel que soit son mode de génération , puisque cej|>lan T sera 
ilétcrminé par la génératrice droite G de la surface X passant par le point x et 
par la tangente L au point x àj'hélice X décrite par ce point x. 

257. Cela dit : nous allons montrer commenton doit effectuer les constructions 
graphiques (en d’autres termes comment on doit exécuter fépure) pour que la 
solution soit simple. 

5ous aurons é examiner quatre cas : et ainsi deux cas lorsque la génératrice 
droite G s'appuyant sur l’axe A et sur l’hélice directrice E coupe l’axe A, l‘ sous 
l’angle droit et 2* sous un angle aigu. 

Et deux car lorsque la génératrice droite G s'appuyant sur l’hélice directrice E 
se ment langentiellcment à un cylindre dont elle coupe les génératrices, Vsous 
l’angle droit et 2* sous un angle aigu. 

PaeuiEB CAS. Ladreit* G etmpant t'axe A sous l'mtgle droit. 

528. Soit donnée par ses projeetioos E* et E' une hélice E {Jig. 251 ), tracée 
sur un cylindre q de révolution ayant la droite verticale A pour axe de rotation 
et pour liase sur le plan horizontal le cercle B ayant A‘ pour «entre et ayant son 
rayon égal à R. r «i.. 

Faisons mouvoir une droite G parallèlement au plan borixonlal de projection 
et s'appuyant sur l’hélice E et sur l’axe A, nous engendrerons une surface héli- 
roïde gauche X (surface du filet de vis carré). 

Prenons une des génératrices G et sur cette droite un point z et oonstruisons 
le plan T langent en ce point x é la surface X. 
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' Concevons un cylindre ^ de révolution concentrique au cylindce ^ et passant 
par le point x; ce cylindre ^ coupera la surlace 2. suivant une bélioc X qui aura 
son posé égal au pas de l'hélice E, et cette hdiee X se projettuca horizoatalejnent 
sur le cercle B' concentrique au cercle B et dont le rayon p sera égal à la distance 
du point X à' l’axe A « dès lors le point x* serasur ce cercle B'. 

Puisque les droites G sont horizontales, les traces horizontales des diverses 
hélices X tracées sur la surface 1, seront situées sur une droite A‘a, le pointa 
étant l'origine ou trace sur le plan horizontal de l'hélice E. 

Par conséquent l'origine ou trace sur le plan horizontal de l'hélire X , sera 
su point a' intersection du cercle B' et de la droite A*. 

La tangente L au point x de l'hélice X aura (tour trace horizontale le point q' 
que l'on obtient (n* 308} en rectiGanl l’arc x*a' et le portant de x* en q' sur la 
tangente L* au point x* du cercle B^ 

Si donc par le point on mène la droite H* parallèle à G‘, on aqra la trace 
horizontale du plan tangent T demandé, et ce plan T sera complètement déter- 
miné de position dans l’espace puisqu'on connaît sa trace H’ et un de ses 
points X. 



Deuxième cas. La droite G coupant C axe A sous un anqle aigu. 

520. Nous aurons {/g. 252} les mêmes données que/p. 251, seulement la 
génératrice drohe G étant obli(|ue par rapport au p'an horizontal et faisant avec 
l'axe A un angle constant, la surface gauche 2 que l'on aura à considérer aura 
un cène directeur qui sera de révolution et qui aura l'axe A pour axe de rotation. 

Dans ce cas la surface liélicoïde 2 sera une surface gauche, dite : turjace du 
fUel de l'ù triangulaire. 

Cela posé : proposons-nous de construire le plan T tangent à la surface 2, en 
un point x de la génératrice droite G. 

Par le point x pssera un cylindre concentrique au cylindre q et coupant lu 
surface 2 suivant une hélice X ayant même pat h que l’hélicc'dîrn'irfcr E et se 
projetant horizontalement sur le cercle B' décrit, du point A‘ comme centre et 
avec A*x* = p pour rayon. 

La plan T {lasscra par la droito G , H’ passera donc par le point r en lequel la 
droite G perce le plan horizontal de projection; la .droite H' sera donc déter- 
minée si l'on en connaît un second point. Or le plan T passe aussi par la droite L 
tangente «n x à l’hélice X; si l’on connaissait le point q* en lequel la droite L 
perce le plan horizontal de projection, la droite U' serait complètement déter- 
minée et le plan T serait fixé de position dans l'espace puisque l'on connaîtrait su 



trace horizontale H' et un de ses points-x. 


2’ rsiTu. 
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Pour détcrmiiMr le point tf, nous remarquerons qu'il aora siluésur la droite L* 
tangente en «^au cercle B' (qui n’est autre que X*-) et i une distance qV du point 
X* ^le ü l'arc reetiUé compris sur le cercle B' entre les points et, a', «e point 
a' étant celiti en lequel l’hélice X perce le plan hornonlal de projection. 

Si donc nous construisons (fig. 252 éi«) le triangle rectangle ii,so, dans lequel 
le pas de l'hélioe E, a,a,=2rtpa=3 le cercle B' rectifié; en |>orlaiH sur 
%â, de O, en x, la hauteur x*p {fig: 252 ) du point x au-dessus du plan hericen- 
lal ; en menant la droite x;e, par allèle à n,a, elle coupera X. au point x, et abais- 
sant de X, une perpendiculaire sur a/?, on aura , en o/j, la longueur de l’arc recti- 
fié o'x* ( fig. 252 ). ' 

Portant donc a,q, (Jig. 252 bit ) sur L* ( f!g. 252 ) de x* en q', on aura en joi- 
gnant les points rct q' la droite H* trace du plan demandé T. 




Tsoisitaa cas. La drmte G coupant tout CangU droit lu géudrairiee* du eylindre 
auguel elle ut tangente en chacune de tu potitiont. 

, 530. Soit donnée la droite G par ses deux projections G* et G* (fig. 253), G*'sera 
tangente au cercle B’ base du cylindre auquel la droite G est tangente pendant 
son mouvement. 

Pour construire le plan tangent au point x de la surface hélicuide nous 
construirons la tangente L pour ce point ± k l’hélice X décrite par ce même 

|V)int X. 

basera une tangente au point x* du cercle X‘ct la droite L perccra le plan 
horizontal de projection en un point q' situé sur et distant dü'[)oint x* dcq'x* 
égal à l'arc rectifié du cercle X'qui mesure dans ce cercle X* un angle égal k celui 
que mesure l’arc ôïï? dans In cercle B (qui est la projection E* de l’hélice direc- 
trice E) , le point a étant sur le plan horizontal l’origine de riiélice E. 

Menant par le point q' une droite H’ |>aralléle à G* on aura la trace horizontale 
du plan T demandé. 

QuATRié.iiE CAS. La droite G coupant tou» un angle aigu lu géniratrieu du eg- 
lindre auquel elle eit tangente en chacune de set potitiont. 

531. Étant donnés deux cylindres A et A' de révolution et concentriques, 
ayant poür traces horizontales l'un (fig. 254) le ecrcle B du rayon R et l'autre le 
cercle B’ du rayon R', on lait mouvoir une droite G langentieHement au cylindre 
a' et s’appuyant sur «/ne hélice E tracée sur le cylindre A; d’ailleurs la droite G 
fait, en toutes ses positions, un angle constant S avec l’axe A commun aux deux 
cj lindres A et A' . ' ' 

Gcitc droite G engendre par son mouvement une surface X et l'on demande de 
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construire le plan T tangent à cette surface en un point donné x sur l'une G de 
ses génératrices droites. 

I>e-pian T aura sa troee horizontale H' [tassant [tar lé point r eu lequel la droite 
G perce le plan horizontal de projection, il suffira donc de déterminer uo'second 
point <f de cette trace pour qu'elle soit connue de position. 

Ur le point x décrit, sur lasurl'ace 2, une hélice X ayant même pas h que l'hé- 
lice directrice E; cette hélice X te trouve tracée sur un cjrlindre A" ayant sou 
rayon p égal à la distance du point xh taxe A , ainsi l’on a ; p=**A*.' • 

nécritant du point A* comme centre et avec i*A‘ pour rayon un cercle’, on 
aura lu projection X* 4e la courbe X. 

I.a tangente L au point x de l’hélice X-se projettera en L‘ tangente au point a:* 
au cercle X*, et la trace horizontale g' de la droite L devra être située sur H'. 

Pour construite le point q', nous rectifierons le cercle X* et nous prendrons 
(jSÿ. 25f éii), une droite au point a, nous élèverons une perpendicu- 

laire za.=U et nous joindrons les points s et a, par une droite X, (jui sera la iram 
formée (au dévelop|)cment du cylindre A") de l’hélice X. 

Nous porterons sur ta, et de a, en n, la hauteur du point x au-dessus du plan 
horizontal de projection, hauteur qui nous est donnée sur le plan vertical de pro- 
jection (fig. 251 ) en l’p. 

Par le point n, nous mènerons une parallèle à a.a, coupant X, .au point a, et par 
ce |)oint n, nous abaisserons une perpendiculaire’ â aja. et coupant celte droite 
au point a,, cela fait , nous porterons a, a, sur L‘ de x* en if et la droite rq' sera lu 
trace H’ du plan T demandé. 

532. Aux quatre problèmes précédents on doit joindre les problèmes récipro- 
ques, ainsi l'on doit savoir résoudre le problème suivant : étant données (a trace H' 
tf un plan T et les projections G* et G* (f une génératrice droite G de f un quelconque des 
quatre héticendes , construire le point x en lequel le plan T touche la skrface hélicoide. 

•Nous no rt^udrons pas les quatre problèmes réciproques en em|)loyanl les 
mêmes considérations géométriques qui nous ont permis de résoudre les quatre 
problèmes précédents. Nous serons obligé d'employer un paraMoide hgperbolique 
de raccordement; ainsi nous construirons un paraboloïde 2, langent à la suriàcr 
gauche donnée 2, tout le long de la génératrice droite G et nous chercherons le 
|K>int de contact du plan T avec ce paraboloïde 2, et nous aurons le point x de- 
mandé , et ainsi le point de contact du plan T avec la surface hélicoide 2. 

Parmi tous les paraboloïdes hyperboliques qui se raccordent avec la surface 2 
l.out le long de la généruirtce droite G , nous devrons choisir c«liii qui conduira 
aiix constructions graphiques les plus simples. 



Digitized by C oglp 



— 300 - 



1 



PiiuiuR CAi. Im droite G-éltttti horisoatak ti eoupcmt à angle 4roit Case 

533. La droite G par laquelle passe le plan T est donnée (fig. 255) par ses pro- 

jections G* et G* et le plan T est donné par. sa trace horizontale H' qd estparallèle 
à G* puisque G est une horâoNtafe de ce plan. i 

Cela pose : . • 

{tous construirons la tangente 9 à l'hélice directrice E pour le peint m en lequel 
la droite G coupe cette courbe E; celte tangente 9 sera déterminée de position 
lorsque nous aurons construit sa trace horizontale q. 

Cela fait , nous ferons mouvoir la droite G sur les droites G et A et parallèle- 
ment au plan horizontal de projection, cl nousengendrerons un paraboloïde hyper- 
bolique 2. qui se raccordera avec la surface hélicoïde 2 tout le long de la droite G. 

En unissant les |K>ints q et A* par une droite H-', nous aurons la trace hori- 
zontale du paraboloïde de raccordement 2, ; cl les droites H' et se couperont 
en un point q'. Menons par ce point q' une droite L* parallèle à G^ nous aurons la 
projection de la génératrice L du second si/stème coupant G en un point x qui sera 
le point de contact du plan T et du paraboloïde 2,. 

L* coupe G* en un point d’où l'on conclut jd", et l’on a ainsi les projectionsdu 
point de contact x do plan donné T et de l'hélicoîdc donné 2. 

' / 

Deuxième cas. Ladroite G étant horizonude et faisant un angle drmi avec les généra- 
trices du cylindre intérieur, auquel elle est tangente. 

534. -Soit donnée la droite G, horizontale, par ses projections G' et G^; puisque 
la droite G s’appuie sur .un cylindre A' concentrique au. cylindre A sur lequel est 
tracée l’hélice directrire E, lu droite G* sera tangenteau cercle B' trace horizontale 
(ou section droite) de ce cylindre A'. 

Gela posé : • 

'■ On se donne une droite U' parallèle à G\ cctle droite U’ sera la trace d’un 
plan T ayant la droite G pour Aorisoatn/e et l’on demande de construire le point x 
en lequel ce plan T touche la surface hélicoïde 2 engendrée par la droite G se 
mouvant horizontalement cl tangenliellement au cylindre A' et s’appuyant pen- 
dant sou mouvement sur une hélice £ tracée sur le cylindre A.. .. 

La droite G touche le cylindre A' en un poièt > situé sur la génératrice dioiie 
k de ce cylindre A^ 

■..a droill! G «n se mouvant dans l’espace touche le cylindre A' cq divers points 
n, n',.....,qui déterminent une hélice G' ayant mêmeposAque l'hélice E. 

Si l'on construit la tangente 9' au point n i l'hélice £' et la tangente G au point 
m à l’héliee E,' ces points n et ni étant ccoi en lesquels la droite G coupe respec- 
ii\ement 1rs liélirrs E' cl E, en faisant mouvoir la droite G sur 9 et 9' cl paralJé- 
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lement au pian horiioatal de proieeiioB , on engendrera un des paraboloides de 
raccordement -, mais ce paraboloide peut être rcmpiaué par uoeuirequi tacilitera 
les comb-uetmnsÿropMqiies; et en eflet ; la tangentes' sera dans un plane' vertical 
et tangent au cylindre A' tout le long de la génératrice droite K ; ce plan 0' sera 
donc tangent au point n à la surface héltcoîde donnée puisqu'il eonüendra la 
droite G et la tangente 0',à une courbe E' tracée sur la surlace îel passant par le 
l>oint n. Nous pourrons donc remplacer la droite S* fa* 4t<0) par toute autre 
droite que nous voudrons, mais située dans le pkn 0' et |asaant par le point n 
et'ainst par la droite K. Dés lors, nous pourrons prendra pour parabobïde de 
raccordement 1, celui qui est engendré par la droite G se mouvant paralléJeinent 
au plan horizontal en s’appuyant sur lus droites 8 efK. t*s*q ^ 

Si donc nous déterminons la trace horir.outaieg de In droite 9, la droite U‘> qui 
unira les points q et n* (ou K‘) sera la trace horizontale du pàraboioide de rac- 
rordement 2,; Les droites H* et !!*• se coupent en un point q'; menant par ce 
point q' une droite L* ()sraHeleà 9*, elle coupera G^ en un point af qui sera, la 
projection du point a; en lequel le plan T touche le pàraboioide 2, , et pur consé- 
i]uetU en lequel ce même plan T touche riiélicoîdo donné 2. 

il ■ 

TaotsiÈHE CAS. La droite G coiipCMt Taxe A aotu un «mqfe niqu. 

535. Soit donnée la droite G par ses projections G* et G* {fig. 251), cette 
droite G coupa Taxe. A en un point n et sous un angle aigu 6. 

On propose do trouver le point de contact d’un plan T, passant par la droite G , 
avgc la surface 2 engendrée par cette droite G se mouvant : 1* parai léiement à 
un cdoede révolution. ayant son demi-angle au sommet égalàSet ayant la droite A 
pour axe de rotation, et 2* en s’appuyant sur l'axe A et sur l’hélice E traeée 
sur un cylindre A de révolution ayant aussi la droite A pour axe d|c rotation. 

Cela pesé , la droite G perce le plan horizontal au point rt si nous menons par 
ce point r une droite H' nous aurons la trace du plaü T donné. 

Pour lésoudre le problème proposé, nous remplacerons la surface 2 per un 
jisraboloïde de raccordement 2, ayant pour directrices les droites A et 9, 5 étant lu 
tangente à l’hélice E pour le point m e» lequel G coupe cette courbe E. 

Lr premier plan directeur du pàraboioide 2, sera vertical, puisqu’il doil être 
l^rallèlc aux droites A et 9.. Pour avoir le second plan directeur de 2, , nous abais- 
sorofls la droite G parallèlement à clle-mème jusqu'à ce que le point m vienne en 
k sut- le plan horizontal et jusqu'à ce que le point n vienne en $ sur A. 

Dés lors, en cette position de G que nous désignorous ptarl , nous aurons la 
gcnératricé droite du eûne directeur de la surface 2, ce céue directeur ayant son 
sommet au point s, et ayant le cercle B(i>ase du cylindre A) pour trace liorizuu- 
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tàlo; •(!&! lors, le plan I* langent au cAae lürecievr soitnal k. tlroiie 1 aer^ K 
tecond plan directeur du parabeloide 2,. - . . 

Le plan l> aura donc pour trace U' la droite 8* tangente au oeacle 0 au point m*. 

Cela posé: ' • 

Il nous faudra trourer la trace du plan T a«r le pten P et 4a trace du parabo- 
loïde ï, sur ce même plan P. ■ > 

La trace du plan T sur le pian P sera rinterseclion des deux plans T et P j or, 
ees plans T et P passent l’un et l'sulre par la droite O , cette traoe sera donc itoe 
droite D parallèle à la droite G et passant par le point p en lequel se coupant les 
deux traces H’ et H’. - - 

La trace du paraboloïde 2, sur le plan P, sera ia droite U qui unira le point r 
et le point <|r en lequel la droite 6 perce le plan P; les droites D et U $e couperont 
en un point y. ' 

El si par ce point y nous menons une droite L parallèle au prAnier {dan- direc- 
teur (A , 6) du parabakûde 2 et s’apfMiyant eur la droite G , cette droite L coupera 
la droite G au point x demandé. -.r 

Quatrième cas. La droite G fiûtani un angle aigu avec les gifnératrices droites du 
cylindre asiquel elle est temgente. 

536. La droite G sera donnée (fig. 258) par scs projectioos G* et G**', la droite 
G* sera tangente au cercle B', trace horizontale (ou section droite) du cylindre A’ 
auquel cette droite G est tangente pendant son mouTcmcnt. 

La surface 2 est engendrée par la droite G s’appuyant sur l'Iiélice E tracée sur 
le cylindre de révolution A ayant le cercle B pour trace horizontale ( bit section 
droite) et restant tangente au cylindre A' en faisant avec l’axe A (axe de révolu- 
tion commun aux deux cylindres A et A') un angle constant £. 

Cela posé , on demande de construire le point x en lequel la surface '2 est tou- 
chée par un plan T passant par la droite G. 

La droite G perce le plan horizontal en un point r; menant donc par ce point r 
une droite H’, on aura la trace du plart T donné. 

Pour déterminer le point nous devrons emplovêr les considérations ÿràn»’- 
triquet suivantes , lesquelles détermineront les constructions graphiques ù exécuter . 

Nous remplacerons la surihee hélicoïde 2 par un parabuloïdo 2, de raccordement 
ayant pour directrices les droites K et 9 ( K sera- la génératrice droite du cylindre 
a' passant par le point n en lequel la droite G louche ce cylindre, et 6 sera la 
tangente à l’hélice E au point ni en lequel la même droite G coupe cette courbe E). 

Dés lors , le premier plan directeur du paraboloïde 2. sera vertical, puisqu'il 
doit être parallèle aux droites A et S. 
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Dcterminons maintenant le tecond plan directeur P du pnraboloïdo 2,; la sur- 
face hélicoide 2 a un cône directeur, qui est de révolution et dont l'axe de rotation 
est vertical et dont le demi-angle au sommet est ^al à 6. Ce cône directeur peut 
être placé dans l'espace partout où l'on voudra ; je puis donc supposer que lu 
droite K sera son axe et que son sommet est au point i que l'on obtient en fai- 
sant descendre parallèlement à elle-même la droite G d'une quantité égale à la 
hauteur du point m au-dessus du plan horizontal. 

En sa nouvelle position , G sera désignée par I et le cône directeur de la suH'uce 
2 aura son sommet au point a , et ce cône aura pour trace liorixontale un cercle C 
décrit du point n* (ou K‘, ou «*) comme centre et sur la corde, interceptée surG‘ 
par le cercle B, comme diamètre. • 

Cela posé : 

Le plan P tangent au cône(«, C) suivant la droite I sera le $econd plan directeur 
du paraboloïde de raccordement 2,. 

Cela fait > il faudra trouver ; 1* la fmee du plan- T sur le plan P, et T la trace 
du paraboloïde 2, sur ce même plan -P. • 

La inieedu plan T sur le plan P sera la droite D parallèle à G et passant par 
le |)oint P intcrsociion des deux traces U' et H'. 

La trace du paraboloïde 2, sur le plan P sera b droite U unissant le point »■ 
sommet du cône directeur avec le poiat i on lequel lu tangentes (en mà l'bélice E) 
parce le plan P. Pour avoir cette trace U, il nous faut doue mener par le point i 
et la droite 9 un plan Y qui coupera le plan P suivant cette droite U demandée. 

Or, pour déterminer le plan Y, il faudra mener par le point s une droite 9, 
parallèle à la droite 9; celle droite 9, percera le plan horizontal de projection au 
|M>int d. La droite qui unira les points d ( trace horizontale de 9, ) et </ (trace hori- 
zontale de 9 ) sera H'. Celte droite U' coupera. H' en un point s; unissant les 
points sel <, on aura la droite U trace sur le plan P du paraboluidc de raccorde- 
ment )L,. Les droites D et U se couperont en un point y, et menant par ce point y 
une droite L parallèle au premier {dan directeur (K, 9) du paraboltnde 2, et 
s'appujanlsurla droite G, on aura en le point x, en lequel les droites L et G se 
c oupent, le point de contact du plan donné T avec le |>arabuloîde de raccor- 
dement 2, , et par conséquent lu point du contact de plan T avec la surface 
liélieoïde donnée 2. - ' ■ 



V' 
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CUAPITRE XII. . 

Dts sdhtaces engendrées par vhe section conioub , et qoi jouissent de sa 

PROPRIÉTi li’ÊTRB coupées PAR UN PLAN, ET «OEIXE «UE SOIT SA DIRECTION, 
SUIVANT UNE SECTION CONIQUE. 



537. Les surfaces qui jouissent de la propriété remarquable d'élre-oospéespar 
un plan suivant une section conique, et quelle que soit la direction dirplan, som au 
nombie de cinq, en mettant de cété les trois cylindres eHipiique, paraboiiqtte et 
hyperMique et le cène à base section casiique. < 

Ces cinq surfaces, (Ikes du second ordre ou du second degré ( parce que leur 
équation est du second degré), sent appelées par les géomètres, I* eUipsoitie, 
2* parabolaide elliptique, 3* kÿiperb^tÉde à une nappe , 4* hyperùoltdde à deux nappes , 
5* parabotmde hyperbolique. 

Nousallons démontrer les diverses propriétés dont jouissent ces cmq surfaits , 
en ne nous servant que de la méthode des projectûms. 

‘ DES ELLIPSOÏDES. 

538. Concevons une sphère S du rayon R, et ayant son centre en no point o. 
Menons par le centre o deui plans rectangulaires entre eux, l’un borkontal , cou- 
jiant la sphère S suivant un grand cercle C, et l’autre vertical et coupant celte 
même sphère 8 suivant un grand cercle C, , ces deux plans se couperont suivant 
une droite LT. 

Menons par le centre o de la sphère une verticale Z. 

Tout plan M', passant par l’axe Z, coupera la sphère S suivant un grand cercle C. 

Cela posé : 

Transformons cy/int/rûpiemeni le cercle C.en une ellipse E, ayant le pointopour 
centre et ayant l’un de ses axes dirigé suivant la droite Z. 

Nous savons ( n* 343 ) que si l’on considère un point m dü cercle C , et que 
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l'aô-méofi par ce pointai une droilo parallèle è Z, et coupant la droite LT èn un 
point pet l'ellipae E en un point n, on aura ^isaV.etnoussaTonsaussiquc, 
si pour tous les points m, etc. du cerpte C , on fait Unième chose , on anra : 

nw n't/ tfpf 

'= “ = 

Ainsi , pour la _^inéme abscuse, le cerdc C et l’ellipse E opl leurs •rdonnèit 
(Uns un rapport constant. , 

539. Si l’on fait tonrocr le cerefe C autour de l’axe Z , on engendrerai U 
sphère S; si l’on fait tourner l’ellipse E autour de l’axe Z, on engendrera une 
surhee 2 d<! révolution, qui a reçu le^noro d’ellipsoide de révolution, cette 
surUce 2 anra'évidetnraent pour centre U point o,' centre de U sphère S. 

Désignons par « et s', les points en lesquels l’ellipse E coufie l’axe Z, sillon a : 
tr’>'2Ri alors l’ellipse E est allongée par rapport au cercle C, puisque cette 
ellipse a son petit axe égal i 2B. 

.Si l’on a <2R , alors l’ellipee E est raccouràe par rapport au cerole C. 

L’ellipse raUoagée aura lieu lorsque l’on aura < 1 ; et l’ellipse rtaxonrei^ 

na ***^ *■ 

aura lieu lorsqu'on aura : — •> 1. 

• a# mp 

Dans le cas où E est une ellipse rallongéb, U Surface 2 a reçu le nom d'eUipâoidf 
rnihngé et derépohuhn. ' ; - ' ‘ 

Dans le cas .où E est une ellipse racceupcie, la surface 2 a reçu le nom feÙip- 
$tdde aplati^ de révolution. 

Cela posé : ' 

.Si nous prenons un point x arbitraire sur ta sphère S, 6t que, par oc point 
nous /nenions une droite X parallèle à l’axe Z , elle coupera la surface 2 eir deux 
points P et y et le plan herixonlal en un point 7 (l’on aura évidetnment-yqrsi/'q), 

et l’on aura : — = n, et en effet : , 

■ xg r r’. 

Par l'axe Z et le point x, nous pouvons faire passer un plan M', ce plan coupera 
la sphère S suivent, un grand cercle C, et la sualaco 2 suivant une ellipse EV.qui 
sera identique i l’ellipse E. Donc, etc. 

Ainsi l'on peut énoncer tout ce qui suit : < 

540. 1* Si l’on mène une droite D quelconque al coupant la sphère S en deux 
points «etc, nn trenstonaeeu l ylfadrî TiismsiUcetin droite Deu une autrodroiWD' 
eoupnt la surfaee ellipsoïde 2 en dsuxpoiau x, et qui seront les transformés 
des points x et x*, etdèsdors tes points «, et u serontsur une parallèle à Z etoou- 

2* ptans. 39 
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|jaD( le plan -liorizontal en an point et Ite pointe x,' et c'sôfontsnruhe parai- 

— • 
léleàZ, et coupant le<plan horizonUi en un points', ot l'on aura 

xg 



2' Si l'on mène un plan P coupant la sphère' S, suivant' un petit cercle d, ce 
plan sera transformé cylindriquement en un plan P, coupant la surface ellip- 
soïde S Suivant une courbe 3, , qui sera' la trmiforméc du cercle 3.‘ Dès lors les 
deux courbes 3et3, seront situées sur un cjlindreAayant scs gcnèratricesdroftês 
parallèles à l'axe Z ; la courbe 3 étant un cercle, la courbe 3, sei^ nne eUipte. 

On 'peût donc énoncer le t/i<?oré«ic Suivant 'r ' ' 

I. Un ellipsoïde de révolution est coupé par tout plan, quelle' que soit sa direction, 
suivant une ellipse. • •• ‘ ' 

y Si Ton mène nne suite de pla'hs P^'P'i P'*, etc., parallèles entre eux, et 
coupant la sphère S suivant des cercles 3, y, 3", etc., les centres de ces cercles 
seront situéssur une droite K passant par Iccenlrc 0 de la sphère S. ' ■ * 
Cesplans se iransformeronl suivant des plans P,, P', , P",, etc., aussi parallèles 
entre eux, et coupant la surince ellipsoïde 2 nuisanl des elli|wes3, 3"',, etc., 
dont les centres seront situés sur une droite K,, transformée de la droite K , et 
cette droite K, passera par le centre o de l'ellipsoïde 2, et il est évident que les 
ellipses 3,, 3',^ 3", , etc., seront semblables et^ffiblablemcnt placées. ; 

On peut donc énoncer le teéorcme suivant ; ' *•••.. 

JI. L'eUipstAde de révolution est coupé par me série de plans paraUéUs suivant des 
ellipses semblables et semblablement placées, et dont les cetores sont sUstés,ssir un dia.- 
mètre de la surface. 



A’ Un plan T, tangent en un point m à la sphère- se transformera.enAin 
|jiap T,, Uuigent â rellipsoide 2 et au point 1 *,' irrni^armi du point m. ^ .>q,, 
5* Un cène A tangent à la splière ayant sou sommet eu oa point é, et pour 
courbe de contact, un petit cercle 3 de la sphère S, se transformera en un cAoe^, , 
langent à l'ollipsoide 2, suivant une ellipse 3,, trmsformée du cercle 3, et ayant 
son sommet en un point é,, transformé du point d, et ooBirae pour Is'spliére le 
centra o de cette surfiace, te sommet d du cAnc tangent-, et le centre i da cercle 
de contact, sont en lignedroitc, il arrivera que lès points, 0- centre de l'etlipsoMe 
2, d, sommet du cAue A, et i, centre de fellipse 3i , setonf eq ligne «froiie. é 
On peut dose ènonoer iea déforémaseuivants ; ^ 

.IH.'Si tmeanpesaseSiptoidsdsréiitisnion £par an pémet «aitsM meeilipse 3i»st 
si l'on fais touier m plcai sar la cassrbe al tangensseUesnent à la ssmfase 2. ta 
surfoeo enveloppe de fsspneaparctmru par le plan T, sera m edne. itvr 
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IV. Si l'on prend un point (I,, gitud iiort d’un ellipsoïde de rérolution X, et qù'on 
regarde Oe point cdgtme le sommet if un eâut À, tangent à la tur/eee £ ,, la coitr6« de 
roniactd, 'sera plane etnettradès lôrs aMte tfuunt Màp»e,^sem: ottUre's , , If centre o 
delà tarface 1 et le sommet à, du cdnê T tem^ en ligne droite. ■ i- : 

0* Si l'nir sdea!! â^hilcs^et j^aur la sph'èreS. on peut- les envelopper par <kux 
cûnea ^ et à'; si cos ccrctca ac coupent ou ne se coupent pas , et par -un senl eûne 
si ocS cercles se touclicnt : •*’ * i • 

Au moyen de la iransfutTnation 'eySndriqtte , on fait passer celte propriété sur 
FellipsOïde de révoloiîOn. ‘ - • . 

On peut donc énoheer le tfieorénir suivant : ' • • . ■ 

V. SI ton coupe un eUipsmde de rétoluHou pat deux pians , les «Mipaer de aeeliou 
i, et S, ‘ pourront être enveloppées par deux cônes A, et A/,, Sicèseouràts S, et 3,'*ecou' 
pent ou ne se ailipcnt pas , et par un seul cane , si ces deuxtxmnbes se touchent. •* 

7°. Si un eéite A ayant- pour sommet 'un point' intérieur ou extérieur à la 
.sphère 8 , a pour base un -cerele i de celte splière, ce eône.A couj'»ë la spbére S 
suivant un second cerclcé'. ' " • • - 

On peut donc énoncer le (Aeoréme suivant: ’ 

Vf. Si un cône /i„'ayant pour sommet un point d, intérieur ttn extérieur <l un eüip- 
soide de révolhthn 2 , a pour hase une elMpse i, (■ ou un pamliêle) située sur celle surface 
de révolution , ée cône S coupe felHps€Sdêderévotatioul,êméanttÊneeeeimdeeüipsélf,. 

8' Si , dans la sphère S,*on a une suite de ooisles parallétea à une droite D, les 
-milieux deoes eordaa sont eur un planP^ pawaïUpar te centre de laspiière.- 
< On peut donevMaoer le i/iporème suivant t < 

' Vfl. Si ton mène ,-danr un eAfpstâd&de réuotution-i , une sutte de tardes paratUks 
à tsie droiie D, , Us mHleux de ces cordes seront sur nn pian P, pussonl par k contre 
dé MHpiôide: ' ' * • . r ' ... 

Ainsi, pour rcUi{>so!dc de révolution '2 1 tôute surface dkuttéiral/ est- an-pidn. 

'9* Si, par le centre ode la sphère, je mène trois diamèlreaX, Y,.Z , rectangu- 
lairesentre eux, OD aura trois plans diamétraux ( X, Y >, (X,2)>( V, Z), aussi 
rectangulairesenireeux ^ ctqui jouiront de la propriété luivante : • 

Toutes les cordes pdrallèlea . .. 

à Z seront coupées en parties égales par le plan .( X , Y ) 

- •• à X . - . . . - - (Y, Z) . '.. 

• w à Y • -i-- . . , — (X, Z) 

Les diamètres X , Y , Z , perceront la sphère 9 en lee points x et nei>f,iel 
x', et si l'on mène en ces points des plans tangents i la sphère , on aura les si-x 
plans T*, T*', T', T*', T*, T*',‘ qui formeront ufl'cube dreooscrit à la sphère. 
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On'p^ldoBftéaonoor te ô 

'yfil/-Si tlaume1iiptMederivolmüoH2, m méi^ par le £««l|||o m pian P, ofm-' 
p<fnl la nrfaee nleant me eUipte €, et que, Cou trace un eqttème àt àkuuétree ceequ- 
guésX,.et Y, delaCoitrbe&-,»i ton eoijjitrmtdeux plaae T,etT‘,umgeM àiasvrfaee 
et ptàvUéletau plan P, y et que l'on mitté tes deux poiaét de coaSiçt par me éttpieZ, , 

/e« pfaiM^X,, Yi ). (X., Z, ),(Y, , Z,), seront de$ pbpu diaaiétraux , et' clutam 
d'eux coupera en parties égales les cordes parallèles au diamètre par lequel Ü ne passera 
pas; et si l'on mène des plans tangen ts à la surface 1, aux poiutsxu lesquels cette sur- 
face est percée par tes diamètres y,, Z,, ces plans seront deux 4 deux pasallideset 
formeront mparallélipipède oblique circonsarit à la iurfaceZy^ate. ^ 

Lee trois plans ( X, , Y,) ,(X,, Z, ),(Y,, Z, ) forment un sjttémed«pi«|udia- 
niélraui conjugués entre eux. .. . . , ’ ^ 

\jé diamètre Z, est dit diamètre conjugué du plan ( X, , Y, ), etc. , . ^ 

tO* Sil'on a deux spltères concentriques Sets', si l'on mène un plaiiT^ tangent 
au point « è la sphère intérieure S , ce plan coupera la sphéreS' suivant nncen^ 
j , et si l’on conçoit on cène A tangent à la sphère S' suivant le cercle t, le som^ 
met d du cône À , le point m centre dnoercle i, et te pointe centre des sphères S 
et S' sont en ligne drpite. Déplus, si l’on conçoit une série de plans T tangentsa 
là sphère S, les divers sommets d des cônes A tangents à la sphère S', seront sur 
une troisième sphèro.S" concentriques apx deux premières sphères dqnnées. 

On peut donc énoneer. le cèéoréms suivant: * . , 

IX. Si ton a deux e^seides'de révolution et ÿ concentriques, et staélabks, si * 
t'en considère chacun des points tl.de la surface 2" comme le sommet dtucOne A, tan- 
gent ù ta surface 2' et smeaut me ellipue 3, , pn pourra eonsinà/x m eUipsotde deXévo- 
tutionl , concentrlque'et semblabte aux elliptoides donnés É' et 2', et qui soit tangent 
aux divers plans T, des courbes 3,, et cet eHipsi»dB 2 aura pmr contact asee les plans 
T, , deSpoiiMs*m, qtà seront les centres respectas des elfspses 9,. 

tr Si l'on coupe Une sphère S par un plan P passant par son centre o, on a 
pour' section un grand cercle C, et si l'on mène par le centre o une droite Z per- 
pendiculaire au'plan P, on sait que te cylindre A qui aura ses génératrices 
droites parallèles à Z, et qui aura pour section droite le'cerclc C sera tangent à 
la sphère S suivant ce cercle C. ' ' , • • ' 

On sait 'do pitis que si l’on a une sphère S' concentrique è S, le cylindre A 
coupera cette sphère S' suivant un petit cercle C qui sera dans un pian paraUète 
au plan du cerde Cut identiqueaa cercle C ( les deux cercles C et C' étant super- 
posaMes).' .... 

On sèit encore que l'on peut conatruire une spiterc S” concentrique aux 
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kpbértt S ei S'» et tangente aux divers plans (les cercles C et que les pointe dv 
conuci seront tes centres de ce»cercles Ç'~ 

On peut donc énoncer le théoréf» suivant ; 

X. AyaiUM ed^Mofd* de révoktio» X , si Ton mène un pUm diiai^etrid P, nupank ctik 
twface 1 ttûvant une elUpte diamétrale C,, si Corn construit k diamètre X, confugut 
du plan diamétral Pi,k cÿlindre A. qtàaura ses génératrices droites parallèles A Z,, et 
t/ui aum pour dirsekiee l’ellipse C, , sera tauf/eut à f eUipstude i suiilant cette courbe 
En otare : si Cou a un second ellipsoidet, concentrique et temblablc^àCelliptoid* 2, 
le cqlindre A, coupera la surface i suioant une cotrrtû plane C, dont le plan sera putal- 
IHe qu plan de kt twée C, et tes deux ettipses C, et C', seront identiques » ou , en d'au- 
tre* termes , superposables.. , -t , 

De plus, S on pourra coustriare un ellifudide de révolution 2” concentrique et sem- 
bUJ/k oiu; tllipsrùdes letT! ,el laugeni aux plane des diversss etUpses C/,el ks poinis <k 
contact de ces plans et de loi sutftee £' ne sont autres que tes centres des eUipses , 

• f3° Si l’on ’a une droite D extérieure à une spltérc S -i si par la droite D on mène 
Jeux plans T et T' tangentsA la sphère aux points m et m', ces deux points m et m' 
(iam unis par une droite B, les deux droftes 0 et B sont doux polaires réaproques , 
|jarcc qu’elles Jouissent ( ainsi que noua le savons) de la propriété suivante, sa> 
voir : <]ue si pur la droite D on mène une série de plans X,X', X”i etc., ils cmi' 
peront la sphère JS suivant des cercles i’’, etc.,' tels qn’ils aurùnlpour pokirr 
commune et extérieure k) droite D , leurs pôles éunNitués sur la droite B , ci n’étant 
antres que les points en lesqoeis cette droite B est'coüpée par les plans X, X', 
X!', etc. ;ctcnsuitelcs cercles d,}', J", oie., seront tels que les cAnesùi, A', A", etc., 
tangents A la sphère S suivant ces cercles, auront leurs somniels d, 4, <T, etc., 
situés sur fa droite B. * _ ; _ ... 

Et nous savons encore que , si par ta droite B on mène une sécie de plans Y, 
Y!, Y", etc., ils couperont la sphère S, suivant des cercles €, G, 6*', etc., tels 
qu'|Is auront pour polaire commune et intérieure la droite B ^ leurs pôks étant situés 
sqr la droite D, et n’étant autres que les points un lesquels celte droite D estcog- 
péepar les plans Y, Y', Y", etc., et ensuite les cercles S, etc., seront tels 
que les^cènes,i|.r 4>', <]>", etc., tangents à la sphère S suivant ces cercles^ auront 
jeurs sommets p, p’, p", etc., situés sur 1a droite D.. 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

XI. Si, dans unr elUpscdde de résolution 2, on mène une droite arbitraire D, et exté- 
rieure Aceite surface J,, e(si par eette droite ou piène deux pknsT, et T,' , tangents à i aux 
■points ta, et ces deux points m, et m', étantunis par une droite D, , ks deux droites b, 

et B^serotudeux poiqires réciproques; car elles jouironlde lâpropriélé suivante, savoir: 
que n par la droite^, on mène une série de plans X,,X/, X/', .etc., couppnt ln 

A- 
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iurpce 1 Mvant des eliip$et 8., é?,, 8"„ etc., eetemirM. «ermi wfici qu'eUet m- 
roni pour polaire fomamœ et extérieure là droHeü,, etgutkurt pOlet tervat §Huéi 
sur ta droite B, , et déplu» le» cône» à„ A',,' A".; etc., tangents à Iti tsafaee 2 etOvaut 
les_ eUlpte» 3,t 3,', etc.', miron/ ieiir* iommet» d., d'., d",, élC.,-«tiMS» sut- ila 
droiléB,.-'\ . .. V V ^ . v,w,r. - 

Et réàproqiKmcnt , si par la droite B, on mène une »ériè de plant Y , Y". , cic .' , 

ixùipdnt la surface 2 iaivant de f ellipse» S, ,‘6“, ,‘etc.., ces coutééttidront"po^ peferfw 

commune et intétieiire là droite B/ , et leur* pâte» retpectift par rapport àxettedroite B, 
serôiitextéri^s et situé» sur la droite "D,. V'.* -' • . 

'De ptttéles cènes tangents à la surface'! sunml lé» ettfpees i, , 

3'. , 6'', , etc. , auront leur» sommets p, , p'„ p”„ etc. situés sur la éroite B,. 

D'après ce’qui précède, on volt fjne- tontes les propriétés ide rdâtion de posi- 
tion,’ existant pour une sphère,' pojirfonl être transportées nu moyen d’aine tran*- 
formaüon cylindrique surrelHpsoïde de révolnlion.' ' ■ " ‘ ’ 

Nous pouvons donc énOnCer les fhéorimes suivants • 

XII. Si shns un éltipsoide de 'nivolutiou 2 , on mène par lé centre un plan diamétral 
quclcanquc P , et Ü l’on' coUsiruii te dimnètré çorijugiié de eepUtn P , diamètre qui prb 
langé donnera- une droite Z, puis que ton mène une suite de plans V, P'', P'", etc., parnl- 
liks entre eux etOnplan P,'c{ coup/ml la surface ! suivant des ellipses a', cto., 

et 'qu enfin on construise les cflnés A’, A”, A'", etc’, tangents iti la surfacel, suivant les 
courbes pltuies elc., les sotnmets d', d", d"', Ote. de ces' divers cônes seront 

situés sur là droite X- . '• . - - , ■ 

XHI; Ètant-donné lin "clRpsoXdê dé rùvotuiion l,si f on construit un filon dianuàml P 
et le diamêtre'conjugùé Z , et si l%n inètie une suite de plans P', P", P*", Ole., parallèles 
nu plan P ef coupant la surface 2 suivant fies ellipses sembfables et semblablement placés 
a', etc-., ces courbes ne pourront être unis deux à drux'qué par 'dés câties dont tes 

sommets seront tous situés sur la droite Z. ' ' *'•••-• 

' ' XIV.' Si f on coupe m ellipstflde derévolutUm Ipaf ‘une suite de plane ttiàikétraux et 
suivant des ellipses 6, S', 8", etc., ces' courbes ne pourront être unies deux à de-ux 
'que par des cylindres. * ' i - ^ , . . . 

- ' XV. Une droite ne peut couper en plus de deux pointsm eUpstilde de révobàion. ' 
XVI. Par une droite extérieure on ne peut niener plus de deux filons tangents h un 
cltipsoidede révolution. ' _ 



' Transformation de Pettipsoidc de^révblutwn en un cUipsoîde à trois axes im-gaux. 

• ,1 - - .i . • " . ^ c ' . 

’ 54t . Concevons Un ellipsoïde de 'i^voliftion 2, ayant poür'axe de roiaiiôii'une 
'droite Z' et pour couriiG méridienne une ellipse E,. et pour centre Un point o. Con- 
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poas )« iurfa«« Z par iin plan msné par k cantr» o «l perpeMbcalah-eiDenC à k 
droite Z, oii obtiendra pour uelioD. nn oenk d auquel on à donné k nom 
iVi‘qu[ûettr. Prenons le plan de l'équateur pour plan boriionlal. . 

Cela posé : 

Transformons cjflindriqucment le cerclé C en une ellipse E. , cette irauslor- 
meUon s’opérant dans le plan horizontal et parallékinent è une droite Y menée 
dans le plan horizontal et par Te centre o du cercle C. 

Otisignant par R le rayon du cerclé C et menant parle centre o et dons le plan 
liorizontal, une droite X pcrpcndicuiallc à ladroitéY, TcUips^E.aura l’unde 
ses axes dirigé suivant la droite X et jl sera égal à 2R , 'ei Tautre axesera dirige 
suivant la droite Y. 

Prenant un pointm sur lecerclc C, et menant jjarcc point uqe parallèle i .Y, 
laqueilecoupera X en un point . r et l'ellipse E, en UD.poiatm,, on aura - 

Et ce rapport ésera le même pour tous-los poinu homokignes m et m,tlu cercteC 
et de l’ellipse £,. ■ - * . ..a,- \ 

Cela posé .r ** 

SI l'on coupera suHhee «Hipsoïde et de rofolutron >pnr oh pleo paralték 'au 
plan du cercle C, et par consé<{ucnt perpendiculaire à l’axe de notation Z dêcenc 
surhee 2/ on ‘obtiendra on cercle C', -qui ; (ntits/brmé comme le cercle O, donheru 
une ellipse E',, et les ellipses E, et E', seront semblBbie»,' puisque, désignant 
par m' unpoint duccrcle C' et par m/ le point de l’ellipse E', qui est ii irtmfbtmé 
do point m', en unissant ces points m' et m,' per une droite q«i sera parMIék 
A la droite Y et qui coupent le - diamètre du eerele C'fperAilélr au diaméirc'X 

du cercle C}en unpoint aura ~=£b. 

. X.’eliipspîdc de (évolution 2 se. trouvera dés. jor^ transfpribé eii u.ue surkoe Si,, 
i laquelle on a donné le nom à' ellipsoïde à trois axes ùuigaux; si l’on fmi* 
passer par- les axes X , Y , Z , de la surface 1 des plans ( X , Y ) , ( Y, Z) (^X ^ Z ) , 
CCS plans.eouperont la surface 2' suivant ttqis. ellipjsus qui u>u|icront 

les axes X, Y, Z, en deux points, savbir': , 

coupera H sa tas poiAIS « v)i *' 

• '•* V an les^poinls an 2 1 -*- ••é»» 

E, coupera V an lea pointa y al V^- , V js V f** 

' ' w Z an tas painth-s a» P.'i ti» ■ A 

E, (loupera X ca les poinls * cl 

— Z en les points s et 

Lus irws droites X , Y, Z , sont recUoguiaires entre elles et su coupent au , 
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poiot O centre comrauQ à l’ellifMaîile de révoiotitm 2' et 4 rdti(i#dMl« i. t^ee 
plane ( ). ( ï , Z )i ( X , i ) . sont donc aussi reettnjfnlair» entre eu«. 

L'on a donc évideonnent : > ■ < 

OC = M^, Oyas«p',01=ox'. 

De plus , en vertu du mode cylindrique de vantfwnmtion, en a.: > ' ■ 

. • • ■ . '■ > . . • 

• _ ' , <u;=R, ossoR et. oj ='4R. ■ n * 

Ce sont tes droites xx'j pj/, zs', qui ont reçu le nom d’aize* de rèllipsoîdb et 
comme Us sont inégaux 'en; grandeur, la' surface î, a reçu le nom û’etüpsoide <i 
trou axet mégemx. • 

542. Nous pourrons fiiire passer, de l’eHipsoîdedè révolution 2, sur l’ellipsoïde a 
trois axes inégaux 2', toutes les propriétés que nous avons ci-dessus reconnues 
exister pour cette surface de révolution 2 en le» faisant passer de la sphère Ssnr 
cette surface 2, et cela en se servent du même mode eylindrique de tHouformor 
(KM qui a servi à tramformér la sphère S en la surfhce de révolution 2- 

Ainsi les seize théorùiMs énoncés ci-desans sont vsais.pour rellips{üde à trois 
axes inégaux . .. ’ . • •. 

543. Nous aurjons pli paaser dirociemeot do la sphére'&4 i'eHipaoide.à trois 
axes inégaux 2' par une seute tramformatàm cplmdHque. ■ 

Et, ra effet , 

.Concevonsdam le plan honsootal un coule C du.n70n.ft etaynnt uo-point o 
pour centré, et déorivona de ce- peint o comme œnlre et avec le rayoe R une 
sphères. Imaginons dans te pian horlsontal deux axes X et Y se croisant au 
centre a et rectangülaim entre eux , etvine droite Z élevée par le point a perpen- 
diculairement au plan hnruontal ; les trois axes X , Y , Z , sont donc rectangulaires 
entre eux. • * "• ^ 

Coll posé < ' . ' . : - 

Désignons par net x., y et 9,, z et z,, les points en lesquels la Spliére S est cou- 
pée par les axes X, Y, Z. ., ’ • 

Menons par le œntre a une^drofte Tt située dans le pfcn du eercle C et fhisanl 
avac la*droita X un angle arbiCraira , et psanens sur cette droite Y' deSx points 
arbitraires y et mais équidislanta do eeutre ^ 

Nous pouvons eonstruire une eUipse X aurrox et ay* comme demi-diamètres 

«-• *: t ‘ ■ » .-y r ' . ■ ■■ • 

V A • • i V ■ - 

D Son* «Brisaf |m éooaMrao pta gnnd oorafarc de lUoréuuê,. lata non» oom-wiiho** bvrnd 
*IK ptuiMporUilU t>«rsae«iu(WéitaNMilfaa*(Nà<(- 
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Ronjugués, et VellipteE pourra Mrc considérée comme ia iransformée cylindritiur 
du cercle C , les droites de transformolion étant parallèles à la droite yy' ou à la 
droite y, y,'. - 

Mous pourrons mener dans l’espace et pir le point i une droite parallèle à yy' 
et prendre sur cette droite on point s' arbitraire et unir le centre o à ce point s' 
par une droite 'L'. 

Puis mener par le point s' une droite 9 parallèle à X, et tracer dans le plan (X, 9) 
une ellipse E' ajanl oxet <n' pour demi-diamètres conjugués. 

Nous pourrons enfin par le points' mener une droite 9' parallèle à Y', et con- 
struire dans le plan ( Y', 9' ) une ellipse E" ayant oy' et os' pour demi-diamètres 
conjugués. 

Les trois ellipses E, E',E", formeront un système de courbes diamétrales,. et 
les trois droites «z, oy', os', formeront un système de demi-diamètres conjugués 
d’un ellipsoïde 2, qui sera la (rons/ormée directe de la sphère S. 

Et je dis que la surface est un cilipsoide, car cette surface jouira évidem- 
ment de toutes les propriétés que nousavonS reconnues exister pour la surface 
Iransformée de l'ellipsoïde de révolution 1. 

Des sections circulaires de C eUipsaUde <) trois axes inéga^. 

544. Si une surface ellipsoideX peut ètrecoupée par un plan suivant un cercle, 
comme toutes les sections parallèlcsdroitcsdaiis un ellipsoïde sont des courbes sem - 
blables, il faudra que l'on puisse mener par le centre ode 1a surhiqe 2 un certain 
plan P coupant cette surface 2 suivant un cercle C, dont nous désignerons le 
rayon par R. 

Or, si l'on considère une sphère S' ayant son centre en oel ayant un rayon R' ar- 
bitraire, mais assez grand pour que la sphère S' coupe la surface 2, ilestévident 
que les deux surfaces S' et 2 se couperont suivant des courbes qui seront symé- 
triques par rapporté chacun des plans diamétraux principaux de la surfaèe 2. 

Si donc du point o comme centre et avec le rayon R, noos décrivons dans l'es- 
pace unespbèrcS, elle aura pour cercle diamétral le cercle C, et comme les sur- 
faces S et 2 sont symétriques par rapport aux plans diamétraux principaux de la 
surface 2 , il s'ensuit que si la sphère S et la surface 2 se coupent suivant un 
cercle C, ils devront se recouper suivant un autre cercle C ayant son centre en o 
et son rayon égalé R, et les plans P et P' de ces deux cercles C et C devront être 
perpendiculaires à l'un des trois plans diamétraux principaux delà surface 2. 

Or, 1’ si du oentre o et avec le demi peüoaxe de 2 pour rayon, on décrit une 
sphère, elle sera tangente a la surface 2 en les extrémités de ce petit-axe, et elle 
3' FitTK. 40 
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n'aura pas d'autres points communs avec la surface X, et de plus elle sera inté- 
rieure i cette surface S. 

2* Si du centre oavec le demi-grand axe de l’ellipsoïde X|)our rayon, on décrit 
une sphère, elle sera tangente à la surface 2 en lesextrémiiésde ce grand axe .et 
elle n'aura pas d'autres points communs avec la surface 2. et elle enveloppera la 
surface 2. 

3° Mais si du point o comme, centre et avec le demi-axe moyen de la surfaeeXon 
décrit une sphère S. elle touchera la surface 2 en les extrémités p et p' de son axe 
moyen . et elle la coupera suivant Une courbe coni|) 06 ce de deux hranchesè et ï 
se croisant en les points p et p' ; et les courbes 8 et 4' seront symétriques par rap- 
port aux plans diamétraux princi[>aiix de la surface 2; si donc on projette ortbo- 
gonalemcnt cet courbes 8 et 8' sur le plan diamétral M passant |Mr le grand axe et 
le petit axe de la surface 2 ( ce plan M étant pris pour plan vertical de projection . 
et le plan N du petit axo et de l'asc moyen étant pris pour plan horixuotal de pro- 
jection), on aura ( fig. 2>9 ) deux arcs de courbcsô'et 8'*, symétriques pr rapport 
aux axes de l'ellipse principale E située dans le plan M. Or je dis que ces arcs 
de courbes 8* et 8" sont des lignes droites. 

Et en elTet : 

L'ellipse *£ sera coupée par la sphère S en les points met n, m' et n qui , unis 
deuxàdeux. foftncrontun rectangle dont les diagonales se croiseronlau point o; 
et l'on aura pm=on = om'=oN'=R( R étant égal au domi-axe moyen delà 
surface ellipsoïde 2 ). 

Or, si par le point m et l'axe moyen pp'=2R, on fait passer un plan P, ce pian 
coupera la surface 2 suivant une ellipse C ayant pour système de diamètres con- 
jugués la droite mm' et l'axe moyen pp’, et ces droites pp' et mm sont recla ngu- 
laircs entre elles, elles sont donc les axes do l’ellipso mais ces axes pp' et mm 
sont égaux , donc l'ellipse C est un cercle. 

LcplanP coupera la sphère S. suivant un cercla C ayant l'axe moyen pp' t=2R 
pour diamètre, et ce cercle passera par le poiat^m; donc les cercles G et C' se 
confondent, puisqu’ils ont même centre a, et qu'ils passent par un même poinlm, 
et qu’ils sont situés dans un mémo plan P. 

On peut donc énoncer le i/ieorrine suivant : 

X\ II. On peut couper niU'ojit de» eerclet, uu eUipteide ù trois axe» migeuix, par deux 
iériet de plan» parallèle* entre eux-, l'une et l’autre série étant paralléUt retpeetwe- 
ment é un (certain) plan diamétral pasianl par l'axe moyen de la tarfdce 2. 

Et, d après ce qui précède, il sera facile de construire la direction des plans des 
sections circulaires, lorsqu'on connaîtra les trois axes ou les trois diamètres prin- 
cipaux de la surface allipsoids 2 . 
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Da deux modet principaux de génération de Celliptwde (i troit axes inégaux. 

515. Chacune èe* propriétés géométriquet dont jouit i’ellipsoide â trois axes iné- 
gaux, peut conduire dans la pratique i une construction |Mrticnlière de cette surface, 
ou , en théorie, à un modeptirticolier de génération, et ce que nous venons de di're 
s'appliquera aux quatre autres surfaces du second ordre. Parmi tous les modes du 
génération ou de construction de l'ellipsoide, on doit distinguer les deux suivants. 

Premier mode de génération ou de ronstruction. 

516. Soient données deux droites D et R , faisant entre elles un angle arbi- 
traire , ces deux droites n'étant pas d'ailleurs situées dans un même plan. 

Concevons par la droite D deux plans T et T' coupant respectivement la droite 
R aux points ni et m'; menons par la droite D un troisième plan P coupant la 
droite R en un point o situé entre les points m et m'. 

Cela posé : 

Construisons dans le (dan P une ellipse 0 ayant le point o (>our pôk et la droite 
I) pour polaire. 

La construction delà courbeB sera facile, car il suflira de mener [>ar la droite U 
un plan arlutraire Zcou(>antla droite R en un (>oint t , situé en dehors des points 
m et m', puis de mener un plan ’L' (larallèle au plan Z et coupant la droite |t en 
un (x>intr et do tracer dans le (>lan V une ellipse arbitraire U ayant le (loinlr pour 
ceiurc, lco>ae(s, M)sera cou(>épar le plan Psuivant une ellipse Bayantle[>ointo 
pour pôle el la droite D pour polaire (n" 329 et estivants). L’ellipse B étant 
construite, nous ferons passer par la droite R une série de plans Y, Y', Y''.... 

Le plan Y coupera le plan T suivant une droite 9 et le plan T'suivant une droite?', 
et la droite D en un point y, en lequel concourront les droites 9 et 9', Ce plan ^ 
cou|>era l’ellipse B en deux points a et 6 , qui seront en ligne droite avec le point 
IJ, Si, dans ce plan Y nous décrivons une ellipse E passant par le (K>int a et par 
les points m et m', et ayant en ces points les droites 9 et 9' pou^Cângentes , cette 
ellipse passera nécessairement par le point b. 

En faisant les mêmes constructions dans les divers plans Y', Y" onaura une 

série d'ellipses E,E/, E",.... qui détermineront un ellipsoïde 2 à trois axesinégauii. 

Comme cas particulier de ce mode de génération ou de construction, on a les 
deux suivants : 

PauiKR CAS partksUier du prenùer mode. 

517. Si le (wint o est le centre de rdli|>se B la polaire D est située i l'infini ; 
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:<lors les plans T et T' sont pai allèles, ainsi que les droites 9 et 9', et alors /or 
ii‘ment les (x>ints m et m' sont équidistants du point o. 

Les ellipses génératricet E, E', E",..., ont donc toutes pour centre le point oet 
la droite mm' pour diamètre commun , si la droite R est oblique au plan P. Dans 
t-eras le plan Pelles plans Y, V, Y";...,sontdesp/ons diamc’troux de rdlipsoide 1. 

Dkuxiène CSS particulier du premier mode. 

5/l8. Tout étant comme dans le premier cas considéré ci-dessus , à rczceplioii 
de la droite R, que l'on suppose |>erpendiculairc au plan P, on voit de suite 
que le plan P est un plan principal el que la droite mm' est un des axes de la sur- 
lace ellipsoïde 

Second mode de génération ou de construction. 

549. Imaginons deux droites D et R non situées d.nns un même plan, cl faisant 
entre elles un angle arbitraire. 

Concevons doux plans T et T’ passant |iar la droite D et coupant la droite R , 
respectivement, aux points m et m'. 

Faisons passer par la droite R deux plans Y cl Y, , le |)remier plan Y coupera 
les plans T et T' suivant les droites 9 et 9' et le second plan Y, coupera ces mêmes 
plans T et T' suivant dos droites 9 , et 9,'. Cela fait : traçons I* dans le plan Y 
une ellipse E arbitraire , mais passant par les |>oinls m et m' et ayant pour tan- 
gentes en ces points les droites 9 et 9', et 2* dans le pian Y, une ellipse E, aussi 
arbitraire, mais passant par les points m et m' et ayant pour tangentes en ces 
points les droites9, et 9,'. 

Imaginons un cAncA ayant son sommet s situé en un point do la droite D,et 
ayant la couri>e E pour directrice. 

Cela |K)sé : • ‘ 

Par la droite D menons une série de plans X , X, , X,,.... cou|>ant la droite R 
en les points p, p';p",.... situés entre les points ni et ni’. Le plan X coupera l'ctlipsc E 
en les |x>iQts g elq' et l'ellipse E, en les |K>inls r cl r’, et le cône A suivant des 
génératrices droites I et I' passant respectivement par les points r et r’. Traçons 
dans le plan X une ellipse B passant par le |>oint q et par les points r et r et ayant 
pour tangentes en ces points r et r les droites I cl I', celte ellipse B passera 
forcément par le point </'. 

Faisons les mêmes consiruci'unsdanscliaeun desplans \, , X., X,,... nous ob- 
tiendi-ons une série d'elli|>ses U, B,, R,, B,.... ayant pourpol«iir« commune la 
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<lr(Hte Det pour pâte respectif les poinu p, p, p",... La surface lieu des ellipses B , 
B,, B,,... sera un ellipsoïde 1 à trois axes in^ux. 

Conome cas particuliers de ce mode de géa^Hraiien ou de coiulruction , on a les 
deux suivants. 

Premier cxs pariiculier du tecond mode. 

550. La droite D peut être située i l'infini, alors les plans T, T' et X, X,, 

X seront (larallélcs entre eux ; alors les points p, p', p'' seront Jes cen- 

tres respcc|ils des ellipses B, B, , B,,..,, la droite R sera un diamètre commun 
aux deux ellipses E et E, , et le o6ne A sera un cylindre dont les génèralrices 
droites pourront avoir toute direction dans res|wec, pourvu toutefois qu'elles 
soient parallèles aux plans T, T', X,X,,... Dans ce cas, la droite R étant oblique 
par rapport aux pians T, T', X, X, la snrfacc ellipsoïde X sera engendrée par 
une ellipse B se mouvant parallèlement à cUe-mème en variant do grandeur, mais 
en restant semblable et semblablement placée. La droite R sera dans ce cas un 
diamètre de la surface ellipsoïde X- 

IkuxiÈME CAS partictdier du tecmd mode. , 

551. Si tout reste ainsi que dans le premier cat , la droite R ayant seulement une 
direction toute particulière par rapport au plan T et lui étant perpendiculaire , 
alors la droite R sera un des axee de rcllipsoide X. 

552. Remarque. Dans les deux modes principaux de génération de l'ellipsoïde 
à trois axes inégaux , nous avons des ellipses pour génératrices et une ellipse pour 
directrice. 

RES FARABOLOÏDES ELLIPTIQUES. ‘ 

’ .553. Concevons un ellipsoïde de révolution i, .ayant pour axe de rotation 
une droite Z, perçant cette surface en les points set z. 

Menons km plan P perpendiculaire à l'axe Z , et coiip<ant la surface X suivant un 
cercle C ayant son centre n situé sur la droite Z. 

Cela pose : 

Menons par l'axe Z un plan M coupant la surface X suivant une ellipse méri- 
dienne E ayant pour centre le point o, centre de la surface X, et pour sommets les 
points I et i', et passant par les points m et m' en lesquels le cercle C est coupé 
par le plan M. 

Si nous allongeons l'axe w' en transportant le point z' en s,' sur lu droite Z , 
l'ellipae E se transformera oa une ellipse E, ayant toujours l’un de scs axer dirigés 
suivant Z et égal à xs/ et passant par les points fixes s, m et m'. 



. Digitized by Google 



La courbe E,, en touroani autour de l'axe Z , engendrera un nouvel elUptoide 
(le révolution 2, , coupant la surfine Z suivant le ecrcle C , H loa deux surfaces I 
et ï, seront tangentes l'une à l’autre au point t. 

Tout pian parallèle à un plan méridien M coupera l'ellipsoïde 2, suivant une 
ellipse qui se projettera orthogonalement sur le pbn M suivant une ellipse E,' 
concentrique et semblable à l'ellipse mérulicnue E,. 

Cela posé: 

.Si l'on suppose que le sommet x'ou s' sc treuve transporté i l'inlini yur 1 axe Z, 
VtUtpM E , située dans le plan méridien M , sera trantformée en une jmraMe E, 
ayant son sommet au point z et passant par les points m et m et la surface ellip- 
voidede révolution 2, sera tmifi>rmi-eea un parat>oloide de révululios 2,, sur- 
face engendrée par la parabole E, tournant autour de son nxe infini Z. 

ftr, en supposant que le sommet s' soit transporté à Linfini sur l'axe Z, un 
translornie évidemment toutes les ellipses E', sections faites dans l'ellip- 
soïde 2, par des plans parallèles à un plan méridien M en des paraboles £,' 

qui se projetteront orthogonalement sur le plan M , suivant des paraltoles con- 
centriques cl semblables à la parabole méridienne E,. 

Or, on sait que des paraboles concentriques et semblables ne sont autres que 
des paraboles identiques ou superposables. 

Cela posé : 

554. Sacliant qu'un paraboloide de révolution (que nous pourrons désigner par 2 
dans tout cequi va suivrejest coupé par une série de plans parallèles entre eux et à 
r.axcde rotation Z, suivant des paraboles identiques et qu'il est coupe par des plans 
perpendiculaires k l’axe Z suivant des cercles, démontrons qu'un plan quelcon- 
que, mais oblique à l'axe Z, coupe toujours ce paraboloide 2 suivant une ellipse. 

Faisons glisser la surface paraboloide 2 parallèlement à l'axe Z, le sommet z 
de cette surface se transportant en z' sur Z, et désignons par 2' la nouvelle posi- 
tion de la surlàce 2- 

Les deux surfaces 2 et 2' sont deux paraboloïdes cenccuiriqucs et semblables. 

Tout plan perpendiculaire à l'axe Z coupera les deux surfaces 2 et 2' suivant 
deux cercles Cet C' concentriques. 

Tout plan parallèle à l'axe Z coupera les deux surfaces 2 et 2' suivant deux pa- 
raboles 4 et a, qui seront concentriques et semblables. 

Cela posé 

555. Coupons les deux surfaces paraboluides 2 et 2' par un plan P oblique à 
l’axe Z etrcnconirant dés lors cet axe Z en un certain point p , l'on obtiendra deux 
courbes 6 et 6', et il faut démontrer que cet deux courbes ne sont autres qne 
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(Ittux «èlipaes oonceatriquc* et MMnblablct;et d'aburü il «t( é*i(leni <|ul' cck detM 
rourbcs sont de» courbe» fermées. 

El enguitc »i , on un point x de la surbce X, on mène un plan T langent à cetic 
surface , ce plan coupera la surface 1' suivant une courbe -/ , démontrons que l< 
point xest le centre do la courbe y. 

Pour cela faire , menons |tar le point x et dans le plan T une droite 9 arbitraire, 
elle coupera la courbe y , et par conséquent la surface i' en deux [K>ints v et f ; 
la proposition énoncée sera vraie si nous parvenons à démontrer que l'on a : 
xq — xt}'. 

Or : par la droite 9 nous pourrons toujours mener un plan , parallèle à l’axe 
Z; ce plan Q coupera dès lors les deux surfaces Z et 2*, suivant deux paralxiles i 
H i' concentriques et semblables. 

La courbe 9 sera tangente en x à la droite 9, et la courbe 3' passera par les 
points q et if. 

Mais deux paraboles concentriques et semblables 9 et 9' jouissent de la propriété 
suivante, savoir : que si, en un point x dé la parabole intérieure 9 on mène une 
tangente 9 , cette droite coupe la parabole extérieure 9' en deux points q et q', tels 
que l’on a toujours xq = X 7 '. Donc , etc. 

Ainsi les deux courbes g et S" Jouissent de .la propriété suivante, savoir : que . 
si e»i un point quelconque m de gon mène une tangente { k cette courbe, cètte 
droite { coupera la courbe S’ en deux points belV tels que l’on aura : mèrsiâT. ’ • ^ ‘ 

and. Si maintenant nous parvenons A démontrer qoe les deux courbes S et S” ' ^ 

sont concentriques et semblables, il sera démontré, en vertu du ( n* 312 bit), que ' 
ces deux courbes ne sont autres que deux sections coniques, •>ncentriqucs et 
semblables, et comme elles sonl/ermcci , il sera démontré qu’elles ne sont autres 
que deux eHipttt concentriques et semblables; et dès lors il sera démontré que 
tout plan oblique à l'axe Z coupe un parabololde de révoiiaioit suivant une ellipte. 

Or, nous |iourrons toujours mener un plan 0 parallèle au plan Pet tangent en 
un point a tai paraboloidc 2. Cela fait , menons par le point t une droite A parallèle 
k l’axe Z et perçant le plan P en un point a. 

Si |)ar la droite A nous faisons passer une suite de plans V, V', V'', etc., nous 
couperons la surface ï suivant des (uiraboles 1', X", etc., qui seront toutes 
identiques ou superpoaablea entre elles et à la courbe méridienne de la surface 1 
située dans le plan méridien parallèle aux divers plans V, V'.... 

Cee mêmes plans V, V', V", etc., couperont le pian 0 suivant des droites L ,. . ‘ 

L', L", etc., tangentes respectivement aux courbes 1, 11, i", etc., au point ». 

Ce» même» plans V, V', V", etc., couperont le pian P suivant des droites K, K', 

K", etc., parallèles respectivement aux droites L, L', L", etc., èl res droites K . 
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k', K", elv.f couperont ta courbe 6 et les paraboles X, X', X", etc., en deux points, 
savoir : 

K coupera é et X aux pointsAet d et lescourbes6etXse coupent en ces deux points. 



K' 


H 


6 et V — 


A'etd*, — 


nfem. 


K" 


— 


6 et X" — 


b"eid", - 


idem. 


etc. 


— 


etc. — 


etc. — 


etc. 



La droite A étant un diamètre commun aux paraboles X, X', X", etc., il s'en- 
suivra que le point a sera le milieu des cordes èd, b'if, b"<f, etc., de la courbe 6. 

Si nous transportons parallèlement à la droite Z le paraboloidc X en la posi- 
tion i', le point » se transportera en t , , la droite A restera la même, et les para- 
bolesX , X',X", etc., seront transportés dans leurs plans respectifs V, V', V'', etc. , 
en les paraboles X„ X/, X,", etc., et le plan l* coupera le paraboloide X! suivant lu 
courbe 6', et le plan 0 sera transporte parallèlement à lui-même en 0„ et ce 
plan 0, sera tangent au point i, & la surface X'. 

On démontrera donc , comme ci-des^us, que le point a est le milieu des cordes 
h,d,,b'd.', b,"d”, etc., de la courbe 6'.* 

Ainsi les deux courbes Set S* ont chacune uncentreet elles ont le même centre. 

Cela posé ; 

Si l'on fait mouvoir la courbe £ parallèlement i elle-même, son centre a par- 
courant la droite A, elle engendrera un cylindre qui coupera la surface 1' suivant 
une courbe S. , qui sera plane et parallèle A 6 et à S', et le centre a de 6 se sera 
transporté en a, centre de S,. 

Cela posé : • 

Désignant par P, le plan de la courbe S,, les irions P et P, seront parallèles. 
Prenons pour plan horizontal de projection an pTan perpendiculaire à l'axe Z , et 
|K>ur plan vertical de projection le plan méridien M passant par-les deux droites Z 
et A. 

Projetons orthogonalcment les paraboles X, X', X", etc., sur le plan H , nous au- 
rons des paraboles X', X",X"’, etc. tangentes en « i la droite L intersection des 
plans 0 et M (/iÿ.260). 

Projetons aussi orthogonalement sur le plqn M les paraboles X, , X/, X,'', nous 
aurons des paraboles X,'*, X,'’, X,"% tangentes en s, à la droite L, intersection des 
plans 0, et M. 

Les droites Let L, seront parallèles , la droite A sera un diamètre commun et ^ 
aux paraboles X*,... et aux paraboles X.'.... 

Les droites K, K', K", etc., situées dans le plan P, se projetteront en une seule 
et même droite R , intersection des plans P si M , 

t 







Digitized by Google 






IteMrèîU» K, < eic., situées <lan$ le plan P,,ie profetleront en une 

. seipç et métiM droite R, , intersection des plans P, et M. * ' *■ 

• Les droites R et R, seront parallèles. ' * . , . 

R coupera >' ci» Ws points é' et d* - ‘ . 



rr 



*» 



R coupera i,* en les points et d* . 

• ' Ri coupera X.’ep les points d' • * ' .< 

Les droites b^'b,^ et d’d’ iront concourir en un point y situé sur A. ' ■ : ■.* 

7 ^ R coupera X’* en les points é" èl d** • * • . ■ 

■R coupera X,»* en les points é.'^el 'd," • . * » ' 

• ‘ R. coupera X.** en les points b’’ et d,” / 

Les droites b^’’b;^ cl d,'“i^* iront concourir au môme point y situé sur A. 
.£t.ainsi do suite ‘iQO). . 

fe'l^a a keupaioe que lei paraboles X^X^X'?',... tout comme les parabolcsX7, 
X."^, ‘'...vont un diamètre coiÀmun et 'une tangente commuue ( n* 3é5 quater ). 
Qn- aura donc I •• -• • ' • . ’ • 

Or.llûtfa: ' 

*A' — o*'»oA*=eé', etc. * , 

Et Ton a èridemment*: . * . • ' • 



*>4 






Donc l’on auea ■ 



' oé* ; O*”*: ai : oy. 
ai' : aV” : . ab : ai", 
etc. ' - 



S 






. 









• " • 'i 

ai : aP ;aP' : etc. :: àb,': ai,‘:,ei," : etc.- 



.‘A , 



■i . I • » ii ' f ' * ’ , 

. • Ainsi les lieux courbes 6,et 6' sont concentriques et semblables. -< **. 

/WL On peut donc énoncerHie qui suit: . _ ~ i . \ 

Un parabolüïde de révolution S. jouit des propriétés suivantes : 

I. Une droite ne peMt Jê cnspér 'en pin» de deux pohtu. - 

U. Vhetériede plain patalMet À Vaxe de^rotatieii Z coupa laturface 1 suivant des 

parabole» identiques où ntperpotcAles. •• ■ 

III. Tout plan obliqne A.faxe de rotation Z coupe le paraboloide Xtuivani une eltipte'i ” 

IV. Une télrie daptan» parallèles entre eus et obliques à F axe Z, coupent le -part^- 

i Stiiamt des ellipses semblables et semblablement placées. , , / 

V. Si tou mine un plan 0, tangent en un point s' au partfboUùde X,'une série de 

plan» parallèles au plan.9 couperont la surface 2 suivant des ellipses qtd seront deux 
à deux sur des cènei dont lesjommets seront situés sur la droite A menée par le point s' 
parallèlement rt taxe L. : ■ • • ’ . ’ 
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Ûiacbne débets elliptes ‘sem ta courbe de coniaet .d tar cône urtfgeni d la tUifaca St-éi 
aÿanl son sommet iurda droite b. . t, • l’ ■ . ; ' 

VI. Deux sectiojis planes parallèles entre elles et à l’axe Z , iUM deiac paraboles 

identiques, on pourra les unir par m cijlindre. t , . * 

fiés lors : « ■ . ’ ■ » ' “ 

1* Si r 011 * fait rouler un plan tangent » la surface 1 et parallèletnenL d.une droite- 
rioimèr , la surfare encelopjie sera un cgündre kmgent à la surface 5 suivant une parante, 
21 Si l'on fait rouler uii plan langent li la surface X en assujettissant. ce, plan à pasqex 
par un /mint fixe , la surface enveloppe sfra un cône tangent d la siirface £ suivant une 

ti‘ • * • • ' ’ * 

rltipse, % 

VIL Par une droite D oblique àTaxe-Z on peuimenerdeux pUuietangeqts à lasurfacé 
1 ; mais le problème est impossible, lorsque la droiie^D est parallèle à taxe Z. 

VIII. Ou ne/ieut mener à la surface X qu'un seulplan tangent qui toit- parallèle à un 
plan donné P; rj lorsque le plaA P est parallèle à l’axé Z, le problème est impossible. 

, Nota. C'est l'nri-ilogue du problème: Mener une tangente 6 à une paraboie,S, 
qui soit paraHèlc à une droite U ;on sait que lu problème est ^>oùiblè loMque 
la droite D est parallèle à l'axe Lnlini It do la parabold-S, et qu'il. u'osL possible et 
n'a qu’une solution lor.sqHc la droite D coupc l'axe indni fi. , ' 

En employant un mode de démonstration tdei\t'u]iie i celui qui nous ti serxi 
'pour la spbére{ n* 3I»“7 ) (seulement au lieu d'avoir à «onsidcrer’des cercles, qn 
aura à consjdiTcr des ellipses ), on arrivera, aux Urois ihéorèAtes suivants : 

IX. Deux sections plhncs d'un )taraboloide de rèvalulion X peuvent être enveloppées 
par deux cônes, si eer sections ne se coppent pas , on si elles onfdeux points comtmmt, et 
on ne pourra les envelpppèr tpte par tut, scnLcûiie,-si elles se tpuclielH par'un point.' 

'Nota. Si, les dqux sqplions coniques sont, l'une une ellipse cl l’auiae une |Iara- 
bolc, ou toutes deux 'des nllipses,la surface qui les covolop|>era* sèru un cdne; 
mais si les deux seclion.s coniques sont l'une cl l'autre une parabole, la ÿurlbce 
lyui les enveloppera sera un cylmdre : car, dana lu paraboloîtle de révolution , toute 
section parallèle à l'axe de ro&lloirZ est identique à la eoiirbe nréridienneC para- 
bole) qui lui est paraUèle. • » - ^ ,^V* ’ - 

' Reniarqoons encore que deux sectioria {varaboUquèa d'uujÂrabojuhlede rév'o- - 
liuion su coupent toujours eu un point, car les plans'dc Geû.-ikux paraboles te 
con^ti suivant une |>arallèle à raxs.ïdc la surface |)aialMdu(^,‘'j||(jtait>itonSè- 
quent parallèlqè chacun des i\fc»4sifitik dea deux paraboles. > ' 

X. Si cône A coupe «il jmroboloide de révolution X suivant une ellipte ou une para- 

Itole-, ce cône recoupera tu surface. X, suivant une seconde courbe' plane qui sera toujtmrs 
unqelUpte. • ^ ’c 

El si f ou fait passer toi cylmdre 1^ par une parabole, il recoupera la sirface pwra- 
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botmdè tuiMHt une êtconde paraboU , et i’ par une jttlipse i il recoupera la surface para- 
ùoleidfstthaniunesfctmdeellipif. . 

XI. Si far sme érrtile Don mène deux platts Bet& tangents-é un paraboloidede fé- 
potutim. Z , et si ton unit les points de contact m et m- par une droite D, ^ cet deux 

. droites D et JD, feront ^ius polaires réciproques de la furfoce 4, et ta sur/drr Z 
jouira fjntr rapport à ees deux droites O'et D,,de ta propriété suivante : ' . ■ 

■ Si- par ta droite D , on mène une suite de plans I‘, P', P", etc., coupant la ssofdce 
• S suivant des ellipses i, i', V,clc. {et une de ces courbes sera pne parabole ifu^sera 
donnée par celui des plans V qui sctaparalUle à taxe de rotation Z de la surface Xf, 
ces courbes auront la droite D pour polaire commune et extérieure, et. leurs pôb» ■ 
seront sur ladroite D,'; et tous les cônes A ùf. A", Cle., tangents à la surface X suivant 
’ * ces courbes'it i", etc. mrront leurs sommets i} , d', d*', etc., situés iur la droite 1), ; . 
et réciproquement , si. par la droite D, on fait passer une suite de plans P , , P/, 
P,"r etc., Cfs-p/ans couperont 4a surface i'suimut des ellipses 3,'*, etc:, fune 

tf eli(s sera urie ‘pofabblè qui sera dçnnée par celui des plans P, qui sera paratlMe à jf^e 
’L de rotation de la surface Z ),* ces courbés puront la droite D, po«t> polaire èomrottne*^ 
et iatérieure ,* «t ienr^ pAles seront sur la droite D, eilous th cènes A,', A,'^A.'%etc«' 

. tangentsdla surface XsuituatUces courbes i , , J,', 3f, elç.^flnronl leurs sommets d. , d,', 
di", ela.f situés sur ia droite D.\ , •,* *. 

Si l’on copcqil deux paraboloïi^es de révolution Z ot Z* concentriques et setn- . 
bhibl'es , on snil que. oc< deux surfiices'tMil même a»è 2 de Wrt.ition, et 'qu'en fai- 
sant glisser la surface Z pOTalléleipcnt ê çlle-mêroc et i la droite Z, elle viendra sr 
superposer avec la surface Z'. - , !”• -■ y. 

Tout plan parallèlo à l'axé Z', coitpaot les deux suffaees.Z et ^suivant des pa- ' 
cabotes identiques ou superposables, on- peut énoncer cé qui êhit. ’ 

XII. St ton conçoit itn ajVmdre A tangent à la 'surface Z nd.rcai une parabole 3 < il 
coupera la.surjace X! suivant une paraiide 3f identique ô 3,et les plans des deux egurr- 
bet 3 et 3f seront parallèles. ' ‘ 

■ , Le mode de dêmonstrotion'employé'pour démontrer que deux ellii>soïdes de 
r^vululio'n concentriques et semblables sont coupés par un plan oblique à leur 
'axê commun de rotation Z suivant deux ^lipses'semblablcs et concentriques, 
nous permet d'énoncer ce qui suit : • t 

XIII • Si f on constru it un plan 6 tangent en un point m au parabolaide 2 , ce plan ■ 
coupera le parabohlde X' suivant une ellipse Payant fe point "m pour centre. » 

• El Si par lepoint m on mène une driÿle pasallèle à Taxe de rotation Z, la cône A • 
tangent 0 là surface Xf suivant f eUipse C,aura son sommet d situé sur la droite Z'. 

Iæ modede transformation employé pour passer de reilipsoïde de révolutipnau 
paraboloîde de révolution , nous pecm^ d'énoncer ce qui suit ; 
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XIV. SilontonçoU deux parxdfolddfe» ^•révidulioa.Si^ef S!' -conceulriquc» ectenlda- 
blet-, $i Cou regvde les dtver$''poinlê d, d'> d",eic. de ta surfifce £!', comme tes som- 
mets de eànes etc., tangents à la surfitee 2! suimnt def eUtpses 

..-Ton* Vf* centrps m , nj\ m". .etc. de ees' cottrbes 6| 6*, 6", ^Bï., seront' sur.. pi 
ftartdiolbide de révolution 1 concentrique ei semblable pux surfaces domifef 2l et X'-'. et 
les plans Ô > 0"t etc. des courbes 6', S", etc., seront tangents à la ostéite Sist- on 

Ifii poinl* m ^ ni', m", etc. . • ' ■ -v . ' ■ 



Transformation du pttraboldide de révolution én fvrttbtdgidê elliptique. 

, . a •• . ' » 

558. Concûvons un parn^lolde dé hévilluiido 1 ajanl une droite^ pour'atede . 
rotation ; par la droite Z menons dciix plans 41 .fl M' rectangulaires entré cén',- et 
coupant la surface 2 suivant depx pidabolcs et y, iJéptrqucs côm'mc 'courlics 
aièridiennes^ d'une surface de révolution ; menons ivn troisième ^ân'P jier^enüi- 
H.;cui.aîrc à Taxe Z et coupant la surface 2 suivatit ua cêrelè [.*, ayaiiî'son centre o 
> s«r la droite. Z et désignons son éafon pâr n. ‘ ; ■ 

Çela posé : . ' C-. , J ^ ' 

La" parabofe q coupera )e cerclé C en deux poiuU'peTi}., qt la parabole y feu- 
paca ce mémo eercle C en deux points p' etf'i Les droites pg . et ^'se^ônt.dcux 
"dianiétros , rectangulaires entre eux , du çér<(lâ' b.- ■ 

'Celafwsé: ‘ *•"- V,*ci- - y ,. 

Traçons dans le plan P une ellipse E ayant le po'uit.'o pour centre , pq [lour Fun 
, de-sos iies, 'étayant son autrqq:ie dirigé suivant lequel. sera^pjus grand ou 
phif petit que p'^(,mnai prenons sur .^^buxpoUus arlutrhires^etq'', mois 
équidiaianls du ccnlre^o, sera le second axe de rd|ipM-E.* 

Dés lors, pour une'mèine abscisse comptée sur>p 9 , le cérclir C-el l'ellipse Sau- 
ront leurs ordonnées (> parallèles u" rapport cubsla.nt qui sera égail i ; 

vV,- > •; .*',u . 

' “ ■■ '. "'■f'. yt A- '. 

• • • • • , , , * • 

• ' • V ■ ■ v! ■*‘■'-1-; — - 

. '*• .Dés lorslq demi-axe op de l'ellipse’E sera égal à R, oi le demi-axe op’' do Pel- 
Ftpse E sera égal à.( o.R ). ' . “ . 

Gela posé 4 t *, '.'-nv ,. A » 

' 'Si l'on coupe k'paraboloidc 2* par .une suite de plans P, P', P", P'A |>ural- 

léles entre eux et, au planP , on aura uiie suite de cercles Q , 

les rayons R , R', II", R"',etc.,.jseront^les ordonnées^ de lé parabok ^^e(. dc^la 
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paratiolo <j'’; et si .•dans chaque plan P, P", etc., on'çctpsiruil tics, ellipses 
K'^ E', E*^, eut., de i^mème manière (|ue nous avons construit rellipse Epar rap- 
port an cercle C , ces ellipses aj^ant dès lora leurs demi-axes aîiiiés ^ns (e plan lE 
égaux à R , R.', R'Vetc.j et leurs demi-axes situés dqns le plan M Té^ox à l'eU, 
rtR', oR'', etc. itouies ces ellipses E, E^E^.êlc.iSerontScmblablcsel sciiiblàblemeiü 
^aty^i Otai l'on unit tnuélenrs'somraeusütièssur le plan M' pai; une courbe f, , 
• cette coufbo ne Sera autre qu'une paroéolr vpoi^qub pour unehnème abscisse, 
’lespnlonnées deS Conrlics ç' et seront dans un happort constant; .'•• • " « 

Et ii VK)n mène une «rite de plans Q, QV. O'V parttllélos ^ Taxe Z , cê.s 
pfans couperont la surface 2 suivant des poroéclcr identiques entre elles et i.q ou 
Jr.vS.Mwir 3, ÿ, 3", y, etc., et Oliacùné ^«es paraboles coupera, 'savoir: . 

3 coupera je ceccje C en les {Mints x et y 
. l’ellipse E , , — x, et y, 

le’ cercle C' en les péints**' 'et y' 

Telll^ i' T. <x'.ei y.' . 

Id cercle C” en los points »". M y" * •* 

'■ j’éllipse E" 'r. ••«.'Tel y."’ ' ; ' 

etc- . ' ■■■ ’ 

3'^ coupera 'Mctn. . afe»,. 

, Les pejnu , y,, x.', y^ jr,", y,", etc:,. seront «Or une courbe’' 3.' (|ui jio ser„ 
filtré qu’une parabole ayant même sommet que la parabole 3, puTsiiue , [K)ur -uni- 
même abscisse , les ocdontliiés de, ces deux oourbes seront 'évidemment (bins.un 
rapport constant. . . Yv • 

U surface .2, , Lieu delouies les pniboles ^ , 3,’, 3.", etc., a reçii le nom de 
pDraéç/Oide etlifMiqHe.: » ' 

^ ■’ Il est évident , fl après Iemode.ryiindriyue4ctrapsrormationjemployé pourpasser 
la surface do révolutiuii 2 à la surface 2. ( qui évidemment n’est pas de, révo- 
Mlion J„que les quaturlso ihéorèmei , ou propriétés démontrées exister pont- la 

, !?!î,^ce 2 , subsisteront pour la surfape 2.% ^ ‘ ; > • ' i- 



• -îf’ ■ 









Oes s'eciioHt cinulaires do,parab'oio\de elliptique. 



o'.'- 



. • 569. Prenons un pai^boloido elliptique^ 2,, ayant pour axe une droite'/; jx^. 
pops cette surface par on plan P perpcndiculaiu à Z, nous aurons une cibpse E 
dont les axes passeront par le .centre o-siioé sur Z et seront diri.gés’suiv-aiu xleux 
.droites X et V, rectangulaires entre elles. ' ‘ 

Désignons^ par A le depi-péllt axe dirigé suisant^^X; 






fT-- 
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péiigiiôhs-parltte dêrai-grand a*e^ dirigé suiv;>ni Y. • . 

Faisons fasser^^ Xei ï un plÔB II coapani la surface Z. snÎTOnl uneparaboled, 
faüofift aussi passer par Y cl 2 un plaaM' coupanl 2,»uit8nt une parabole e ; 
«es dca» (jarabgles aurom p<rur somrael commun le point i , en lequel llaxe-Z • 
Vst coupé par la surface £; et *i en ce ppinl » noua menons «n plan .9 tmgénl à 
la suT&ce z' le* phns J« et ^^.se ‘couperoaVanitant une droite 9 iangenla enà à 
la parabole »( les plans ^ et 0 se coiiparont sbivant une droite 9' t^gente au 
uiétnc poini t i la prabolè f et la droite 1 sera Taxe inliniths J'una é) Ijmtfé.de 
; « paraboles 9 et g, puisque le plah è est perp^diculaireà «. 

• 'Ce qoi précédé est èvidéot,, eu «rlv dm mmle cylinibri>/ue û« tran^Iofœation 
employé fwur passer du pa^loido* i^Vblulion atf paroboloïde elliptique..-, v 
Lc-poiol * a reçu le nom de sommet paraboloïdç elliplique, et la droite l à 

rt-çu le nonr,d’<i« de Cette surface. _• * . ' ^ . 

tes plans M et M' «onl4iù plan* pr^’^'ni -déla surface parce qu’.ils diti- 
•«sent respectivement en dcot parties égales toutes jes cordes dc.lasurfacç 1, qui 
sont parrflèleç à la droUé ou 9 m IVdréhe Y on 9 'jc’-est 4 -dire que.chacun de 
ees plans M et M' divise en dctKpérUc^ égales les cardes qui, parallèles entre 

■ Iles, leur sçnl respocliveineql'perpcndiciAiri». 

Celâpo^: • ■ _ ■' * . ' . 

Du -point O comme centre aliaisspns uué normale N sur lâ^parabole d' ci rcncon- 

li ant cette courbe au poHil ar.y» ,.v *..,•■ . 

Décrivons du point o coramo centre-, et avec o* pour rayon une sphèreVl® ** ' 

■que -celle sphère, sera tangente en X au pai-àWoïdei,. * * ; “ 



Et en cllbt : . •: * * • -i 's ■■ ' . 

Prenons up jminl ÿ sur b surface Z,; par cç point y nfenons un plan V 
I Qtniicubireàrâxe Z» ce plan V coupera la surface »sui\anUune ellipse « dl»i 
iccentrea serasuM’axe Z* etÜno\i4 meuonsen le |»int ÿ le plan T tangent 4 b 
surface Z. , Jes doux plans V elT »« couperont suivant une droite Vlangénie^a^i 
'point ÿè la’courbe «. . • ■ - - , 

• Or; si nous nicnons un^ normale NélaYurfecé Z, et au point y , éllc se pr^-, 
. tara sur le plan V{pris pour plan ■horixonlal de-projecÛM ) eh N*, et N* «ra jior- 
lyiale à- b courbe sr au point y. , • • »- 

Or, si le ppint ÿ tr’Ml pas un des quatre sommets de l’ellipse « , la droile pi ne 

, ]Ktss«ra pas par le.-centre O deb cour/m O- . ■ ^ ^ . 

Ainsi , il n’y a que les pOints.de b surface Z. situés sur les deux par^les|»rin 

. ripdeaéet ÿ pqnr lesquels les ■Dormaleaér b surface zi s’appuient sorlaie 2- 

Ainsi donc , la droite ox sera nprmale à b surface Z, , et b, splière 8 et U iqr- 

fa ce Z, seront tangentes répe^l’autre au peint». - ■ v*.^ 4 • ''i. 
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Faisons tourner 1c plan-M'autouf jertfxc Z pour hiVaballinc sur le plan'W’ lu 
puruliolvÿ viendra Cù â,'','êl les ilcux paraboles '3 et 3C* anront tnôtne sommet -s et 
inAmo-axe iutini '* • . », 

•1»« plan M’eoupcrala sphère S s.ufvant un cercle Ûayant Ic'point erpour cemrej- 
et ôe'cerclc coupera la uourbe 3 en Tes quatre points m, n , qui formeront qu 
trapese régulier. ,j" . •• . . - 

■Lejilan IM' cpq|>crà' la sphère S siiivànl un grand cercle C' ayant le point 6 pour 
centre et langent en x-k la parabole 3', et encercle C so rabattre sur le pVb M 
. uhvant un cnrclu'<]t<'ne sorâ autre que.lêcerc|(rC, et ce cercle C sera tangent 
' en j:, 4 la parabolo 3,': . / ' 

sorte rpte si l'on mène au'poinf x une tangente ( 4- la parabole 3', elle 
iracobpcr Taxe Z en un point * , et cette langen^ { «e ttiBaltra sur le plan M en^ 
unèVlroite 3, passant par Je point s et tangente en,*, au cerclé C et â la para- 
bole 3, ■■ **’. " 

Or, l’on aaû ( Jîj. 202 ) que jorsque Von a un tra^e^è(%u1icr mnmn inscrit-- 
dana un cercIq’C, les'oôtés non* pârallèlca vim’t concourir cq un point», et 
si de 0 * ^im-a on mène une* taütgeiUe t au cercle Cj.le-point 'de- contact et 
le point- r en lequel sc croisent lea diagonales du trapèxc , «ont sur une même p6t- . 
p^dicqlairc k la droite Z Uni^nt le point x-èt Je Oentree du cercle C,» , . 

Dés lors H oil démontré quale point*,, confattdaltf parabole 3,' ci du cercle Ç, . 
se trouve uni au.point rintersecrion des dqigonalesila trapète mnmV, ( dont Itè . 
sommets iq, n, m', n*, sont l6s.*intersecJ6ns du cercle C,el'dc là parobole 3) 
par tinc droite ri, per'pendfou^a'''® * I® droite Z, par conséquent la' droite rx , 

, située dans le plan M' sera perpendiculaire âu plan M. ^ • 

Or, la spliwcS coupc évideiunionl la sorlaco paraboJoldeXstjiyeet qne'oonrbe 
compiisée de <jeui branches 6.cî «"symélriqubs et p«c rapport au plan M et par 
rapport au plan M', et se.croisant en les po'mls * contacU de la sphérrS 
avec le poraboloîde " '* "î” " 

J-esdeux courbes € ei-tf ac.prqjelteront donc sur le plan M suivant deux arcs , 
(tt éourbes S', elS^! passaut par les points m et n', m*et n,et àé croisant au poiilt’r;^ 
DéQiontrons mainlonant que les courbes 6*Çl ^jonl dés Irgpos-droiles, n’-étaiifv 
ânilr^ que-lèa diagônSles dutrupèxc régulier inam'n',cfque déa lors lc&coarbca-6 

et 6* soûl planes et (pj’cJlcs sbnt dès lors des cercles égaux. ■ 

Concevons aux 'ppi'nts * et contact de la sphère Set delà siirfaee£;’f les pUiis • 
tangents T et T' conimuns 4 ces deux surlhces. ' ' ' 

Concevons deux plans Q et Q* perpendiculaires au plan M, et passant le pre- • 
roier par la diagonale mrn'el le second par la diagonale- m'rn , 



»* 



V 
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. Ces (Iwx ^aos se eoi^^^tsuiyfbi Iji^ivit^ v'jf, qoupi^ni^vi •« ^*v. 

«"♦'’Ui. spjjôre S suivaiù'de^i<cert:l(s fr ej 6'*di^ mémo raÿjjnjV 7-V - 
^ La surface suivrai d^üM clltpMs K et K* égaies;. . ;,i fr.i.'.'A' v 
. 5* LesYians T et -T saivâDl dos-drcJîifS 1 Tl 1*, ^ et l’ qui sertuitj' savoir 
/'ïl'^.a .rfngeble coifimune 'ea ê'.el S»û cercIc D .«t S l'ellipse K , " ' * V 




‘Or/'up eercjtl Det une éllipse4i,,*qùi j6nf<]«alrc peints comméras mi 
et en àfux décès points xeiVdcslâc^ento^coRiûtûùes J élJ, sê'.oçnlbhdeiltt eu» . 
une seule et iB6tkic«ourbe(l'éiriÿsp K ç^'est dopca|uif*.^oie oeede D.i'telUpsç K! ' 
n'est donc ( par W-mémee-rdsoué') autrequeée <iSh»b ^ ^ 

, D'après jçe^ pré^e; il s^ üiciie^daM doitqdun parabbiouktêiiipVipf|ÿ>2. 
par sou axo-inilnr Z^et sa d. cÂ-J'elUpscidïiiKtrirr E 'àofU^. 

plan est perpeiidiculatté i raae;Z et dont ie'eontr.» o asf sur cêraae, U,>sera 
tasîle , di^e, de cotis^uir^ les aeciioni a>éu iopièa. si 

' •Des qucUTtrûtodèi 4e-f]^raU(iit deif U pnrffl6cWe-Wiÿ/«fn4e»l ■.*. . 

■ • ‘ ^ •' W V • i» •■- y 

•' • '• : • '■ •'■. ; -ï -f'» .' -i , .#-4.^4VV3^ 

5Ç®_ Conccvons I* deaxplaiisTèl.T'secqupaiilsumiil uj;q droite D, ô^‘^|^è 
.liroiteR nonsituée^dans un ntèiue plan qtvee ladrohcpélihisaïU'Mec^ellê^aç^ 
arjüluuire ^ et coupant respeotivementJea. (^nns T ej ■? el^lcs ptMls tn « w'» e“>^ 

3* une dédite A s'appuyant sdr le» denx druitoe Üel'R, e( Conpti^ la,. preaMè(ç^ 
aupoioniqtVsccoade au pointr; tfmte dl'«iti^*ayauLUBq difecdou telkiq^/ 
I(f'-pni 8 t r«^'le pamt, m'iJidti dé U «prdc imiK - . J ' * 4 ^ 

.Cela posiCt,/;.- - ^ 

Itonoat 1 * par 1^- droilès D et A ins pirâ P.^ot 2* i»r les.'drou «6 Ù cl ;A;uq 
. pira 4> f et enUp S' par la (bêitc K tÂi plan db direèltùn ài'bitra4;eX,.el* Coupant 
lAdroiie DeiKUif pont «r ’ . * . A -t V ' ' 'i^-' , 

• Cm pian H mupe^ ien piansTel T suivant (l(çux droites | et' ( se croisant %u- 
ÿèMSm.ml pasBânt reii|)éaili4«aiciit.pfrr lès (MÎhls m et w', . ' ■.' ' . ü . 

T Le^ra O «oupdru les deii\ pians t el-T' 'Mnant deut droites l,.pt «iroisam • 
jtu peint d,' et passant |«speetivémentj)ir les poini 8 t>têl.mV''i^"-i * 
.•.^Cafepon: . - O f' -.v^ ■* * 

■Nmia poitcMiis éEMiours construire dans le -plan O’une patalwleJi pas-sanï pur 
•laapiApl.s jneS’.in'-.'el'Syant [mur tangentes ct>c« poiuts les droites I etl'; la drol^ 

A. aéra un dlîunèirc de lapaca^eü, et ie poiiflx , ntitieu ite.. la droite rd, (Mpi 
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un point de cette parabole B , et si en ce point x on mène une droite R' parallèle 
i la droite R , elle sera tangente ên ce point x à la parabole B. 

Dans le plan P nous pourrons toujours construire une parabole H ayant la 
droite A pour diamètre et passant par le pointx, et ayant en ce point x pour tan- 
gente une droite D' parallèle à la droite D. 

Cette parabole H sera coupée par le plan Z en deux points A et A'. 

Dans le plan X nous pourrons construire une ellipse E passant par le point A 
et par les points m cl m', et ayant en ces points les droites 9 et 0' pour tangentes ; 
cette courbe E passera forcément par le point A'. 

Cela fait : nous savons qir’il existe un paraboloide elliptique Z passant par les 
trois sections coniques, E( ellipte ) , B et H ( parabolet ). 

Tous les plans X, X', qui passeront par la droite R, couperont la surr 

face Z suivant des elliput E, E', E*',... excepté le plan Q qui donnera la para- , / 
bole B. ’ X 

Tous les plans Y, Y, Y"..-., qui passeront parladroileD, couperont la surface 
Z suivant des etliptes U, U', U",... exeepté le plan P qui donnera la parabole H. 

Tous les plans Z, Z', Z",.-., qui passeront par la droite A, couperont la sur- 
face Z suivant des parabole* U , D', H", II'" 

561. De ce qui précède on déduit les trois modes suivants et principaux de géné- 
ration ou de construction d'un paraboloide elliptique. Aiifti l'on peut engendrer un 
paraboloide elliptique Z : 1* par une suite d'ellipse* telles que E, E', E",... ayant 
(wur directrices les deux paraboles B et H ; 2* par une suite d'ellipses telles que U, 
li', ü",.... ayant pour directrices la jiarabole B et l'ellipse E ; et 3* par une suite de 
paraboles telles que il , H', H",.... ayant jwur directrice Vellipse E, cl ayant pour 
plan tangent commun au point x le plan déterminé par les droites R' et D'. . 

Somme cas particulier* on peut supposer : V que la droite A soit perpendicu- 
laire au plan X de l’ellipse E, et soit dès lors en même temps l'axe inflni et de b 
parabole B et de la parabole II ; 2° que la droite D soit transportée à l'infini , alors 
les plans Y, Y', Y",.... seront tous parallèles entre eux; et lorsqu'ils seront pa- 
rallèles au diamètre A , les ellipses tJ, IJ', U",... deviendront des parabole* iden- 
tiques ou superposables; dans ce cas, la surface paraboloide est engendrée 
par une parabole constante de forme et se mouvant parallèlement à elle-même, 
un de ses points parcourant une seconde parabole, ce qui donne le quatrième 
mode principal de génération ou de coastruction du paraboloide elliptique; et lors- 
que les plans Y, Y', Y",... couperont le diamètre A , alors ils donneront une suite 
d'ellipses U , U', V",.... parallèles entre elles, semblables et semblablement pla- 
cées. . ■ . 

3* PtiT». 43 
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662. Remarque. En vertu de ces divers modes de génération du paraboUride ellip- 
tique, on a donc , entre ïeliipte et la parabole, les quatre combinaisons suivantes : 
f Ellipses génératricet avec deux paraboles dtrectricei. 

2° Ellipses ginératrUx» et pour direetricet une ellipse et une parabole. 

3' Paraboles génératrice» avec une ellipse direelricc^ 

1" Paraboles jéBérotrice» avec une parabole direclrice. • ' . . 

DES PARABOLOÎDES BYPBRBOLIQVBS. 



663. Nous avons vu , chapitre XI , que si l’on faisait mouvoir une droite K sur 
deux droites L et L' et parallèlement & un plan P, on^eng'cndrait une surlace 
gauche 2 et que cette surface était doublement réglée , parce que si l’on gisait 
mouvoir la droite L sur deux positions K et K' de la droite K , et parallèlément 
au plan Q construit paraUëlement aux droites L et L', on engendrait précisément 
la même surface 2; cotte surface 2 est dite, parabole hyperbolique. 

Dans le chapitre XI nous avons aussi vu ce qui suit : 

Les plans directeur» P et Q se couperont suivant une droite I , et ü existera tou- 
jours une position K, de la droite K, telle qu’elle fera un angle droit avec I; 
de même il existera toujours une position L, de la droite L , telle qu'elle fera un 
angle droit avec la droittpl, et ces deux droites K, et L, seront dans un plan R 
perpendiculaire à la droite I ; et ces deux droites K. et L, se couperont en un 
point » qui sera dit »ommet de la surface 2; et la droite Z menée par le point » , 
parallèlement à la droite 1, sera dite uede la surface 2; et si l’on projette ortho- 
gonalement les génératrices droites K, K', K", etc,, dites du premier »y»téme , et 
les génératrices droites L, L', L", etc., dites du tecond tyètême, sur le plan R 
(pris pour plan vertical de projection ), on aura des droites K’, K", K'”, etc., qni 
seront parallèles entre elles, et on aura aussi des droites L*, L'", L"', etc. , qui 
seront parallèles entre elles. 

Toutes les droites K, K', K'', etc., projetées obUquement sur le plan directeur Q 
qui leur est parallèle ( ta project ion s’elfoctoant par des droites parallèles à K, ), 
donneront des droites L‘, L'\ L"*, etc., qui se couperont au point k en lequel la 
droite K. perce le plan Q. , 

Cela posé : 

664. Faisons mouvoir la surface 2 parallèleinent à elle-même, et le long de 
* l'dxe Z . Le sommet «se transportera sur Z en un point »', et la surface 2 aura pris la 
position 2'; et chacune des droites Z’, Z", Z'", etc., parallèles à Z, couperont les 
surfaces 2 et 2' en deux points dont la distance sera égale à »«’. 
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fCda posé 

Démontrons que si , en un point m de la surface 2, nous menons un pian Un* 
gent T, ce plan T coupera la surface 2' suivant une courbe t dont le point m sera 
le centre. 

Par le point m passent deux génératrices droites de syttèmet différents , K et L ; 
par le point m menons une'droite Z' parallèle à la droite Z et par suite à In droite I. 
Prenons sur la droite L parallèle au plan Q , un point f, et par ce point menons 
la génératrice droite K' de la surface Z; prenons sur la droite Z' un point arbi- 
traire m', nous pourrons toujours construire une droite J passant parole point 
^ m', s’appuyant sur la droite K' et parallèle au plan T. Cette droite J coupera la 

droite K' au point t. 

. Si ^ sur la droite J , je' prends un point i" distant du point m' comme l'est le 

|K)int i', en sorte que l'on ail m'i^=m'i'', je disque le point i"sera sur la surface 2 i 
de sorte que si l’on mène pur le point i" une génératrice K" de la surface 2, elle 
coupera la droite L en un point f' , tel que l'on aura : ml’ =ml". 

El en eflét , . ' * 

Nous savons que u l'on a trois droites K , K', K", non parallèles entre elles, mais 
parallèles à un plan P, elles sont coupées en parties proportionnelles par une 
su'rte de plans Q, Q', Q",etc., parallèles entre eux. 

Si donc nous considérons les deux génératrices droites R et L du praboloîdc 2, 
qui se croisent au point m, et si 1* nous prenons sur la droite L deux points t et 

également distants du point m, et que nous construisions les génératrices K' 
et R" du paraboloïdc 2 passant respectivement par ces points ( et et si , 2* nous 
prenons sur la droite K deux points k' et le", également distants du point m, et 
que nous construisions lee génératrices L' et L" du paraboloïdc 2 passant res- 
pectivement par ces points li' et k", les quatre droites K*, K", L' et L'', détermine- > 
ront un quadrilatère gauche. 

Les sommets deee quadrilatère seront les points,!' intersection des droites K' 
et L', !’, intersection des droites L' et K”, !" intersection des droites K" et L", 
!,” intersection des droites L" et K'. , . 

Les points P, 1”, k’, IP', sont par construction les milieux des cdtès du quadrila- 
tère gauche. 

Cela posé : 

Si , par la droite K , nous menons un plan P, parallèle kH', ce plan sera parallèle 
à K". 

Si , par la droite L, nous menons un plan 0, parallèle k V, il sera parallèle 
à L"., ; 
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Les deux plans P, et Q, étant respectivement parallèles aux plans directeurt P 
et Q , se couperont suivant'la droite Z' parallèle à la droite I. 

Cela posé: 

Menons par K' et K" les plans P,' et P", parallèles à P. ou P, menons par L' et 
L" les plans Q.' et Q," parallèles à Q, ou Q, et coupons tout le système par un 
plan Y perpepdiculaire à la droite Z', ce plan sera dès lors perpendiculaire aux 
six plans P, , P,', P,", Q, , Q.', Q,"; noos obtiendrons sur le plan Y un parallé- 
logramme qui sera sur ce pian Y la projection orthogonale du quadrilatère 
gauche de l'cspace^/ÿ. 263). Par conséquent la droite J qui unit dans l'espace 
les points i' et i", et la droite J, qui unit dans l^cspacc. les, points i'.pt i”, se pro- 
jetteront suivant des droites J' et J,' qui se croiseroot au centre du parallèle-, 
gramme ( ) projection sur le plan R du quadrilatère gauche (i’i/t'i"'). 

Ainsi les droites J et J,, qui unissent doux à doux les sommets opposés du 
quadrilatère gauche intercepté par les quatre génératrices K', K", L', L", du pa- 
raboloide 2 , s^appuient sur la droite Z'. 

.Démontrons maintenant que ces deux droites J et J, sont parallèl^ au plan T 
déterminé par les deux droites K et L. - 

La droite qui unit les points f et h” est dans le plan T ; or ces points étant les 
milieux des côtésTT', iV'du triangle ( i'i, 'T ) , il s’ensuit que la droite??^ ou J 
est parallèle à la droite l'k", et par conséquent au plan T. • _ 

Ainsi, les deux droites J et J, sontparallèles au plan T, et de plus elles coupent 
la droite Z', savoir : J en tin [loin! m, et i, en' un point m/, tels que l’on a : 
nun ~mm,\ ' r • ' • ‘ , . ' 

Cela posé : ’ • ' . 

Si par le point m' de la droiteZ' nous mepons'un plan T' parallèle au plan T, ce 
plan T' coupera la surface 1 suivant une courbe i dont le point m' sera le centre. 
Dès lors si nous faisons glisser la surface 2 parallèlement à elle-même , et le long de 
l'oze Z , d’une quantité égale à mm', le point m' se superposa hur le peint ra, le 
plan T' se superposera 4ur le plan T et la surface 2 prendra la position 2', et 
le plan T coupera la surfhce 2' suivant une courbe 3" qui no sera autre que la 
position que la courbe 3 est venue occuper dans l’espace aprèi le mouvelnent de 
translation de la surface 2. 

Ainsi il est démontré que le plan T coupe la surface 2' suivant une courbe 3' 
dont le point m est le centre. ' ; = . - 

Si nous 'coupons les deux paraboloides 2 et 2' par un plan quelconque X, 
nous obtiendrons deux courbes planes S et 6' , et si , par un point quelconque m , 
do 6 nous menons un plan T tangent à la surface 2, oo plan T coupera la surlàce 
2' suivant une courbe ÿ dont le point m sera le centre, et ce plan T coufieca le 
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plan X suifant une droite 9 tangente en m à la courbe S; et cette droite 9 coupera 
la courbe S* en les points ( et / qui sont précisément ceux en lesquels se coupent 
les courbes 6* et 9' ; on aura donc : . 

Par conséquent ,-les deux courbes 6 et S' jouissent de la propriété , savoir : que 
le point de contact m d'une tangente 0 à la courbe 6 est le miliea dé la corde u' 
interceptée sur 9 par la cOurbe 6'. En vertu -de ce qui a été dit'{ n* 342 bis et 
suivants) les deux courbes Set S' sont donc deux sections coniques, concentriques 
et semblables. % ■ 

Nous pouvons donc énoncer ce qui suit : i ‘ 

I. Tout pim , quelle que soit sa direction , coupe un paraboloide hyperbolique tuivani 

une section conique. . ‘ , 

II. Une droite ne peut couper un paraboloide hyperbolique en plus de deux points. 

503. Démontrons maintenant que les sections planes d’un paraboloide hyper- 
bolique ne peuvent être que des paraboles ou des hyperboles. 

Si l’on prend sur une génératrice droite L d’un |>araboloïde hyperbolique 1 un 
point m, le plan tangent T en ce point m passe par la génératrice du second njs- 
lémc K qui passe par ce même point m. 

Or, à mesure que le point m s’éloigne sur la droite L du sommet s du parabo- 
loide 1, la droite K tend de plus en plus à devenir parallèle au plan directeur 0 
auquel la 'génératrice L est clle-méme parallèle; en sorte que pour le point m, situé 
à l’infini sur la droite L , le plan langent T, à la surface 2 est parallèle au plan Q. 

Cela posé : 

Tout’plan sécant X ne pourra occuper quodeux positions par rapport éfnxeZ i 
ou I* être parallèle à cet axe, ou 2° couper cet axe. 

t* Le plan X étant parallèle d Caxe Z. ‘ 

Dans ce cas il existera une génératrice du système K et une génératrice du 
système L, parallèles au plan X , mais qui seront situées à l’infini. 

lorsque le plan X sera parallèle à l'un des plans directeurs P ou Q, et ainsT le 
plan X étant parallèle au plan P, toutes les génératrices du système K lui seront 
parallèles , et la section de la surface £ par le plan X.ne s'era autre qu’-une dès 
génératrices droites du système K. 

r De même si le plan X est parallèleau plan Q, il co^Jpera le paraboloide I sui- 
vant une génératrice droite du système L. 

Lorsque lu plan X coupe les deux plans directeurs P et Q, et qu’il est parallèle à 
leur intersection I, ou> en d’autres termes, qu’U «si parallèle à l'axe Z, il est 
évident qu'il sera parallèle à deux génératrices de systèmes diflérents , maissituées 
à l'infini, car la génératrice du système K ou du système L,- située é rinlini, 
est parallèle aux deux plans dirrctrtirr P et Q, et dès lors è leur intersection I- 
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Le plan X , dans ce cas*, coupera donc la surface 2 suivabl une courbe 6 intinie. 

.Mais pour le point situé i l'infini sur la courbe 6, le plan tangent T, à la sur- 
face 2 est parallèle à l'un des plans direclewrt y el le point situé à l'infini sur 1& 
courbe 6 est sur une génératrice située à' l'rnCni, par conséquent le plan T, est 
tout entier à l’infini i il ne peuj donc couper le plan X que suivant une droite 
située tout entière i l’inGni ; la courbe S est donc une parabole. 

2* Le plan X coupant l'axe Z. • ••• 

Dans ce cas, le plan X coup^ droite I intersection des deux plan» direeuur» 
P et Q; on pourra donc toujours construire deux génératrices Iv (du système K) 
et L (du système parallèles à ce plan X, ces droites K et L étant situées i 
distance finie, et se coupant en un point ’m,. ^ - - L • - 

Le plan X coupera donc la surface 2 suivant une courbe 6 infinie , puisque cette 
courbe aura des points situés i l’infini sur les .droites X et L. 

Or, si par K , nous menons un plan e parallèle au plan Q , le plan 0 sera lan- 
gent à la surface 2, an point situé à l’infiai sur Kj ce plan G coupera dès lors le 
plan .X suivant.unc droite 9 tangente à- rjnfini i la section 6. •* 

De même, si par L nous menons un plan 0, parallèle au plan P, cé plan 0. 
sera tangent au paraboloïdc 2 au point situé à l'inlini sur L , ce plan 0, coupera 
donc le plan X suivant une droites, tangente à l’infini à là section 6. 

La courbe e ayant deux asymptotes 9 et 8,, et étant une section conique, ne 
sera autre qu'une hyperbole. ■ ^ 

Et comme nous avions établi précédemment que les droites K et L étaient pa- 
rallèles au plan X , on voit que les asymptotes 8 et 6, de l'hyperbole 6 sont respec- 
tivement parallèles à ces génératrices de tyttème» différeui» K et L. . r 
En sorte que l'on peut énoncer ce qui suit ; . 

III. Vn paraboUnde hyperbolique 1 rte peut ilre coupé par un plan X que tuivani de» 
parabole* , si ce pian X est parallèle à Caxe Z de la twrjace 2, ou tuivant de* hyper- 
bole* , *i ce plan X ooupe Caxe Z delà turjace 2. 

Et dans te ca* où la section est une hyperbole, les asymptote* de cette coterbe font pa- 
rallèle* aux génératrices de sytiêmes différent» qui déterminent un plan qtâ , tangent à 
la surface 2 , est parallèle au plan técant X. • 

560. D'après le mode de génération du parabbloîde hyperbolique 2, la forme de 
cette surface est telle que si l'on mène en son sommet s le plan tangent T, ce plan , 
qui coupera la surface suivant les deux génératrices droites K, et L, , partagera la 
surface en denx parties, l'une située i droite et l'autre* située é gauche par rapport 
à ce plan T, et de telle sorte que si , 1* l'on mène par l’axe Z une suite de plans 
V, V',\",ctc., compris dans!' un X des deux angles X et X' (supplémentaires) formés 
par les droites K, et b, , ces plans couperont la surlhce 2 suivant des paraboles y. 
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‘A y'i etc., tôornées dans un sensuel que si l' l'on oiéno p»r ce môme axe Z une 
suite de plans V, , V,', V,", etc., compris dans, le second angle y, formés par los 
droites K, et L, , ces plans couperont la même surface 5 suivant des paraboles y, , 
y', 7i", etc.„ tournées en sens opposé par rapport aux premières 7, y', 7", etc. 

El si l’on conçoit deux plans passant respectivement par les droites K, et Z, L, et 
Z, et que l'on coupe.lasurlbceZpar un plan P perpendiculaire à l'axe Z et dès lors 
parallèle au plan tangent T, ce plan P coupera les plans (K, ,-Z)et (L,, Z)suivant 
des droites 9 et 9' qui comprendront entre elles les angles X et supplémentaires 
l'un de l'autre et ce même plan P coupera la surface 1 suivant une hyperbole n 
qui sera comprise entre ses asymptotes 9 et 9* dans l’angle X et son opposé au . 
sommet , si le'plan P est^ gauche du plan T, et au contraire, dans l'angle X' et 
son côté opposé au sonrmet, si le plan P est é droite du plan T. 

Cela posé : •" ^ . 

Si, en un point m d’un parabotoide hyperbolique 2, on mène un plan tan- 
gent T, ce plan coupera la surface 2 suivant deux génératrices droites K et L de 
lystèmes Sfférents , et si , par le point m on mène une droite Z' parallèle à l’axe 
Z de la surface 2, et que par cette droite Z' et chacune des droites K et L çn 
mène deux plans Q et Q', ils seront coupés par une suite de plans P, , P,, P,, etc., 
parallèles entre eux et au plan T suivant dos droites 9, et 9/, 9, et 9/ , 9, et 9,', etc. , 
qui seront les asymptotes des sections hyperboliques 6., 6,, etc., données daqs 

la surface 2 par les plans P, , P., P, , etc. , et les centres 0, , o, , o, , etc. , de ces cour- 
bes, seront situés sur la droite Z'. ■ . ' 

Je dis que les courbes 6, , fi, ,fi^, etc., soiilt des hyperboles semblables et sembla- 
blement placées, en admettant que l(» plans P. , P., P,, etc., sont tous situés d’un 
- même côté par rapport au plan T. . 

' Et en cITet : 

Les asymptotes 9., 9„ 9,, etc., sont paralléles'à la'droitc K, les asymptotes 9,', 
9.^ 9,', etc., sont parallèles à la droite L : par conséquent si l’on faisait glisser 
parallèlement à eUx-n>émes les plans P,, P,, etc., "pour les superposer sur 1c 
. plan P,, les points 0, , o,, etc., viendraient se superposer sur le point o„ et'Ies 
droites 9,, 9,, etc., se superposeraient sur 9,, les courbes S,, 6,, etc., prendraient 
les positions fi,', fi,', etc., et lés courbes 6,, fi,', 'fi/, etc., 'auraient mêmes asymp- 
totes 9, cl 9,'; elles seraient donc semblables et concentriques : donc, etc. 

\insi l'on peut énoncer ce qui suit : . * 

IV.- Si fon mène un plan tangent T'en un point ri\ d un paraboloide hyperbotigue 2, 
et $i Ton coupe celte surface Ipar une suite Je plans paral/i‘fes entre eux et au plan T et 
situés tous à droite ou tous A gauche , par rapport 4 ce plan T, les sections seront Jet 
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hyperbole» umblable» et semblablement placées, et dont les centre» seront »iti»é» sur ta 
droite Z' r/ut , passant par le point ro , sera parallèle à l’axe Z de la surface 1. 

V. ^ton prend un point z extérieur à. un paraboUnde hyperbolique 2, et qu'on te 

re^rde comme le sommet d un oône’ü tangent à la surface 1 , la courbe de contact 3 sera 
toujours une hyperbole. ,■ ■ ■ 

CeU fiosé : _ , 

Coa^evons par la droite Z' un plan Y^co plan coofieta les hyperboles 6,, 
e„ etc., en les points*, ct*.',*.et6.'^*,et*,',ctc.,etle8droiteso,*,,oA,oA,etc., 
O, b,', O.*.', 0,6/, etc., seront parallèles entre elles; et comme les hyperboles é, 

,c„ etc., sont semblables et semblablement placées, les tangentes B, en 6, à 6,, 
B, en 6,4 S., B, en6, à 6,, etc., seront parallèles; toutes ces droites 0., B., B„etc., 
l>arallèlos.entre elles et au plan T, seront tangentes à la surfacè Z et formeront un 
cylindre A, .tangent à la surface ^suivant la parabole^, section faite dans lu sor- 
fhèe ^ par le plan Y. . • . • . 

On pèutdoncènODcercequi suit: , ' 

VI. Si f on fait rouler un plan V Aangcntiellement à Vn parabtAcnde hyperbolique S , , ce 
plan V restant pendant son mouvement parallèle à une droite , la surface enveloppe de 
C éspace parcouru par le plan V sera un cylindre ayant pôur courbe de contact avec la sur- 
façe 2 une parabole 3 , donbf axe infini Sera parallèle à t’axe Z de la surface!. 

El réciproquement : . ■ ‘ ‘ 

Si l'on fait rouler tangentiellement sur t/n paraboUnde hyperbolique ! un plan V, de 

manière que. te point de contact du plan 'S et de la surface 2 parcoure une parabole , 

tracée sur cette surface 2 , la surface enveloppe sera un cylindre (*). 

. »■ • ' ' ^ • 

501. QgniûDtronsmainlenant quesi Ton cou|!>e un paraboIoîJe hyp6rboUquc2 par 



X*) Ce IbêorèfiM* none tobdoM à |a démpaetratkin d'on proatème-plen et qoe^ron énonce àinM qu'il 

Y&it ; •* • . . • \ 

Ùt^nt dûanéef sur uxi pUn P deux droites A et B »o ouupanten ao point prênOB» enfla droite A 
deux ^ints arbitrairet a et è' anr 1a.droit6B''deuxpomUauaai arbitraires Ô et 6'; de telle aorte qnè 
lea droites aa' et bt' seront égales on inégales en luDguenrj de telle sorté qne le point d sera èa dehors 
oD en dedans des pointa d et n' on 6 et ; de telle aorte qne les tongneora ad et 6d aeront égales oo < 
inégales entre cUea. 

ircs'pointa a et (T, b et 6'é^tplaséstnr 1^ droites A et B, dirtsons la droite.oa en s parties égslea et 
^ dtrianns aussi la droite bb' en le même nombre n de parties égales entre elles , uniasona les pointa de 
dirimon d# la droit) Aarec cens de la' dixtite B,' en croUantoo oe'croiaknt paa les ligriéa ainsi qne 
l'indiquent Idi (fiff. JBt et ?65) » noos obtiendrons une série de droites qui, par leur inteoection deux 
i deux (en considérant deux droites auccesairea, , détegmineront un polygone dont les cèles sei^nt tous 
ungenla aune même parabole. . • * 

* ' Et en efltet : ' ‘ 

fCooa MTonaqneai l^adenx droites A»'el B, ^léfaées dans l'espace filoot A et B aecont leaproj«ctk>na 
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• . 

une suite do plans parallèles entre eux et il l'axe Z de la Surface 2, on obtiendra 
des paraèo/e« identiquesou superposables. 

Nous avons fait voir( n* 381 ) que lorsqu'une surface £ était engendrée par 
une courbe C qui so mouvait parallèlement à elle-même sans changer de forme 
ni de grandeur, l'on pouvait envelopper cette surfaceZpar un cylindre à tangent 
à cette surface suivant la courbe C; et qu'ainsi désignant par C, C'^C", è^rc. les 
diverses positions de la. courbe génératrice C, on avait des cylindres A, d'i d",.etc., 
respectivement tangents k la surface 2 suivant les courbes C, C, C", etc. 

*Et la réciproque est également vraie, savoir : si l'on peut construire une suite 
de cylindres A, A', A", etc. tangents A une surface 2 suivant des courbes C, C, 
C", etc., parallèles' entre elles, ces courbes C, C, C", etc., seront identiques ou 
superposables. ^ 

Nous pouvons donc.énoncer ce qui sait ! , . ' 

VU. Si fon coupe un paroboldide hyperbolique 2 par une suite de plans parallèles 
entre eux et à taxe Z de la' surface 1, ton aura une suite de paraboles identiques ou 
superposables. ‘ ' 

568. On démontrera commç pour la sphère (en employant le même mode 'de 
démonstration), que si l’on a deux sections planes d’un parabololde hyperbolique 
se coupant-en deux points ou n'ayant aucun point commun, on peut les enve- 
lopper par deux cOnes/et que si œs sections ont un point de contact un ne peut 
les envelopper que par un seul cène; mais il faudra que les sections soient tour- 
nées dans le même sens lorsqu'elles seront des hyperboles. 

De sorte que le théorème admet une resiriction pour le paraboloïdc hyperbo- 
lique. *• .' ^ 

.569. On démontrera comme pour la sphère ( en employant le même niode.de 



drthoçooalcs lar l« pUn P) , ci Voo mène une cérie de plane Q , Q', Q'',«le., parallèlec entre eux et cou- 
pant cea droites A, et B, ainsi qu'il soit : * 

^ Q coupera A, en un point a, et B, eô un point ^ 

Q' — — ’ ». — b\ 

' * • Q- - - a," -. 

etc. — w etc. «te. 

Si Pott m ène les droitee nnîstant les points bomologuos a, et , a/ et etc. , on anra en ces droites 

a.A,, etc., les génératrices droites (d*un système) d'on parabololde 2 ; et considérant on cjUndre 
a tangent à la sdrface Z, ce cylindre à ayant ses génératrices droites perpcodiculaircs aû plan P, comme 
ce cylindre a sera tangent à la surrace z suivant une parabole U sera coupé par le plan P suivatu une 
parabole /(laquelle aéra la projecticurortbogonalq 4é la courbe /,).. 

Le cy lind r e A, c omme étant tangent k 1a surface z, anra donc pour tangentes Jes dirertet génératrices 
droites a,a,\ 6.6/, etc. de la surface z ; dès lors U est évident que les droites o,c,', 6.6/, etc., se pro-, 
jerteront sur le plan P, en des droites tangentes i la parabole /projection de 1a parabole 
T SAETlt. 43 
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démonstration ), que si un cAne ou an cylindre conpe un paraboloïde hyperbo- 
lique 2 suivant une section conique, il recoupe cette euriace 2 Baisant une 
seconde section conique. , , - 

■'>70. Il est faeile de démontrer que : 1* lorsque l'une des polaires rÉcijnrmfuB$ 
perce le paraboloïde hyperbolique!, l'autré polaire perce aussi cette turiluce!. 

Et 2* lorsque l'une des polaire* réciproque* oc perce pas le paraboloïde hyperbo- 
lique 2, l'autre polaire ne perce pas aussi cette surface 2.. 

Et 3° lors<|ue l'une des polaires réciproques le paraboloïde 2 en un poinim, 

l'autre polaire lui est tangente en ce même point m. * 

Et 4’ si l'on a une droite D perçant la surihee hyperboloïde 2 en un point m, 
alors cette droite D est parolléle k l’axe Z de la surface 2 , et elle est on diamètre 
infini de la surface. 

Cela posé : • 

Si l'on mène deux génératrices droite^G et K d'un paraboloïde hyperboliçte 2 
so croisant en un point m de la surface 2, et si l'on mène -par le point m une 
droite D parallèle à l'axe infini Z de la surface 2, les deux plans (G , D) et (K, D) 
seront tangents à celte surface 2, cl ils seront l’un et l'autre paraUèleaà l'axe-Z. 
Le premier plan (G, D) sera parallèle au plan directeur P des génératrices du 
système G, et le second plan ( K , D ) sera. parallèle au plan directeur Q deÿ géné- 
ratrices du système K; l'un et l'autre do ces plans sera donc asymptote au para- 
bolüïde 2, la polaire D, réciproque de la polaire D sera donc tout entière située à 
l'infini. - , 

Ce qui vient d'être énoncé ci-dessus est facile à vérifier, et en efifet : j 
Soit donnée une droite D, de direction arbitraire par rapport è un paraboküde 
hyperbolique 2 ; désignons par s le sommet , et par Z l'axe infini de- la surface 2 ; 
désignons par G et K les génératrices droites de système* différent* se croisant au 
points. 

Les deux droites G et K coraprennent entre elles ua angle a et un angle 6 sUp- 
plémeqlairc de *. ^ • 

Supposons un plan Y passant par l'axe Z et partageant l'angle * , il coupera la 
surface 2 suivant une parabole i, et supposons un second plan Y' passant par 
l'axe Z et partageant l’angle S, il coupera la surCice 2 suivant une parabole 3^. 

Or, nous savons que les paraboles 3et 3* seront tournées en sens opposés, l’une 3 
ètanten dessousdu plan (G, K), l'autre 3* étant en dessus de ce mèmcplan(G, K). 
Cela posé : 

Si nous considérons un cylindre A tangent é la surface 2, et dont, les généra- 
trices soient parallèles à la droite D, ce cylindre A touchera la surface 2 suivant 
une parabole 3, dont le plan contiendra la polaire D, réciproque de D.' 
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Et il est évident que-si la droite D peroe la surface £ en deux points, la droite 
D, percera aussi la surface'2 en deux points. . '' 

Il est encore évident que si la droite D ne rencontre |>as -la surface £ , la droite 
D, ncrencontrcra p.vs aussi la surface £. ' 

D'ailleurs où peut facilement construire la droite D, , la droite D étant donnée 
de position et quelle que soit sa position dans l'espace par rapport au paraboloïde 
hyperbolique £; car il suffit de mener par D deux plans Pet P' coupant la surface £ 
suivant des sections coniques C et C', ces deux courbes seront envelo|>pées par 
deux cônes dont les sommets x et x* détermineront la droite Dj. Lorsque les sotii- 
mets x^t X seront & l'infini , ou, en d’autres termes, lorsque les deux cônes 
enveloppant les deux courbes C et C’ se réduiront i tin seul eylindre et quelle que 
soit la directibn des plans P et P', alors la polaire rfdpreque D, sera située tout 
entière à l'Infini; or, c’est <ie qui a lieu évidemment lorsque la droite D est pa- 
rallèle à Taxe Z de la surface £. ’ • 

57t. Nous démontrerons, comme nous l'avons fait pour le paraboloïde ellip- 
tique, les diverses propriétés qui existent pbur deux paraboloidcs hyperboliques 
concentriques et semblables. Les énoncés du ces propriétés sont les mêmes pour 
l'un et l'autre paraboloïde. ^ , • 

Ondoiudistin^ucr deux variétés de paraboloïde hyperbolique : celui pour lequel 
lus plans directeurs se coupent sous rao^e droit, la surface est alors dite rectan- 
gulaire, et celui pour lequel, les plans dtrecteurs se. coupent sous un angle aigu ou 
obtus, alors la surface est dite oôli^ue. ' 

Des tUoert modes de génération du paraboloïde hyperbolique , par des sections coniques. 

572 Premier mode dé génération. Concevons deux droites D et IVnon situées dans 
un même plan et fa'want entre elles un angle arltitrairc, et une troisième droite A . 
s’appuyant sur les deux droites f)et R, cl ayant unediréclion d'-ai Heurs arbitraire ; 
dcsigflons par d et r les points en Icsquèls la droite A coupe respectivement les 
droit?* D cl R; dési((nons par P le plan (t>, A ), par Q le plan ( R , A ), jwr K un 
plan quelconque yiassant par la droite D , par T un plan quelconque passant par la 
droite R , et par Z un plan quelconque passant par la droite A. 

Cela posé: ' ' 

Prenons sur la droite R deux points m et m', équidistants du point r, et prenons 
aussi sur la droite D deux points n et n', équidistants du point d. 

Désignons par T le plan (D, m), par T' le plao(D, m'), par 0 le plan (R, n), 
et par 0' le plan ( R , n' ). • , 

H 
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Les plans T el T' seront respectivement coupés par le plair( A , D), ou P, sui- 
■ vant deux droitics 9 et 9'. « 

Cela posé : . ■ • 

l' Nous pourrons toujours construire dans le plan Q une parabole B passant par 
les points m et m', et ayant pour tangentes en ees points les droites ( et i' ; cette 
parabole aura la droite A pour diamètre, et la coupera au point s milieu de la 
droite dr. • ' 

2* Nous pourrons toujoui^s construire dans le plan P une parabole U passant 
par les points n etn', et ayant pour tangentes en ces points les droites 9 et 9'; cette 
parabole aura la droite A pour diamètre, et la coupera au même point s^celui en 
lequel le diamètre A est coupé par la parabole B (*). 

La, tangente R' à la parabole B pour le point s sera parallèle à 1^ droite R. 

La tangente D' à la parabole H pour le point t sera parallèle à la droite D. 

Le plan ( D', R') sera donc tangent en même temps aux deux paraboles B et H , 
et il sera parallèle aux deux droites R et D. 

Cela posé : , ' 

'Parmi les plans X passant par la droite D, prenons celui qui sera parallèle au 
plan( D', R'), et traçons dans ce plan X une hyperbole X ayant son centVe au 
point d, et pour diamètre transverse la droite mt', et pour asymptotes deux droites 
arbitraires L, et L, se croisant au centre d. • • i 

Si l’on fait tourner le plan P autour delà droite A comme axe de rotation, ce 
plan'P prendra diverse^ positions Z% Z",^ Z'",.... et la parabole H prendra, en 
changeant de forme, les positions U', U", H'",... dans chacun de ces plans Z', Z", 
Z'",.,.. Chaque forme H', II", H'",... de la parabole mobile et variable H seront 
faciles B déterminer, car^pour le plan Z', par exemple, ce plan Z' coupera le 
plan ( D', R') suivant une droite ÿ, et l’hyperbole X en deux points t et et la 
parabole H' passera par les points 1 et i, , et elle aura pour tangente au point » la 
droite d' el pour diamètre la droite A. . . • 

l>a parabole H prendra donc les diverses positionsindiquées, ci-dessus , sur les 
divers plans Z compris entre les plans (A, L,) et(A, L,), chacun de ces plans Z 
coupant en deux points l'hyperbole X,etl’op voit qu’à mesure que le plan Z ap- 
proche du plan( A, L. ) ou du plan (A, L. ), la parabole U tend à devenir une 
ligne droite. Ainsi parmi les paraboles II, H', II'',... on aura deux droites U, et H,, 
tracées dans le plan(D',R')et parallèles respectivement aux asymptotes L, etL.de 



point i »cra le milieu de la droite dr, {K>ur )*anc et pour Tautre parabole B et H , parce que U * 
4oo9‘Uxigente eat double de rabaçîMe daxi» la parabole , que cette parabole aoit rapportée àdeeaxes 
reetanguUircs ou à dca axes obliquai. « > . ■ * • • » > 
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l'hypcrlMlc X, et lorsque le plan Z dépassera le plan ( A , L. ) ou le plan (A , L.), 
alors il ne coupera plus l’hyperbole X; on devra donc, pour achever lu surface, 
concevoir que par la, droite R on a mené un plan Y parallèle au plan ( D', R')’ et 
que’ l’on a tracé dans ce plan Y une hyperbole X' ayant son centre au point r, pour 
diamètre Iransversfrla droite mm', et pour asymptotes-deux droites L,' et L.', se 
croisant au centrer et parallèles respectivement -aüx asymptotes L, et L.de l’by 
perbolc X. ' 

Alors la parabole B, en se déformant pendant qu’elle tourne autour de l’axe A , 
Aye.ndrera la Seconde partie de la surface. 

Il est évident que, par ce mode de génération, on obtiendra tin paraboloide 
hyperbolique. ' 

Dans ce mode de génération , on a pour génératricts des paraboles et pour 
direclricet deux hyperboles inversement semblables. , 

btSSecond mode de génération. Tout étant disposé ainsi que nous l’avons dit 
ci-dessus, nous pourrons faire tourner le plan X(qui contient l’hyperbole X)au- 

tour de la droite D; ce plan X prendra les positions X', X" , X'" et la courl>e ). 

prendra les positions successives X^, X., X,,... dont la forme sera déterminée de la 
manière suivante : * e 

Prenant la parabole H et une seconde position H' de cette courbe H , on considé- 
rera ces deux paraboles H et H* comme directrief$ du mouvement de l’hyperbole 
génér^rire X. Dès lors le plan X' coupera , f la courbe H aux points» et n', et 
2* la courbe H' aux pointa n, et n,', cl 3* la droite R en un point r'. 

L’hyperbole X., en laquelle se transforme l’hyperbole X en passant du plan X 
dans le plan X', passera par les paints n, , n,', n , n', et elle aura pour tangentes 
en les points n et n' les droites nr' cl n'r'. 

On déterminerait de la même manière les diverses hyperboles X., X,, Enfin 

lorsque le plan X, après avoir tourné autour de la droite D, et pris une série de 
^sillons en lesquelles il coupera la droite A , viendra passer par cçlte droite A , 
l’hyperbole X se transformera en la parabole H. • 

Parce mode 'de génération , on construit la surface en son entier; il diffère 
donc du précédent, qui ne permet de construire la surface que par moitié. 

Dans ce modcde génération on a pour génératrices des hyperboles et pour direc- 
trices des paraboles, v . 

blA.Troisiémemodede génération. Le paraboloide hyperbolique peut être engen- 
dré par une parabole 3 de forme invariable se mouvant parallèlement à elle-méme, 
un do ses points parcourant une parabole fixe 6, les axes infinis des deux para- 
llèles j et 6 étant parallèles entre eux et les doux paraboles j cl 6 étant tournés en 

sens inverse. • ‘ i • 

• 1 ‘ 
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Ainsi , clans ce tncKle de génération , on a pour géiu'ratrice* des paraboles, et 
(X)ur directrice une parabole. • ^ 

575. Quatrième mode de génération. Étant tracée sor un plan X une hjrpcrbole it, 
on construit une corde coupant ses deux branches, l'une en un point n etTautre 
en un point n'-, par le milieu dde la corde nn',' on mène une droite A de direc- 
tion arbitraire par rapport au plan X ; on prend sur la droite A un point a et dans 
le plan (a, n, n'), un mène par le point a une droite 9 parallèle à la ciorde nn'; 
onsuité on trace dans le plan (a, n, n'} unc'^rabole H passant par les points 
n , n' et a et ajnut pour tangente au point a h droite 9. ^ 

, , Cela fait, on fait mouvoir l'hyperbole X parallèlement à cile mème elle variera 
de forme, mais elle restera toujours semblable et semblablement placée et de 
lelle manière que scs points n et n' décriront la parabole H. 

Par ce mode de génération , on ne peut construire que la moitié de la^surlbce; 
pour obtenir la seconde moitié il fondrait prendre une seconde parabole dirccrrice 
9' tournée en sens' inverse par rapport à la parabole 6 et les hyperboles généra- 
trice» X seraient inversement semblables aux hyperboles 

Dans ce mode de génération , on a pour génératrice» der hyperboles et pour 
directrice une parabole. 

• ' V,' • . 

DES nVPEJtBOLOlDES K DEUX NAPPES. 

57Ô. Traçons dans le plan vcrtichi une hyperbole H (fig.^GG) et prenons le 
plan horizontal de projection perpendiculaire i l'axe transverse de cette courbe. 

Désignons par Z cct axe trausverse et par A et A' les deux asymptotes de la 
courbe H , lesquelles droites se croisent au centre o. 

Cela posé : ' ' 

Faisons tourner la courbe II (comme courbe méridienne) autour de l'axe Z, 
elle engendrera une surface de révolution S, et ses asymptotes engendreront un 
cône de révolution A ayant le point o poursotnnict. 

La surface 1 est composée évidemment de deux naj)pes distinctes , et chacune 
d elles est infinie dans un sens. Cette surface 1 à reçu le nom A’htjperbolôide à deux 
nappes et de révolution , et le cônc'i est dit cône asymptote de la surface 2, car il est 
évident que , puisque les asymptotes A et A' touchent la courbe II à l'infini , le 
cône A touchera la surface 2 suiyanl deux cercles situés à l'infini , l’un de ces 
cercles appartenant à l'une des nappes, l'autre cercle appartenant à l'autre nappe 
de la surface 2. ’ 

Cela pose: * • ’ 

Prenons un point x sur la surface 2 et faisons passer 1* par l’axe Z et le point x 



Digitized by Google 



— 343,— 



un plan M coupant la aurfitoe suivant un méridien H' et 3* par le point x un 
plan P perpendiculaire à l’axe Z et coupant lu surface Z suivaht un paratléle 3. 

Les tangentes au point x , savoir : B à II' et $ à 3 délerniineront un plan T tan- 
gent au point x à la* surface 2. 

Or, le plan M coupe le câne A suivant deux génératrices droites G et G', asjfwp- 
toles de l'hyperbole méridienne U'; donc 3 coupe G et G' en deux (wints g et g' 
tels que l'on a ; gx=g'x. 

Or, le plan P coupe le cdnc A suivant un ftrcle C con centr H|ue au cercle 3, 
donc ( coupe C en deux points q et 9* tels que l’on a ; qx =;q['x. 

Or, le plan TcoupelecAneAsuivantoneeJli{)$eEdoiitle pointx sera le centre, 
car les deux droites fT' et 99* sont rectangulaires entre elles, et si l’on construit 
les tangentes à la courbe E pour les j)oint 9 et 9* on trouve qu’elles sont hori- 
sontales;. les deux droites 99* et gg forment, doue un système de diamètres 
conjugués rectangulaires entre eux , clics sont donc les axes do l’ellipse E. 

Dès lors, si dans le plan T on mène par le p^int x une droite quelconque L, 
elle coupera l’ellipse E en deux points t et /' tels que l’on aura : xi xi’: 

Cela posé : 

Si l’on mène un' plan Q de direction arbitraire, mais coupant la surface 2 sui- 
vant une courbe 6 et le cAue A suivant une section conique S,, il sera facile 
de démontrer que les-courbes â et 6, sent concentriques et semblables et que 6 
n’est nutre qu’une section conique j et «n effet : 

Si par un point x de la courbe 6 on mène un plan T tangent à la surface 2 , il 
coupera le plan Q suivant une droite L, laquelle peredra la -section conique 6, 
en deux points Ict f tels que l’on aura (en vertu de ce qui a été dit ci-déssi^) 
xIœt x?. E3 cela aura. lieu pour tous les poiuts-x de la courbe 6. 

La eourbe 6, qui est inconnue, est intérieure par rapporté la section conique 
Mais il a été démontré (n* 342 èis, 1‘) que lorsque l'on avait deux courbes telles 
que € et 6, , elles étaient deux sections coniques concentriques et semblables. 

Ainsi, on peut énoncer ce qui suit : 

I. Tout plan , quelle que toit sa direction., coupe un hyperboloidp à.4eux nappes -et de 
révolution suivant une section conique, qui peut être ou une ellipse ou une parabole 
ou une ligperbole , <wv<D;f la direction du plan sécant par rapport au cône asymptote de 
la surface hyperboloide. 

II. Une droite peut percer un hyperboloïde à deux nappes et de révolution en un. ou 
deux points , maiv elle ne petit le rencontrer en plus de deux points. 

Menons par le centre o de rhypcVboloïdc à deux nappes et de révolution 2 une 
droite D coupant cette surface 2 en deux points d et tf; le point d scqi sur I une 
des na|)pes et le point <f sera sur la seconde nappes 
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Par l’aie Z de révolution et la droite D nous ferons passer un plan P coupant 
la surface I suivant une hyperbole méridienne H ,• et ce même plan P coupera le 
cône asymptote A suivant deux génératrices droites G et G' qui serpnt les asymp- 
totes de la courbe H , laquelle aura le point o (centre de la surface Z^pour son 
centre. • ■ ' - " 

La droite O percera l'hyperbole U en les points d et d'. 

Cela posé: . > 

Par la droite D faisons passer unt infinité de plans R, R', R”, etc., ils couperont 
la surface S suivant des sections coniques a, a, etc. qui seront toutes des 
hypcrbolès en vertu des positions que les plans R ] R', R", etc., affectent par rap- 
port au cône asymptote A; puisque chacun de ces plans coupe le cône A suivant 
deux génératrices droites. f . 

Construisons au point d un plan 0 tangent à la sucfaco 2, ce plan 6 sera coupé 
par les plans R , R', R", etc., suivant des droites 9 , 9', 9", etc., qui'scront respec- 
tivement tangentes aux courbes a, a', a", etc., et au point d. 

' Construisons au point d* un plan 0, tangent à la surface 1, ce plan 0, sera 
coupé par les plans R, R', R", etc., suivant des droites 9., 9..', 6,", etc., qui 
seront respectivement tangentes aux courbes a, a', a", et au point (f. 

Or, comme la surface 2 fôt de révolution , les plans 0 et0, seront perpendi- 
culaires au plan méridien P; et comme Ja droite D est un diamètre de rbyi)erbole 
méridienne H, il s’ensuit que les plans 0 et0, sont parallèles. Dès lors, les 
hyperboles de section a, a, a", etc., auront toutes le point o pour’ccntre et la 
.drbite D ou dd' pour dia&iètrc commun. , i . . ' 

^ela posé : . ■- • 

Prenons le plan méridien P pour plan vertical de projection , èt projetons, 
orlbogonalement sur ce plan P les courbes a, a', a", etc., nous obtiendrons les 
hyperboles a’, a'’, a"’, etc., qui auront la droite dd' pour diamètre commun, et 
qui auront en d et d* pour, tangentes communes les droites parallèles entre elles 
1 et X intersectiota du plan P par les plans 0 et 0.. Or, si l’on. mène une droite Y 
parallèleà A, elle coupera respectivement leS courbes di% a", a'", etc. , en les points 
m’, m'", m"', etc., qui seront les projections des points m, m', m", etc., situés sur 
les hyperboles a,. a', a", eiç., et tous ces points m, m', w", etc., Mront sur la 
section conique y intersection de la surface 2 par le plan X perpendiculaire au 
plan P et dont V' est la trace verticale; et évidemment le plan X est parallèle aux 
plans 0 et 0 ,. 

Or, l'on sait ; I* que les tangentes Ç":, etc., menées respectivement aux 
points m"', etc. , des courbes a’, a", a"', etc.,secoupcnten un même points 
situé sur le diamètre Dqui estjui-méme situé sur lé plan P (n*346 1 er), par consé- 
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qaemlea droites £, eux, qui soronl les tangentes aux courbes de l'espacec , 

« »«“ «etc. pour les points m', m’\ etc., se couperont en ce point s,elc. , etc. ; 

2* que si l’on mène, une seconde droite V" paralléjo à V et coupant les courbes 
a*. «^oI'^etc., en les points 11% »'% «"%-etc», les poipts n, n',n\ etc., de l’espace 
serolft sur une s^ion conique 7''inlcrse<2ion du plan X' et de la surfacé’z -.en 
sorte que les deui courbes y et / seron%déS seclious parallfles de la surfade 1, 
et les droites 3", i*, etc. , 'qui uniront les points m’ et n% »»'• et n**, m'" et 
n^l etc., iront se couper en un môme point s, de la droite D; dés Ibrs , les droites 
de l'csftace^i , y, â", etc., qui uniront doux à deux les points m et n , m'cl à', m"ot 
n", etc.', iront çe couper en ce même point s,. 

Lesdroitesî, £', etc., forment doncuii cône K tangent i la surfaqe’^smvant 
la' section conique f *•' • ' 

T.osdroitra j, f , 3", çtc. , forment donc un cône K, qui coupe la surlacé l. suir 
'■antMeufseclioiis coniques parbllêles entre elles , y et y'. 

Si 1 on a une suite de plana X ^ X', X", etc. , parallèles entre eux et au plan 0 , 
ei dés lors perpendiculaires au ptai» r, «es plans couperont la surface S suivant 
des sections coniques setbblabieé et seniblablenient placées y, y', y", etc. 

Ces«oprbc.s y,y\ y", etc. , couperont rbjqjerbole méridienne H en des.^jnls 
h, h'. A", etc., pour lesquels les plans Ô, Q’, Q", etc., tangents à la surface 1 
seront |Mvj>codioalaires au plau méridien V; dés lors, les langentcs'aux courbes 
7> 7 ces points b', A", etc., seront pçrpcudiculaires ad plan P; dès 
lors, sj I ou faU^moüyoir le plan Q tingcotiellemeut à là surface 1, son point de 
contact h parcourant la courbe Ji , la surface développable eovelo|jpe de l'espace 
parcourue par ce plan sera un cylindre ayant l'hyperbole méridienne H pour 
sedtion droite; . s - 

V * ’’ • - . t • • -V •- .M » ^ • > . • . , 

57Z. 0 après ce qui précédé, on. peut énoncer ce qui suit : , ' 

^ III. St l on prend un point % bore de l'hyperboloide d deux nappes et de révoluihu 2, 
ei on. le regarde comme le sominel d un cône tangent à. la sttr/oce^ 2,, la courbe de 

cotBact y fera une courbe plané , et dés lors une section couigue, . 

1 Si le point Z est dms' C intérieur du due asymptote à , la courbe de contact y sera 
une ellipse; ‘ j . , i ' • • , . 

2* Si le pottUr Z est sur le cône asymptote^ la courbe y sera une parabole; ■' 

3" Si le point Z est hors du eûné asyntplote , la courbe y sera une hyperbole. ' ■ 

IA . &’ fonjait mbuvoir un plan & taàgeniiellement à une surface hyperboiuide à deux 
nappes et de révolution 2, et parallèlement à une droite B , la courbe de contact senr * 
une hyperbole diamétrale, et le problème ne sera -possible qu’ autant qd en menant par le 

î* rtMir. 44 . . 



• Digitized by C= ;3gU 



— 346 — 



cémfr« ode la tutjaee l"; ou fe tdnunet o du c6u* atyukpMe À, une droite b* paraUilf 
<i B, celle droite B' sera ntuée dm* finUrieur du cône A. 

Vt Une tuile de plant parallèlet coupent Chgperbolotde à deux mippet et de rivàluiion 
tuivnnt de* sectioni cotiiiiues temblablè* et temblablement placées. ' _ • _ 

En v«rlu de ce qui à été détnoniré touchant deux sections coniques ."“coneen- 
Iriques et semblables, et semblabL-ment (Slacées, on peut énoncer ce qui sui?: 
VI. &Conadeuxh^erbokiide*àdeuxnappeietde révolvtiott^et2,'ttÿcMtmébtp 
axe de rotation Z et conçentriquet et temblablesi *i Cm mène un plan T langent fn m 
point ui d la surface intérieure S, ce plan T. coupera la surface extérieure £''*uivani 
me section conique y (font le point m sera le centre. ' 

Si l'on fait rouler sur la courbe y un plan tangent A la surface t, ce plan eugendrera 
un cône K dont le sommet t sera sur une troisième surface i" gui sera un hyper- 
bobnde à deux nappes et de révolution concentrigue' et semblable aux deux premiers Z 
etl’. 

Si Con_ a deux hyperbokndes à deux nappes et de révolution Z" et 1' coacenirigues 
ét semblables, et ai Con considère chaque point i de la surface Zf cornme le. somme! 
(Cm cône K tangent à la surface intérieure X suivant me section conique y, laourface- 
enveloppe de tous les plans des courbes'y sera un troisième hyperbofoide à deux nappes' 
'et dé révolution Z , concentrique et semblable aux deux'premiers Z' «i Z". • ■ 

On peut appliqiici' à rh^pcrboloiTTe h deux nappes et de révolution, et cela 
môt à mot,' la démonstration qui a été donnée pour la^sphére au sujet des 
polaires réciproquts; il suffit de changer le mot tcrcle en le mot section couiquê. 

On petit donc énoncer cé qui suit; • ' , ^ . 

VIL Si par me droite D extérieure d m hÿperboloidé d deux nappes et de révolu- 
tion'!, on mène deux plant T eiT* tangents aux points ni et m'. Ut droite D' qui ttnit 
les points de contact m et m' est la polaire réciproque de ta droite D. ' ' . 

Lespoints m et m' senmf sur une même nappe de fa surface 2, si la droite 1> coupe 
fe cône asymptote A \ees points m et m' «eroni , Fun sur une des nappes et C autre trff la 
seconde nappe' de Ut surface Z, si h droHe D ne rencontre pos te cône A; ‘ _ • 

578. Toutes les propriétés que nous avons reconnues exister pour Velliptcnde de 
révolution et le paraboUâde de révolution , subsistent pour V hyperbofoide d deux 
nappes et de révolution; et tout ce qui a été établi rigoureusement ci-dessus, 
permcttra.de les démontrer ( ces propriétés) ou de les déduire comme contdfuen- 
cet; et il ne sera pas difficile de reconnaître les modffications que doit faire 
apporter dans les 'énoncés la forme ' particulière de l'hyperboloïde à deux 
nappes. ‘ •' "• 
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Ttem^mutHon de rkgperboioide à deux uappet el dé révoUaion en vn hi/perMalde 
,, à deux uofpet el li irût axet ûié^ux~ • • ' 



. 570. Concevons un hyperboluUlc i deux nappes et de révolution X dont l'axe 
de rotation Z soit vertical. - .. >- ' •, j-» 

Prçpons ^our plan vertical de projection, un plan pessanCpar l’axe Z et pour 
plan borizontal.dc projection., un plan perpendiculaire à cet axe Z. 

Lc'plan vertical coupera la surracel(yiÿ.2ti0) suivant une hyperbole méri^niie 
H, et le^cdne asymptote 4 suivant deux génératrices droites G et G'. Le plan 
horizontal coupera la surface 1 suivant un cercle C et le cùoc A* suivant un cercle 
C'; ces deux cercles Cet C' seront concentriques' et auront le point ZA pour 
centré commun.. , . 

Cela posé : ç _ 

Traçons dans le plan boruonial une ellipse E concentrique au ceréje C etjjyànt 
le diamètre na'de ce cercle C pour Pun de ses axes.' 

L’ellipse E sera Ja iransformét cylindrique du cer cle C, de sorte que pour 
unè même abscisse qnf, les ordonnées mm’ el m'.m' seront dans un rapport 
constant. « , • 

Si par Taxe Z on fait passer un plan X, ce'j[>làn coupera la surface (le révolu- 
tion I suivant une hyperbole méridienne II* qui se projettera sur le plan vertical 
de projection eaunc hy[>erbole U *. 

On transformera cytimlriquemeiu le plan X en un plan X, passant par l’axe Z, 
et l’hyperbole H' en-une hyperbole H, 'située dans le plan X, ; et celte courbe H,' 
sera dés lorsJa section faite par le plan X, dans le cylindre avanl'H',' pour 
stttion droite. , ■ . . • . 

_^o monuni pàç l'axe Z une cuite de plans X,.X', X", etc.. Us couperont lu 
sprlace de révolution X- suivant des hyperboles- H , ü'. H",, etc., eticqs plans se 
. iransformeront cylutdriquemeni en des plans duHuélraux ( passant tous |>ar l'axe Z.) 
X,, \,(, X,'*, cie. , sur lesquels scroqt Icshyperboteall,, -QiS U,", etc., irauifor- 
tnéet cyiMriqaes des diverses courbes méridiennes H, 11', U^r-OlCM de la surface X. 

Toutes CCS hyperboles il , , H,', etc.,, détermineront une surface X, com- 
posée dè deux nap|)essé^rée» entre elles comme pour lar surface X- Et U est des 
lors évident que tout plan passant par l’axe Z coupera la surface X, suivant une 
hyperbole, et que tout plan perpendiculaire à l'axe Z coupera cette surface X, 
suivant une ellipse. , . •' . . ■ 

Et il est encore évident , en vertu du mode de Iraneformaticm cytindrique em- 
ployé , .(pie les sections faites dans la surface X, par des plans perpendiculaires 
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à I aie Z seront des ellipses semblables et semblablement placées. Cette sur- 
face 2, a reçu le nom d làjperbot^fide A deux tiappet èt A trois axes inégaux. ' , 

Il est , en outre, évident que toutes les propriétés que nous avons reconnues exis- 
ter pour l'bypcrboloîdeà deux nappes et de révolution 2 , passeront au moyen du 
mode de transfomtation ajlindrique sur rhypeflwloîdeà deux nappes et à trois axes' 
inégau!^ ^ Ainsi, Vhyperboloide à deux nappes et. à'iroU axes inégaux jouit des 
mémos propriétés que VeUipsdide à trdis axes inégaux et «jue le parabolo'tde elliptique, 
sauf lès modifications que la forme de chacune des surfaces peut et doit y appor- 
ter, modifications qu'il est faci'le de reconnailro! 

Ainsi, en se servant du même mode de démonstration que celui employé pour 
la 'sphère, nous démontrerons avec facilité que ; ' . . • ' 

t* Si un cône coupe un ktjperboUnde à 'deux m^es et à trùs axes inégaux' sui- 
rani une section conique , il recoupe cette surface suivent une seconde section conique ; ’ 
2* Deux sections planes d’un hyperboloide à deux nappes et d trtus^ axes inégaux , 
peuuènf Uuqaurs être enveloppées par deux canes , ii tes secüons planes ne coupent 
pas ou se eokpent eudeux points, et par un seul càné si lès deux tectioas plaises ont un 
point ds contact ; et'celtf propriété subsiste, les'deux sections p^es.étant situées en 
même Umps sur une seule des deux nappes de Vkgpetboloù^ , ouf me 'des sections 
planes étant sur F une des deux nappes, Vautre section plane étimi sur Foutre iiempe de 
fhgperboto'ide'i ; 

s,-> , • V ;•.••• 

Des trois axes de Fhÿperbobtide d deux nappes et'noa de révolution. ' ' 

. 580. Noua avons dit ci-dessùs qtre la sudhco 2, avait été nommée, d trois àxes 
inégaux ; cherchons ces axos. ^ 

n est évident que si l'on emploie le même ibode de transformation cylindrique , 
qui nous a servi é transformer l’hyperbeloide de révolution en un hyperboloïde 
non de révolution,, on transformera le cène de révolioion 4 asymptote à l’hyper- 
boloide du révolution 2en un cène ohlique( non deTévoilulion)4, qui sera asymp- 
tote A l’hyperbaloïde 2 ,.- . 

Lee deux surfaces-è. ef2; seront letles'qtie si" qn les coupe' par un plan Q 
perpendiculaire A rojceZ, l’onubliendra deux ellipses conoenfriqueset semblables 
et semblablement placées, et dont lè centre sera au point q en lequel le plan Q 
coupe Taxe Z. r • ‘ . i . 

/ Or, lorsque nous avons (n* 374 fer ) cherclié les axes d’un c6ne oblique, noos 

avons déterminés, par ces axes combiné deUX'A deux . trois plans qui étaient rec- 
tangulaires entre eui; et qui étaient de plus des plans conjugués, chacun d'eux 
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coupant, rectaogulairtflnenl et en parties égales, les cordes parallèles i l'are par 
lequel il ne passait pas. ' ^ 

Dès lors, on voit que l'hyperboloîde X, aura pour sjKtènKs de plans diamé- 
traux conjugués tous ceux de son cène ast^mptoie à,. 

, Dés lors, aussi, on voit que l'hyperboloïde X, n’aura qu'un <grs(ème de plans 
diamétraux conjugués et rectangulaires entre eux et qui sera précisément celui 
de son cène asymptote A,. . 

On peut donc énoncer ce qui sui^ . ' ' ' . . 

i” Un hyperboloide à deux nappM et mm dejévoiution n une infiailé de tytUmet de 
plans diamitraux conjugués et un seul système de plans diamétraux principaux ou 
rectangulaires entre eux ; 

S* Ayant déterminé le cône asymptote d'an KyperMoïde d dtux nappes , on déler- 
minertf les trois axes rectangulaires entre eux de ce cône , et Ton aura la direction des 
trais axes rectangulaires entre eux de C lÿperbolôlde ù deux nappes. 

Déterminons maintenant la longueur des axes de l’Jiypcrbolojde i deux nappes 
et non delrévOlution. 

L’axe Z coupe la surlace hyperbolgide X, en les deux points d et d'( fig. ‘XO*? ). 

Un plan perpendiculaire & Taxe Z coupc ht iurfacc X, suivant une ellipse E,et 
le cène asymptote A, suivant une ellipse E,, et ces jd^uz courbes^E et E, sont 
concentriques et semblables et semblablement placées. 

Si par Je (loint don mène un plan 0 perpendiculaire à l'are Z, il sera tangent 
en d à la surface X, ( en vertn du mode de trmsformaüon cytinilrigue qui nqus a fait 
passer de l'hyperboMde de révolution Xi la surlacc non do revoutio^ X.Jet 
coupera le cène A, suivant uuc ellipse E' semblable et soroblablement placée | par 
rapporté l'ellipse El* _ 

Celaposé: - . ‘ . , 

.. Si par l'axe Z on fait passer un plan quelconque, il coupera la surface X, Sui- 
vant une hyperbole, et 1e rOne A. suivant'deux génératrices droites qui ^ en vertu 
du mode de transformation employé pour passer des surfaces de révolution X et A 
aux surfaces non de révolution X, et AÏ ) seront les asymptotes de cet hyperbole 
de section. 

Or, on sait, que si au sommet d d’une hyperbole on mène une tangente S 
à celle courbe et coupant une des asymptotes pn un pointu, en désignant para 
le centre de la courbe^ les droiietod et dn donnent les longueurs des demi-axes 
de l'bypcrbole 

Dés lors, si par l'axe Z on méne.un plan X coupant l'hyperboloïde X, suivant une 
hyperbole H et la courbe E' en un pointa', les demii^xes de la courbe II seront 
égaux i od et do*. . 
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Et si r<yn (!on^it un cylindre aynnt l’ellipse E* pour sedloo droite et ayant dès 
lors ses génératrices droites parallèles à l’axe 'L , ce cylindre sera coupé par un 
plan P passant par le certtrc o de la surface 2, (OU-le sommet o do côue asymptote 
A, ) et mené perpendiculairement à Taxe ï , suivant one ellipse. 3 identi<|ue à l’el- 
Iip4c E'; le plan X coupera l’ellipse J en un point p, et dés- lors las demi-axesvde 
l’hyperbole H seront ep et od, le pbînt'o Nantie centredeceUecourbe H. •ï- 
On.voitdonc que toutes les hyperboles H, situées dans les dfversplansXtqui pas* 
sent par l’axe Z, ont un n)éme centre o-ct un demi axecommunet Iransverse orf, et 
que le 'second axe qui fcst non trsnsvcrse varie comme les diamètres de l'ellipse' 3. 

Si l’on conçoit les axes A et B’de l’ellipse®, 1^ trois plans ( A, Z }/[ B,Z ) et 
( A'. R) seront les plans diamétraux principaux de la surlacé 2,, etcesonflesBXes 
de l’cIlipsc Jet la drôite dd' situéesur Z, qui sont dits les axes de l'hyperboloide 
2, ; et les points d et ‘tf en sont dits les rommeù. 



i. 



/•- % ^ f:. 



Desseaions circulaire* de f hyperbolâide à deux nappes et d trois àxès inégaux.' 

'' ' - _ 

531. L'hypcrboloïde non de révolution Cti deux nappes 2, est toujours coupé 
par on plan quelconque P suivant une section conique E qui est concentrique et 
semblable et semblablement placé'A la section conique E, obtenue dans'son cène 
asymptote A, par le même plan P. ' ‘ ’ 

Or nous savons qu’un cOne^oblique A, peut étle coupé par oh plan et sous 
deux directions contraires, suivant des cercles; dés lors; il est évideiit'que les 
phins qui donneront des siciions circulaires dans le.cAnc asymptote A.\ donne- 
ront aussi des sections circulaires dans l’hyperbuloide à deux nappes et à trois 
axes inégaux 2- ' . • ' ' 

Ainsi , il est démontré que : f kyperboloute à deux nappes et d trot* axes Inégaux 
jouit de là propriété davoir des sections circulaires et qu'on peut les déterminer faci- 
lement au moyen de son cône asymptote. \ 

De plus, il est démontré que : tes plans des sections' circulaires de {hyperbo- 
loïde « deux nappes et à trois âxes'inégaux sont parallèles à l'axe moyen de cette 
surface. ’ . _ " . , . " ' ' 



Oc* divers modes de génération dont est susceptible CkyperboUade à deux nappes 
' • et à trois dxes inégaux. - ' ' ■ • 



582. Ce qui a éfé dit au sujet despofatrrs réciproques, nous permet de vçir sur- 
Ic-éhamp que l’on pourra engendrer chaque nappedcrbyperf)olo>de''à deux nappes, 
eumnie nous avens engendre le paraboloïde elliptique, et qu’il sulBrade remplacer 
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\»fitfahoLe» coiwidéfoes soit oonuae des gé»ércaric*t, ou soit comme des dindrices 
dans lo paraboloide eliiplique, par de* hyperboles , pow obtenir riiyperbnloïde 
à deux nappes. * - 

iVinsi, on aura deux modes principaux de génération ou de coatiruction, savoir : 

1* par des ellipses génératrices se mouvant sur une hyperbole directricei 2* par 
(les- hyperboles génératrices se mouvant sur um ellipse directrice. 

‘ Dans le premier cas , chaque ellipse coupera en deux poinis la même branche 
de l'hyperbole. . . 

Dans le deuxième cas, chaque hyperbole coupera l'cljipseen deux points et par 
' une seule de ses branebes. 

' ■ » • . 1 ■ . 

'J 

DES Uf PtRBOLOIDES A UI«E 5APPE. 

• .*■' - -T • ' . i 

. 583.'Noûs avons vu, dans le'chapitre onxième, que si l’on faisait mouvoir une 

droite sur trois droites, on engendrait une surface 2 qui, 1* était doublement ré- 
glée; 2* avait un centre O ; 3* ce centre O était le sommet d’un cène A intérieur à la 
surface!, et ayant pour directrice on .base une section conique, et il était tel que 
chacune de ses génératrices droiterfî était parallèle à deux génératrices droites et 
de syUétMM différents K et L de ta Mrfece 2 , fa première généralriee, K, appartenant 
an pr<«iiiier*ÿ*iéj«ede'génératlon en ligna droites, la seconde génératrice,!;, appar- 
tenant au second système de génération en lignes droites de la surface 2 ; 4* le plan T 
tangent au cône A suivant la génératrice G coupait la' surlbce 2 suivant les droites 
K et Lct était un plan asymptote de cette surface!; 5*toulplan P coupait la sur- 
face 2 et le cône A suivant des sections coniqnes, cônoentriques et semblables et 
scmlilablement placées. 

La surface 2 a reçu le nom d'hypcrboloîdc à une nappe et è trois axee inégaux. 
Célaposé : •• ; ^ ^ . ' 

Le cône A étant un cône oblique non de révolution , nous pourrons toujours 
déterminer ses axes X, Y, Z(n« 374 bis et suivanU ), et en menant un plan P 
porpcndiculxire à l’axe X-, nous aurons pour section dans le cône A. une 'ellipse 
E , et pour section dans la surlhce Z une ellipse E'.et les courbes E et E' seront 
si'roblables et semblablement placées , et auront pour centre commun le*^ point p 
en lequel FaxeZ çst coupé pa'r leur plan P. 

Si l'on mène par l'axe Z un plan Q; ce plan cotera le cône A suivant deux 
génératrices droites 'G' çt G'(«l les angles Z, G, et Z, G' seront égaux , puisque la • 
droite Z est un des axes du cône A ),el si nous menons deux plans tangents T 
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cl T au c6m &, le premier par ta droite G et le second par la droite G', le 
plan T cou|icm Phyperboloïde 1 suivant deux génératrices droites K et L, et le 
planTcoiipcraaussi l'hyperboloïdc ^suivant deuxgénératrieesdroiteB K'el L*. Les 
droites K et L', K' et t se coOperonl respectivement en les points Pot/, corotne 
étant des génératrices de lysUmeg différenU. 

1^ droite II' passera par .le centre o de la surface 2 ou. le sommet o du o6ne 
asymploleA; le plan B' passant par K et L' et tangent au point là la surface 2.^ et 
le plan 0' passant’par K' cl L et tangent au point V i la surface 2 . seront paral- 
lèles entre éux et au plan Q. , ■ 

Si Toamèneparlecentreo, ou sommet o, un plan R perpendiculaire!! l’axçZ, 
ce plan R, (]ni ne sera autre que te plan diamétral principl(X, Ÿ) du cène A, 
Sera perpendiculaire aux trois plans 0, 0/ et Q, et coupera la surface J suivant 
une ellipse i qui aura le pointe pour centre; et puisque le plan 0cst perpendicu- 
laire au plan R, les droites K et L'seront proietéesortliogonalemcat par leplan 0 
sur ce plan K survant une seule et mente tangente 9 i la courbe 9 ;par h meme rai- 
son , les droites k 'el L.sc projeUeronl urüllogonalemeiit sur ^3 plan R suivant une 
droite 6' (iuler^lion des plans 0| et R )qiii sera tangenicà lacourbed;cl .eorome 
évideniinent la surface X est 8]rmétriquc par rapport eut trois plans dramétraux 
principaux (X,Z),(Y,Z),(X, Y ) de'son cène asymptote A» ci. que ceS plans 
stmt en meme temps les plans diamétraux conjugués et principaux do'la surface 
i, ii.s'çnsuit que les points t et f sont néoessaironeôt sur l'ellipée i et ne sont 
autres que jospoiots de contact dnsidroUcsIS et 9' avec cette ellipse il Mais la 
chose est évKlenio en, remarquant que les deux plans T et t' se coupent nécessat- 
remcnl suivant une droite! per[)cndiculuirc & l’axe Z( pui^ue les génératrices G 
et G'^sont dans un plan Q passant par. l'axe Z i^u cône A ), et celle droite I ne 
sera autre que /r. - cf' , . . 

i ^ , ... ^4» 

,, Cela posé: 

Si l'on coupe la surlâce 2 par une. suite de plant perpendiculaire à i'au, Z, 
on aura une suite d'ellipses semblables ei 'semblablement pütcées i, i", ctc.^ 
«iuiu les centres seront sur l’axe Z ; on pcnt-dèalors considérer la surface comme 
engendrée par la-droite X ae mouvant eR-ia'ajqiuyaDI shr, trois, de ces ellipW; 
or, comme ,nous avons vu ci-dessus que Ja droilé X était projetée, orthogonale- 
ment sur le plan R ^ qui 'donne 9 pour section ) suivanii une droite’,9 tangente à 
cette courbe 9 au point I, on voit que tonales pointa de la. droite X autres que Iq 
point l décriront des ellipses plus grandes que 9. ' , ' " 

C'üsr ce qui a lait danner à la courbe 9, le nom d'ellipse de g»ge de l'byper- 
boloïdei une nappe. .. .r ” ■ , • • . 
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Consiruetion des Irms axes de rhtfperMoide è iok nappe et non de'tfvobitian. '' 

584. Menons par l’axe Z un plan ce plan coupera l'hyperboloide 4 une nappe 
suivant unecourbe a composée ilc deux branches infinies et te cdne asymptote 4 
suivant deux génératrices droites G ei G'. 

némontroiis que la courbe a est une hyperbole. 

Par un point x de la courbe a , nous pourrons mener une soile'de plans X , X-', 
X", etc. , coupant respectivement le c6ne 4 et la surface 2 suivant de&clli[>ses f., 
5', S'', etc. , et 6, , 6.', 6,", etc., les courbes 6 et 6, , 6* et 6,', etc. , seront concentri- 
ques et semblables et séniblablemcnt placées; le plan P coupera les plans X , X', 
X",-efc-., suivant des droites L, L', L", etc., eteesdroites côuperônt les courbes î; 
S', etc., et 6,^, 6,', etc. , chacune en deux ^nts , ainü : ' ' ^ 

l.a droite L. coupera € aux points a et 4 et $, au;x points æ et i, 

■ — L' — S' — ■/ à et 6' et — * et b,' 

_ L" — 6» ~ fl", et b” et 6." - 4 et 6." 

• -r» etc. ' - . . . ■ , 

Les points 0 . et 4, n’et V, a" et 4", pic., seront situés respectivement, sur les 
droites G'ct G'; rappelons-nous qu'il a été démontré (n' 326, 11’) que si l'on 
avait deux droites G cl G' situées dans un plan P, et si l’on prenait sur ce plan P 
un point x, et si par ce point x oif metfait une 'suite de droites L, L', L", etc., 
coupant respectivement les droites G et G' aux points a et 4, a* et 4', a" et 4", etc. ; 
puis si l'on portait surX.^ bb^xsax; surJL', 4'4,'=a'x; etc., les points 4, ,.4,', 
4/', etc,, déterminaient une hyperbole passant parlé point x et. ayant les droites 
G cl G' pour asymptotes. , 

Ur, les courbes g et 6,, g' et g/, etc. , étant des sections coniques concentriques 
et semblables, il s’ensuit que les parties interceptées par elles sur les droites L, 
L', L", etc., sont égales, on a donc :44,=aac, 44,’=a’x, etc-, donc., etc. 

Cela pçsé ; ■ "i ' . . 

Démontrons que ayant mené par le centre o de la surface-hypcrboloïde 2, ou 
le sommet O du cône asymptote 4, un plan P ^pendicubire à l’axe Z , lequel plan 
coupe la surface 2 Suivant une ellipse g (qui estl’eiripse de^r^e) , si l'on conçoit 
un cylindre B ayant pour section droite celte ellipse gel ayant dès lOrs ses généra- 
trices droites parallèles à Taxe Z , démontroiis, dis-je, que ce cylindre B coupera 
l'une et l’autre des nappes du cône 4, savoir : ta première nappe suivant une 
ellipse g' identique à g, et la sçeonde nappe suivant une-ellipse g" austd identique 
à g. . ' ' 

2* nsni. . *5 
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Et en eflel : deux ellipses semblables el semblablement placées sont identiques 

si leuMdiamèires parallèles sont égaux. . . - 

Dr, rëniarquanl que les deux courbes planes i el 3' ont chacune leur centre 
sur l’axe Z, si nous menons par l’axe Z un plan Y, lequel coupera 3en un point d 
et y en un point «/'fe droite dd' sera parallèle à l'axe Z, puisi^ue tfif sera une 
génératrice droite du cylindre B; dn aura donc en désignant par d et o' les centres 

descourbesictâ', od=o'd'i donc, etc. 

Cela posé : le plan Y passanlpar l’axe Z coupera la surface hypcrboloidoZ sui- 
vant unçhypcibole a el le cOnc asymptote A suivan^deux génératrio» droites G el 
G' asymptotes de la couid>c a. •• , , - ' 

Le pointV sera le sommet de l’Iiyperbole a et sera égal au demi-axe nçn 
transviçrse de cclt^ byjicrbole a et son axe iransvorsc sera précisément oo' =dd'^ 
Dès lors, il est évident que les divers pbns Y, Y', Y”, etc., passant par Paie Z 
cou|)cronl la surface hypcrboloide 1, suivant dps byiverbales « , etc., .ayant 

même axe non iransverse oo' fet dont les demi-axes tran^versosod, etc. , seront les 
divers dcmi-diainëlres de l’ellipse de gorge 9. ^ 

On^ot donc concevoir la surface liyperboloïde -4 une nappe 2 comme engen- 
drée par une by|>crbole a tournant autour de son axe non transverse > son 
sommet parcourant une ellipse 9, ét cette courbe «Nariant da forme 4 chaque 
instant de son mouvement, de manière 4 ce que son axe transverse varié comme 
les dtamètres de l'ellipse 3, "son axe'nOn IransvcrSc restant constant. ' ' 

Cela posé .• 

Le cylindre B 'coupera évidemment le cène A suivant deux ellipses 3' et 3” 
identiques ^ë( parall^cs 4 3, les plans Q' de Id' courbe 3' et Q" do la courbe' 3L' 
éouperôni l’axe Z, le prcraiei; du point o et l«.second 4u point. o"j eH'on aura : 
oo'=:oo". ^ .* 

*,On donne le nom d’anri’ de f hypcrboloide 4 une nap^ 2'î aux deux axes de 
l’ellipse de gorgé 3(qul sont les axes IransverSes de la éurface 2), et 4 o'ô"C<l'ii 
est l’axe non iransverse de la surface 2 '). ' • ’ 

Et si l’on désigne par X et Y la direction des axes de l’ellipse de gorgt 9, les 
plans (X, Y), (Y, Z) , (X , Z) seront les' plans diamétraux conjugués et principaux 
de Phyfporboloïdc ^ et de son cène asymptote A. ' ' ' • 

' > - ■■ 

De$ divfrtct variitêi det hyperboiotdeit à vne nàppe et dè révolution. 

58B. L’ellipeede gorge 9 pieui être un cercle, alora la surface 2 et son cènè 
atymploie A font des 'surfaces de révolution 'ayant Taxe Z pour axe coroinuii’ de 
rotation. • ■ 
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’l* L'hvporlxtloîdc A nne nappe et’^ >réTolulion est dit apiati,- lofsqsStle 
demi-angje au sommet dti ednie aBymptotn est pkis^rand an^ deBitrdreil | 
S* L’IiyperlMioide-i.ano'nappeetüorÙToluliouest lorsque le demt: 

ongle au sommet ^u <-6ne asymptote est plus petit qu’un angle deiw-droit ;r .c 

S* L'byperboloide i uncliappcr cl de- rétulalion est dit é^idlaUrol ^ lorsque le 
demkangic Su sommet du cône asymptote est égal A uu angle deaûidroit. . 

Toute) let propriétés que nous avons Tcconnucs esislér pour l'hyperboloïde A 
deux nappes et do révolution , subsistent pour l'hyperbotoide Aune nappe et de 
révolution j on les démontrera facilement par les mêmes considéraiipia géon^irufye$. 

Seulement, on doit remarquer que certailua propriétés n'existci^l -qu’avec 
des modificatiohs qni dépendront évidemmeni de la forme de losuriaoe, et dés 
lors parce qu'efle n’s'^qif’une nappe au lieu dodeux, et qu’elle enveloppe son 
i^nc asymptote au lieu d’cn.ôtro enveloppée t ainsi > . .. _ '■ 

I. Si un point s pris dans l'espace est regardé comme le sommet d'un cône A 

tangents l'hyperboloide £,' surface à une-nappe cl de révolution, la rour^ de 
contact -é sera toujoü rs 'plane, et dès lors celle courbe' ^ra 'une -tretion cçntqiê; 
mais I •• '7' '* 7 - 

1* Si le point x est exlt^rieur i la surface £ la .courjteé sera une hyperbole louf' 
née dans le même sens que J’hyperbole méridienne de lu aprface 2 ; • ' 

2* Si le point z est intérieur à la surface. 2, mais entre cette surlbce 2 son . 
cône asymptote A, la courbe 3 ser^ une hyperbole tournéeen sens invertc-de 
l’hyperbole mcritTicnneide la gii-faCe 2; , •" 

3* sf le point z est $ur ht aorfbico conique et asymptote A,- la epurbe j sera one 
parabole; <■• ••. . • ' • j. f , 

A* Si le point z'est dans l'intérieur du .cône' asymptote A , ht courbe t sera une 
ellipie. ■ ' 

II. Si l’en mène le .plan T tangent en un -point x d'un hypcrfaoloïde à une nappe 

et de rovolùlioii 2, ee plan T coupe ceUc surface £ suivant deux génératrices 
droites K et L de $y$lémes différente. ' • ’ 

Si entre locentre » de la surDtee 2 et le pisn T, on'méaè un plen T', |tarallèle 
a T, il coupe la surface 2 suivant une hyperbole dont les asyniptottis fl' et L- 
sont parallèles ô Kel L, et les branches de la courbe a' sont tournées dans le 
même sens que l'hyperbole méridienne, r - 

Si au delà du plan T [>ar rapport -au centre o de la surface 2, on mèno un 
plan T" parallèle, au plan T, c« pian T" coopéra la surface 2 suivant une' hyper- 
bole a" dont Ica asymptotes K” et L" seront parallèles à K et L, mais les bran- 
ehes de celte courbe a" seropt lonrnées en sens opposé par rapport à l’hyper- 
bôle méridienne de ht surface 2. • 
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Il s'ensuit donc, <|üe les sections parallèles de l’hypcrboloïdo è une nappe ne 
sont pas toujours des courbes semblables et semblaWero^t placées t cela n a lieu 
que pour les sections eUiptiqtiet, mais po’ur les sections tujperbtAkfM , la chose 
n’a lieu que pour des plans parallèles situés d’un même côté par rapport au 
plan tangent qui Je«r est parallèle, et pour les sections parabolique', cela jn’a 
beu que pour des plans coupant une seule des deux nappes du cène asymptote &. 

58«. Dès lors, par deux sections coniques d’une surface hyperboloide à une 
nappe, on ne jiourra pas'toojours faire passer un «Jne ; le problème ne sera possible 
quedans les cas suivants • * - . 

On. pou#i faire passer dette cônes : • . 

f Par deux ellip$e» qui se coupent ou ne se coupent pas; * ■» 

2' Par une ellipse et une parabole qoi se coupent ou ne se coupent pas; 

3* Par une ellipse et une hyperbole, si l'ellipso ne coupe pas l’hyperbole ou 
coupc.une de ses branches en deux points; 

é* .Par une par<ü>ole ou une hyperbole, si la parabole ne coupe pas l'hyperbole 
ou-coopeune de ses branches en deux points; 

5* Par deux hyperboles tournées dans le même sens, et dont deux^branches se 
coupent en deux points ou ne se coupent pas. • • » 

On pourra faire passer un *«u/ cône : ‘ ; 

I* Par deux éHip*es tangentes l'une, à l’attire; • . . ' ~ . 

■ ‘J* Par deux paroAoies tangentes l'une à l'autre; • .. . 

3t Par une eWipse et une peraio/e tangentes par un point; * 

«• Par une eHipie et nne /iyp«rôo/e tangentes par un point; ’, „ • 

5" Par une parabole et une hyperbole tangente en un^poinl ; . 

6» Par deux hyperboles tournées dans .le mémo ^ns_el‘ tangentes par un point ; 
7* Par deux paraboles tournées dans le mèffie sens ou ch sens opposé ; dand' le 
premicreas, les deux paraboles seront- situées sur la même nappe du cône; dans 
le deuxième oes, elles seront situées ,- l'une sur la nappe inférieure et l’autre sur la 
nappe st/périeurc du cône. • ' ’’ 

Mais, on ne pourra pas faire passer un cône par doux hyperboles tournées en 
sens opposés. . 

Des polaires réciproques ée i hyperboloide à km nappe et de révolution. 

587. Si l’on a une droite D et un hyperboloide à une nappe et de révolutions, si 
l'omnène par fa droite Ddeox plans Pet P' coupa ni la surface 1 sut.vant deux sec- 
tions Coniques C etC', l’on pourra toujours envelopper ces deux courbes par denx 
cônes dont les sommets x et»' détermineront une droite B, . Les droites D et D, 
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sont dites f>alairt* réciproque» , parce qu'eQes jontnenl de celte propriété, savoir : si 
par la droite Don~méoe une série de plans P, R', P'', P"', i.. coupant rhjperboloïde 

i une nappe 2 suivant les sections coniques Ç , C'^ G*, les sommets des 

cènes tangents à la surface S suivant chacun» de ces .courbes et les sommets 
des cônes enveloppant deux à deux ces courbes, sont tous distribués sur la 
droite D, réetproquetneut, ai par la droite D, on fait passer une série de plans P,, 
•P/, P,", P,*^, .... coupanli;byperboloïd»2suivanl les courbes' 
les sommets ^es cônes tangents 4-la surface 2 suivant cimeune'de ce^ courbes, 
et les sommets des cônes enveloppant deux» é deux ces courbes sont tous distri- 
bués sur la droile'D. , - *-•. 

t Et en effet, nous avons démontré, chapitre sixième , que si l'on avait.lcois sec- 
tions. coniques C, C, G", dont les plans se coupaient suivant une même droite B, 
et si les courbes C et G', C et C", étaient sur des cônes A' el.A'', les sommets x* A 
x" de ces cônes déterminaionl une droite D, sur laquelle se trouvait le som- 
met X du cône enveloppant les courbes G' et G", • • . 

Si donc l'on a quatre courbes C, G', C", C'|', -situées sur l'hyperboloïde X, et 
dont les plans passent par la même droite D, comme ces co.urbes sont nécessai- 
rement enveloppées deux à deux par un cône, il s'ensuit que l’on aura.: 

Le cône A enveloppant C et G' et ayant pour sommet un point x 



• / . . A' ^ — 


- c et G" ^ 


■ • ■ — • x' 


. - • ; • A". - 


C- et G"' . ■ 


■ x" 


A.-- • -î ■ 


C' et C" — 




A.' 


G' 6t C" — 


— ' X.' 


. • A," - — 


G" et C"' — 


// 

— X, 


Et si l'on prend un point y 


sur la droite D , et qu'on le regarde comme fe i 


met d’oti cône B tangent à la 'surface 2, le plan Q de la courbe de contact 


pera les quatre courbes, Cy C' 


C", C'", savoir : 


- 


La courbe C en 


les points a et 6 


• 


" ■ _ ' C' 


a' et 6' 


« 


• - C". 


— fl" et ô”. 




■ ■ ■ .1. C"'". ■ 


ô"' 

4 • - 


e % 



Et ces points pourront èlre^^unis deux à doux par des droites qui seront toutes 
«luéeÿ dans le pian Q. ‘ , 

Or . U est évident i 

que le plan ( ÿ, ou' ). sera langent au j^e A suivant la génératrice aa' . .. 
—r , (j,aa") . — A' -r- <w" ' 

. . etc..'.. . — - etc. , —T etc ■- 
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Aini touit les sommets cùne9 à,ù,', seront snr le pian Ot 

en prenancsur la -droite O un autre point if, on trou rerait que tous les sommets 
», x*, sf i.'.’. sont sur le plan Q', plan de la courbe de contaçt d'un cAne B' tangent 
à la ^surface £ et ayant le point y pour sommet , <et dès lors tous les som mets x, 
s",.’., sont suria droite D, intersection des plans Q et Q'. . '' ... 

Le théorème relatif aux polaires rMproquet étant démontré en génèrfd , -voyons 
quelle roofliliôation il subit suivant la position particulière qtae la di^ite b occupie 
densH’e8|uice,rpnr rapitort A la'surlbce liyperboloide'A une nappe et de révolu- 

lion'î.'su' O-' ^ 

t* Si la droite D perce riiypcrboloidc £ en deux points p et' p, on aura-deux 
génératrices droites do sytdme* rlifférmu G et K ( appartenant A la suriiicc 2 ) qui 
passeront par le point p , et nous'aurons de même deux.géncrairiees droites G* et 
K’.p.'iss.'Hil par le point p*. ' t.»-, .. j- .ij • 

<Les droites G'ct K' se couperont en un point p,. . • ' 's. 

Les droites G' et K SC cou|>eronlen un poinCp,.'< . • , 

' Et la droite b,^ <|Ui unira les points p, et p/, sera k polaire réciproque de D. 

2* Si la drtûte O n.o perce i'hypxirbôloSdc i qu’en un-^int rq, on aura déus 
genératrioes G et K se croisant en cè point. .A .,. » t . - 

Puisque la droite G ne perce l'byperboloî^' qu’en un'poini , elle est parallèle A 
unegénéiatrice droite du cène asymptote, elle est dune parallèle à un plan K , 
.vsyniplote du l’iiyperbuloîde 2; ce plan R coupera la surface 2 suivant deux gé- 
nératrices droites G' et K' parallèles cntreclles et A la droite D. . 

Les droites G' et K se couperont en un point n; 

Les droites G et K' se couperont en un point n'i ' - * ' 

Et la droite nn ou D, sera la polaire réciproque de b. - . ' ' . ^ 

Or il est évltl'ent que la droite D, serâ située dans le plan asymptote R. 

3* Si la droite D ne perce pas la surface. £' sa polaire récy>roque,D,ne rencon- 
trera pas la su'rfacc 2. * . • . 

V Si la ^droite b touche la surface £ en un . point m, sn_polaire'^réciproque D, 
lourhe la surface 2 au même point m. 

Dans ce cas les deux polaires réeiproquee D et D,' sont dans'un même plan T, 
langent au point m è^Ptiypcrboloide A une nappe. ' v 

Mange avait donné A ces deux droites le hpm de btngenlés conjuguées.' ’ 
588.- L’on pourra toujours, en employant la transformation rÿWndHquè, transfor- 
mer un byperbuioide A une nappe et do révolution en un h} perboloîde à une nappe 
été trois axes inégaux, et cela de la même manière que nous avons tranàformé 
fhyperboluide A deux nappes et de révolution en unjiyperboloïde A- deux nappes 
cl A trois axes inégaux (cl à ce sujet il suflit de coropârer entre clics les fig. 200 
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ei268f ia première .e$i rolaUve i la iransrorinalron ^k: l'Ityperboluide à deux 
nappesel de révolution en un h>perboJ6ido à.deus nappescià Uroitaxee inégaux, 
et la aououde' est relative A la trensforraalion «k niyperbploideÆune nappe et de 
révolution en un hypiMljoiokio à uu&uappc et à traie aaea iiiégau»). k». ^ 
>^.Toutes 'lcs propriétéa qui eiiaienl pour l'tt^perMoide jd« évolution et à 
uoe nappe, ealetenl donc pour, l’hyperboluide à unu nappe et A |roia axes 
inégaux.' . ^ ' 

Pour déterminer les trois axet de l'hyperboloîdc à une'nappe et non de révolu- 
tion , on pourra employof une construction analogue ^ celle que nous avons 
employée lors<{u'il s’csl agi do l’byperboloide à deux nappes et non de révolution ; 
et à ce sujet on peut comparer entre elles les fig. SOT et 269. 

‘ • • '■«. ! .. ■ •- • 

Det iecHons eireulaires rf« FhgperboloSdeè une nappe et à' trois axes inigmtx. • ' 

'> , ■.•••.' ' . 

t *V 

'589. be cône asymptote A et l'hyperboloîdc 2 étant coupés par Un plan suivant 
des sections toniques , concentriques et semblables et sèmblablement placées , et 
quelle que soit la' direction'du plan sécant lorsque les sections sont des eflipsês ( le 
théorémé n'étSnt en 'défaut que dans lé cas où les sections sont des hijperbotes) , iî • 
s'ensuit quer les pians des sections eircnlàtres du cône oblique À" seront en 'même 
temps les jJans 'des «e^ioiN eirculahes do rhypet'bolôide 2 à une nappe 6*1 à trois 
axes inéràux. • ‘ ’v • > . '' . 

Des divers modes de génération par des sections coniques dont est susceptible 
I hgperbofoide A une nappe et n trots axes inégaux. 



; 590. Ce que nous avons dit touchant (es pplaires réciproques nous 'mqulre 
que l’on ^ut engendrer rhyperboloïdeà une nappe comme l'hyperboloïde à deux 
uappes. Cl ainsi : _ ' . . ’ * ' 

*■ i n » 

. t* Au moyen d'enipsos génératrices et d’une hyperbole. directrice. ^ • . .. ^ • 

Au moyend'hypcrbolea^^e/tératrtaM et d’une ellipse directrice,,; . ,, , 

Dans le premier cas , efaeque ellipse généralriee aura depx pomts-comimiDA avec 
I hypcrtmlc directrice, mais l'un de ces points étant sur Tune des branches, et 
I autre de ces- points élanb sur l'autre branche de l’byperbolo; • ’>■ 

Dans le deuxième cas, chaque hyperbole génératrice aura deux points commum; 
avec, l’ellipse directrice, mais l’un de efes points apparticndca ù la première 
branche, et l'autre^ de ces, points appartiendra A la seconde branche de l’hy- 
pcHiole, ■ . * 
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Et «n »e rappelant oc qui a été dit touchant rhyperboloidc à deux nappes* on 
voit que les modes de génération ou de. ctmirruction pour l’un et l’antre des deux 
hyperboloides ( i'une nappe et à deux nappes ) ne didèreni entrejeux que parce 
que ces deux pointa sont pour i'une des surfaces situés cnsemblftsur une même 
branche de l’hyperbole, cl quejjour l'autre dés surihees, ces doux points sont 
sé^rés et situés l’uD'Sur une branche, et L'autre sur l'autre branche de l'hy- 
perbolc. ^ 

Nomtnclatitre deaturjactêqui-ptuveni être œapéea par un pim et quelle que toiitit 
direction avivant' une aection conique. ’ • 

591. Nous venons d’étudier quelques -unes des propriétés géométriques dont 
jouissent les cinq surfaces connues sous le nom d’ellipsoïde, de paraboloïde ellip- 
tique, de paraboloidebyperbolique, d’hyperboloîde à deux nappes et d'hyperbo- 
loîde à une nitppe. Ou adêroontrépar ranof^xe qu'il n'exislait queceS cinq surfaces 
(eii metlantde cô^é lecéne et les trois cylindres à basa section conique) qui jouis- 
saient de la propriété d’ être coupées par un plan, et quelle que soit sa direction 
suivant Une section conique, voyons .si la méthode det projecüonx ne pourrait pas 
nons conduire 4 la démonstration du même théorème, et ainsi si, par te raiaimne- 
meut géométrique seul , et en nous appuyant sur ce que nous avons dit touchant 
les cinq surfaces étudiées ci -dessus , nous ne pourrons pas démontrer rigourevu^ 
ment qu’en elTet il n'existe que ces cinq surfaces ( en mettant de cûté le cène et 
les trois cylindres à base section conique, que noua avons étudiées dans le cha- 
pitre Vllf )" qui pui^nt être coupées por un plan, et quelle que soit sa- direc- 
tion suivant une section conique. 

Pourqu’nne surface 2puisseélre coupée par un plan P quelconque suivant une 
section conique C, il faut que cette surface n'aif qu’un aeul centre o, et en effet : 

Si la surface,! avait plusieurs centres ‘o, (/, o",... on pourrait unir deux à deux ■ 
ces centres par une droite; jo désigne l'une de ces droites (^o, o' ) par exemple, 
par D. Par ta droite ’D féisons' passer uné série de plansQ, 0', O”,-- chacun (k 
ces plans coupera la surface 2-süiVam une courbe, et Ton aura ainsi les sections 
C, C', et cbacunfi de ces courbes aura nécessairement deux oentjes quise- 
ront les points o et o'. 

La surfaeê i, ne serait donc |>as coupée par un plan quelconque suivant une 
section conique, la surface 1 ne peut donc avoir qu'un' «ea/ centre^ . ■ • 

Cela posé : . ” 

La siirfaoe X ayant un seul centre e, ne pourra-affecier que iroif formet dis- 
tinctes, et en elTet : si p;ir le centre o nous menons un plan quelconque Q, ceplan 
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CAUpt'ra la surhce Xsuivant une el1ip>se C ou suivant une hyperbole H, puisque 
parmi les Sections coni(|ues , l'ollipse et l’hyperbole sont les seules cx>urbés ayant 
un centre. 

I.e'])lan 0 pourra prendre aulour^u (toinlo toutes les |K>snions imaginables, 
et il ne pourra evidfmroent arriver que les trois choses suivantes ; 

1* Quelle que soit la position du plan Q, la section sera toujours unee/lipte; 

2°. Quelle que soit la position du plan Q , la section sera toujours ano hyperMf . 

3* Pour certaines positions du plan Q,la section sera une ellipse, et pour d’au- 
tres positions du plan Q , la section sera une hyperbole. 

Ou voit donc que., dans le premier cas, un aura des surfaces ayant la forme d’un 
ellipsoïde. * 

Dans le deuxième eot, on aura des surfaces ayant la forme d’un hyperbolcUde ù 
deux nappes 

bt dans le troisième cas , on aura des surfaces ayant la forme d'anhyperboldîde à 
une nappe. , . , • 

Examinons le premier rot. 

Coflune la’ surface 1 doit-éfre coupée par tout plan P passant par le centre o 
suivant une section conique , cette surface ne pourra être coupée que suivant une 
ellipse, puisque la furrae qu'elle alTectc est celle d'un ellipsoïde , et ainsi cette sur* 
lace devra 'pôuvgir être engendrée par unoellipse'yéae’ralrier se mouvant sur une 
ellipse directrice f c’est précisément le modo de génération qui nous a donné la 
surface connue sous le nom d’clhpsoïde à trois axes inégaux. 

I.xaminons le deuxième cas. - 

^otts pourrons toujours couper l’une des deux nappes de la surface 2 (mr un 
plan , -fie manière A. obtenir une ellipse ; cette surface pourra donc être engen- 
drée par une hyperl)ole génératrice et une ellipse directrice , une seule branche de 
l.'liyperbole|;énératrice s’ap|Hiyant sur l’ellipse, directrice; et c’est précisément le 
mode de génération qui nous a donné la surface connue sous le nom d’byperbo- 
loide à deux nappes. 

.Examinons le iroiriéme c(M. • . • w • ’ 

-Noua pourrons., tobjonrs couper la surface par un plan-suivant une ellipte , 
nous aurons donc une hyperbole génératrice et une ellipse directrice, mais chaque 
branche de l’hyperbole génératrice s’appuiera sur l’eUipsc directrice, et c’est ce’ 
mode de génération qui nous a donné la surface connue sous le nom d'hypevbo- 
joïde à nne nap|)é. 

Or, dans le cas d’une surface ayant un seul centre, nous venons de coiiibiner de 
toutes les manières possibles les deux sections conH|Ucs ayant un centre, et nous 
ne trouvons que trois formes de surfaces possibles et ayant des modes de gênera- 
it risTit. 4(i 
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tion idcQtrques à ceux reconnus précédemtnenl exister pour l’ellipsoïde et les 
deux hyperboloides; n'en doit-on pas conclure que ces trois surfaces sont les 
seules surfaces ayant un seul centre, qui puissent être coupées par un plan et 
quelle que soit sa direçtion suivant une section conique? 

Une surfice 2 peul.avoir'un seul centre , mais ce centre peot ètra situéà l'in- 
fini ; dans ce cas , pour que la surface 2 soit coupée par tout pba snivaot une 
saetion conique, il faut évidemment qu'une série de plans P, P[, P|',... (ttssant 

par une même droite D, coupent cette surface 2 suivant des parabotesê 

ayant respectivement leur axe inlini parallèle à la droite D. ■ 

Mais les paraboles j , i', pourront aflecter les unes par rapport aux autres 
lies positions differentes, et ainsi : f certaines courbes i, J", 3'^... seront tour- 
nées dans un sens, eteertaines autres 3, ,'3,‘, 3, ",.v. seront tournées en sensopposé; 
ou 2” toutes les courbes 3, 3*, 3",... et 3. 3/, 3,",... seront tournées du mémo côté. 

Dés lors il ést évident que dans le premiereat la surface 2 est ooiHposée de deux 
[tarlies, dont l'une aura son centre situé à l’infini i) droite sur la droite. D, et 
dont l'autre aura son centre situéà l'inüni, maisd saucée, sur la même drohe O. 

Et , dans ce cas , un plan dirigé de manière à couper la droite D devant donner 
pour searon dans-la surfaco2 une section conique, on ne poiura obtenir qu'une 
hyperbole. , 

On doit donc avoir, dans ce premier cas , une surlbçe 2 ayant la forme d’un pa- 
raboloîde hyperbolique , et comme cette surface 2 aura pour mode de génération 
une parabole génératrice s'appuyant sur une hyperbole directrice, on doit en con- 
clure que cette surface 2 ne sera autre que le paraboloide hyperbolique. 

Il est de même évident , dans le deuxième cas , qu’en vertu de ce que la surface 2 
n'a qu'un centre situé à f inlini. sur la droite D, tout 'plan oblique ê la droite D 
coupera cette surface 2 suivant une ellipse , et que dés lors son'roode de génération 
sera donné par une parabole gértératrice s’appuyant sur une ellipse iRrectriee., ce 
qui nous donne le paraboloide elliptique. 

Ainsi il se trouve démontré qu’il n’existe que nei/ surfaces du second ordre ou 
du deuxième degré, savoir : le cène à base section coniqùe , les trois cylindres 
(parabolique, elliptique et hyperbolique ), l'ellipsoïde, les deux paraboloides( elUp 
tique et hyperbolique ) et les deux hyperboloides ( à me nappe et à desx nappes). 
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DK QDILQUES t>ROrKltT&S DONT JOUISSENT DEUX SURFACES DU SECOND ORDRE 
LORSQUE .CES SURFACES SONT COMBINÉES DEUX A DEUX. ' 

■'>99’. OsMil^ nrfaeti du tecmd ordre $e coupant stmant une courbe compoeif* de 
deux branebe» i d f une de» branche» ( on comrbe d'entrée ) ett plane t autre branche 
( OB courbe de sortie ) est mssi plan». . 

Si deux surboes du second ordre 2 et 2' se coupant (d'abord) suivant une sec- 
tion conique C, se recoupent (ensuite) suivant une seconde courbe C', cétte 
seconde caurbe.C n’est autre qu'une section coniqge. 

Et en eflet : ' * 

Prenons trois points arbitraires m, m', m", sur la conrbe'C'; ces trois points 
détermineront un plan P, lequel coupera : r la surface 2 suivant une section' 
conique B, et 2* la surtace 2' suivant une section conique B';' afnsi , les deux 
seclioDs coniques B et B' sont dansnnmème plan P et ont en commun trois points 
m, m\ m". 

Cela posé : ' - , 

Nous, pourrons, toujours envelopper, 1* les deux sections coniques C et 6 pr 
un cône À, et les deux tections coniques C' et B' pr un cdne A'. 

Les deux cènes- n et è' auront done en commun leur bote qui est la section 
ooni(|ue C et les trois points m, m', m", et comme ils doivent se recoupr (en vertu 
de. ce qu'ils ont déjà une section conique C commune) suivant une seconde 
solution conique X, cette section conique X pssera par les trois pointant, m', 
m"> et sera dés lors située dans le plan P. 

Or les courbes X et B étant des sections faites dans le cène n pr un luêiiie 
plan P, se confondent en une seule et môme courbe. 

Or les courbes X et B' étant aussi des sections faites, dans le cène A' par le 
môme pian P, se confondent en une seule et môme courbe. 

Ainsi les trois seclions coniques X, B et B' ne sont qu'une seule et même 
courbe- * . 

Ainsi pt la section conique C ei les trois points m , m' et in'Von put toujours 
Taire passer un cène coupnt l'une et l'autre surface 2 et 2', suivant une môme 
section conique X ayant 'pur plan ,1c plan ( m m"). 

Les deux suHaces 2 et 2'ayant en commun une courbe plane C et les trois pints 
lUj m', situés hors dn plan de cette courbe C), se coupnt donc suivant^une 
seconde section conique X |>assantpr les trois pints m,.m', m" ; ainsi la courbe.C' 
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( de sortie ) n’esi autre cl ne peut être autre que la section conique X. Donc , 
Ote. , etc. (*). 

■'>93. Deux surfaces du second ordre étant enveloppées par un même cône, ne peuvent 
s'entrecouper que suivant une ou deux sections coniques. 

S) deux surfaces du second ordre 1 et’X' sont tellemenlplacéetdtot l'espace, 
Tune par rapporta l’autre, qu’ellos soient eirveloppées par un mAan edné A, 
elles ne pourront s'enlrecQuper que suivant des sections coniques. Mais la rrfri- 
prorpic n’a p.is lieu. Ainsi deux surfaces du second ordre 2 etX' peuvent ^entre- 
couper suivant une ou deux sections coniques, sans ]x>ur ceja pouvoir ÿtre enve- 
loppées l’une et l’autre par le même cùnc. _ , ^ 

Désignons par d le sommet du cène A enveloppant , et par C la section conique 
qui est la courbe de contact de ce cône A et de la surface 2 , et par G' la section 
conique quiest aussi la courbe de contact dcce même cône A et de la secbndç sur- 
face 2',’ I..CS plans des deux coairl)es G et G' se couperont suivant une droite 1 1 Je 
dis que les plans des sections coniques, suivant li'sqùollcs s’cntrecoupcroùt les 
lieux surfaces 2 et 2', passeront par la droite I. • • _ 

Pour démontrer ce théorème important( ou cette propriété remarquable) con- 
cernant deux surfaces du second ordre, nous sommes obligé de considérer d’a- 
bord lés propriétés de relation de position dont'jouissent deux sections 'coniques 
situées sur un même plan et ayant des tangentes communes. 

Des propriétés géométriques et des relationi de position dont jouissent deux sections 
coniques situées sur un même plan, et ayant une , du deux, ou n‘ot*' oit quatre tan- 
gentes communes (*'). - >^4 . -«MfiUKéf 

• jic.' •a-oléS i v! ifc'i «x.»; f-» e ■*'. 

594. Concevons -deux sections coniques Cet G*, -situées tiir un. plao, et telles 
qu'’on puisse leur mener, 1° deiik tangentes communes ase U rieù ru 9 el'f, se cou- 
pant en un point p; et 2* deux^langentes communes Mier^mrei 8' et 9,' se coupant 
en Un point p'. < -■ - 

Désignons les points de contact des courbes et des tangentes de la manière 
suivante : ’ . 

■ - . ■ . W- 

' t- , ; a'^'- pu • ,’>4 ri'v 

(*;.yojudtut«t7M*j>Um«»f deseriftitn le (néiniHre qui * pour titre ; Pny/riéUs des- 

courtss du steond degré nnuidt'reej dmu <'e<jn>e( , mémoire qiù a él4[tfibli4'ponr le‘|ireàdèrefoied>iu 
te Correspoudanct mathématique et phgiiqus des Petgs-Bas ( Vol. UT, n’X ). ^ V*’ 

(**] Jeaapfnee, poiu tout ce qui V* lUiTre, goe l'on e préwm é^’eep6t tOBt." ‘Pn e*uelatir,^j*à 
l'épure de la eectioo d’on cdoe pv.un pUn ; et 2*.à l'^piiréde rtnteied^tinn de deux eduea ou dè Itn- 
terMfction d’un câna et d'nn éyliadre,'el-qu'eiîm on aa reppelle te mbile^eeôiwn-uction employé pour dé- 
termiiicr'uii-petnrde Ia coube'de wctian du innIereeciioB et peurdélerminer ii (anyeiirr'eoedpolbl. 
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•9 touchera C au point e et C au point e' 

9' — — e,’ 

9' — . i — i' 

9/ — 

Cela posé : 

. Je dis que les propriétés suivantes existent : 

!• Les deux cordes ee, et eVj' élanl prolongées, -se ooupert>nt en un point q , et 
les deux cordes ii, et i'i,' étant prolongées, se couperont en-le mémo point q. 

2* Si par le point q on mène deux tangentes S et 6, A la courbe C , et S* et 6/ à 
la courbe C’, les quatre points de conta< t seront sur une droite Q passant par les 
points P et p'. ' ' ~~ 

. 3* Si prie point p on mène une suite de droites Y , Y', Y"',.... coupant chacune 
des deux sccJionç^conjqucsCctC' en deux points, les quatre tangentes construites 
pur CCS points aux courbes C et C', sc coupront deux à deux en six points, 
dont deux seront, l'un sur la corde de contact ee, et Pautre sur la corde de 
contact ee',, et dont les quatre autres seront distribués deux à doux sur deux 
droites E et I; l’une de ces droites. E sera extérieure aux deux touHtes Cet Ç', 
l'autre droite Isera intérieure à ces courbes C et G' et ces deux droites I cl E pas- 
seront par le point q, ’ _ 

4* Si pr le pinfp'on mène une suite de, droites X, X', X",.... coupiit eba- 
cane les deux sections coniques C et C en deux pinls,' les quatre tangentes 
construites pur ces t>oinls aux courbes C et C'se couperont deux à deux en six 
pinls, dont deux seront, l'un sur la corde de conlact ü, et l'autre sur la corde 
de contact i'i',, et dont les quatre autres seront distribués deux à deux ;>ur les 
deux- mêmes droites E cl I ( dont il a été parlé çi-dessns J. 

Nousallpns établir l'existence de ces diverses propriélé%,- en ne, nous servant 
qUe de la méthode dus prBjecliom orütbqonalet. , ' 

PacaiCH t:*s. Let tecüont^roniques C et G' étant extérieures l'une li l'uuire^ei 
. ’ * • ' *■» 

» ayant nucunqtomt conwum. 

593. Soient données sur un plan, que nous prendrons pour plan bgiiioiilal de 
projection , 'deux sections conii|ucs C et C {Jig. 270), telles qu'cJlcs n'aicni aucun 
pint en commun, cl qu'étant extéi-ieures l'une à l'autre, on puisse leur mener 
deux tangentes communes et extérieures 9 et 9. se coupnt eu.. un point p, et 
deux taugenU.'s communes cl intérieures 9' et 9,' se coupant en un point p'. 

Ces tangentes toucbcronl les courbes G cH G' chacune en uti pint, et ainsi on 
: . ' . . . 
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S tonclraiu Ir courbe C au point e . 

— _ c' — 

9, louchant la courbe C au point e, 

— — C' . — 

9’ touchant la courbe C au point i 

— — tr - i' 

9/ touchant la courlie C au point i, 

— - ç' - i: 

Désignons respectivement par P, P, , P', P/, les cordes de contact ee,,U„e't.', iV 
ces cordes étant supposées ludéfinimeut prolongées. 

On voit de suite que pour ht courbe C ; 1* le point p est pôlefit la droite P po- 
laire , 2” le point p' est pd/e et la droile P, polaire; que |iour la courbe C' : I* le 
point P est pôle çt la droite P' polaire , 2° le point p' est pôle et la droite P/ polaire- 
AinsVies deux courbes C et C' sont liées l’une à l'autre par deux 'pd/er p' et p*, 
qui sont communs aux deux courbes, et chacune de ces deux courbes a une 
polaire distincte, chacune de ces polaires correspondant à l'un des deux pdles 

communs p et p'. • • 

» * * 

r<îk( posé : * • * 

Imaginons par le point p une verticale Z, et prenons sur cette droite Z un 
]K>int arbitraire s, et considérons ce point i comme le sommet d'un cône A ayant 
pour ôose ou trace horixontale la section conique C. * ' 

Imaginons ensuite un cylindre vertical ( C' ) ayant ms génératnees droites pa- 
r-illéles à Z , et ayant’ pour base ou trace horizontale ( et en môme temps- pour < 
.section droite ) la section conique C*. ' 

Les deux surfaces A et ( C') $c cOupebont Suivant deux courbes planes (««c(ioi(s 
conique*) C.et C.qui sc projetteront hprixontalemenl et orthogonaleinent suivant la 
courbe C', puisque évidemment ces deux .surfaces ont' deux plans tangents com- 
muns (lesquels sont verticaux, puisqu'ils'paSsent tous deux par la droite Z)ct doAi 
)cs traces horizontales ne sont autres que les tangentes extérieures 6 et 9, ; et de 
pluscesdeux plans, que je désignerai par O çt O, , touchent I* le cône A ..savoir: 
le premier suivant la génératrice droite se et le second suivant la générartrice droite 
*e, ; ils toucheront 2' le cylindre (C') suivant- deux génératrices droites'K et K, qui 
sont verticales et qui percent le planhorizôntal de pi^jection aux pennts e'et e/; 

Cela posé ; . *' . 

Les droites K et se se coupent en un point ê", et les^tirmtM K, et se, se cou- 
pent en un point e,"; et tes deux points ont respect iveuent pour projections ho- 
rizontales les points e' et e',. ■ • • . 

Ces points e" et c," sont évidemment ceux en lesquels. se coupent les deux coor- 



■ 'rat\ ,i . 

' . . 
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bcsC, et C., el la droite e"«," ( qui prolongée sera désignée par S) sera l'inter- 
section des deux pians (C, ) et (C.)des courbes C, ctC.'tet il est évident que le 
plan ( S , P ), qui contient les génératrices droites se et se, (iucOoe'A et le plan ( P') 
qui sera vertical et qui contient les génératrices droites K et K, du c}rlindre( C'), 
se coupent suivant la droite S. 

Dés lors il est évident que les trois droites S, P et P'- viennent se couper eo' un 
même point qui sera la trace horizontale de la droite S. 

Dés lors encordes plans (C,)et(C,).coufieruut le plan horizontal de projectinn 
suivant des droites I et E, qui devront passer par le point q. ^ .. *' 

Cela'|H>sc : , ■ • . 

Si du point 1 / on mène deux tangentes 6 et S, à la courbe C, leurs points de cou- . 
tact b et 6, et le point p seront en ligne droite ; et en eflct : les droites «6 et sb, se- 
ront des génératrices droitesdu cône4> les plans il et 6, tangents à ce cène è sui-. 
Tant ses génératrices sé et $b, , auront respectivement pour traces horizontales les 
tangentes 6 et 6,; ces deux plans tangents B et B, se couperont suivant la droite 
$q, et devront contenir lus tangentes on chacun des (|uatre points en lesquels les 
courbes C, et C, coupent les génératrices droites tb et $b,, et ces tangentes se 
projetteront horizontalement suivant des tangentes S' et ô,' à la courbe C'. Dés 
lors puisque ces tangentes aux courbes C, et C. se projettent deux à deux suivant 
une seule droite, U s'ensuit que leurs points de contact avec las courbes C, et C, sont 
deux à deux sur une verticale, et ainsi sur une génératrice droite du cylindre 
(C^). On aura donc deux génératrices droites, l'une K' projetant deux points^ si- 
tués, l'un sur la courbe C, et l'autre sur ta courbe C,) en le |>oint b' contact de lu 
courbe C' avec sa' tangente et l'autre K,' projetant deux autres points ( situés , 
l'un sur la courbe C, et l'autre sur la courbe CJeulepointé.'cqntactde la courbe 
0' avec sa tangente 6', -Et ainsi il se trouve démontré que les deux génératrices 
droites sb et tb, sont dans dn même {dan vertical passant par le sommet t du 
cène A- et par les dtMU génératrices droites k' el K,' du cylindre (C). 

^ Nous pouvons dune allirmer que les trois poiuls 6, 6, et p sont en ligne droite. 

Cela posé ; , .. • . 

Puisque les droites 1 et E imscnl pêr le point q, ainsi que les tangentes S et S, , 

'il s’ensuit qUe les tangentes 6'' et S,' passeront aussi par ce même point q, puis- 
<l^u 'elles sont les projeclièns horizontales dosdroites suivant lesquelles les plans tan- 
gents B et B, sont coupés par les plans (C,) el (CJ. Ainsi les cinq points b,b„b\ b,' 

( contact des tangentes S , S, , S' et 6,‘, menées du point qaux deux courbes C et C'} 
et le point p sont sur une droite que jai déjà désignée ci-dessus [lar Q. 

Et il est évident que le point q est un pôle coromun.aux deus courbes C et C, 
etqueJa droite 0 est polaire commune à cesdoux mêmes secüonsconiques C et C'. 
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C«la posé : ' • . . . 

ËXBminoDS roninient 1rs droites I et Ë sont /iéer aux courl>es C cl C'. 

. Menons par le point p une droite Y couitant la courbe Caux points m et n , et la 
courbe Caux points m' et n'; construisons les tangentes un ces points et respec- 
tivement aux courbes C et C, on aura les quatre tangentes, savoir :M au point m, 
N au point n, M' au [loinl m', N' au point n, et ces droites se couperont deux à 
(leux en six points a;, x', y, y, t, 

Les points / et /' seront ovidemmenl situés, le premier sur la droite P polaire 
de la courbe C pour le pô/e p, et le second sur la droite P' polaire de la courbe C 
•pour le mêmepô/e p. • • 

Cela posé: 

Je dis que lus quatre autres points seront situés , savoir : deux , xel x' sur la 
droite K; et deux, y et y' sur la- droite I ; et en effet : 

Les génératrices droites sin et^ du cône A seront situées dans uiv|dan sécant 
Vertical ayant la droite Y pour trace horizontale. ■ 

Ces droites sm et >n couperont les courbes C, et C,, chacune en deux points, en 
sorte que l’on aura quatre points qui 'se projetteront horizontalement et deux i 
deux en les points m' et n' sur la courbe C'. 

Les tangentes M' cl N' à la courbe C^ en .ces points m' et a seront donc Jes 
projections horizontales, des quatre tangentes menées en les quatre points des 
courbes C, et C,; ces droites M' et N' seront donc les projections des intersec- 
tions dos plans (C,) et (C,'. avec les plans (M) et (N) tangents au cône A suivant 
les génératrices sm et «ii, ces plans (M) et (N) ayant respectivement pour trace 
horizontale les droites M et N ; dés lors il est évident que les points a: et Jc^, y et 
y' seront situés sus les droites Bel I,. traces horizontales des plaiTs(C,)ct (C,). - 
Ce que nous venons de dire en considérant le point p, nous pourrons le dire on 
considérant le point p'. Ainsi nous pourrons imaginer par le |>ointp' une verticale 
Z' et prendre sur Z'- un point *' arbitraire , et regarder ce point s’ comme le som- 
met d'un cône A' ayant la courbe C pour haSe ou trace horizontale ; puis consi*' 
dérer la courbe C' comme In section droite d’un cjlindre vertical (C); les deux 
surfaces A' «t (C') ayant deux plans tangents communs , se couperont suivant deux 
courbes planes C,'el C.', et nous retrouverons toutes les propriétés Ci-dessus ex- 
posées ;nous aurions donc Un point g' homologue du point g, une droite homo- 
logue de la droite Q , des droites!' et E' respectivement homologues des droiteslet 
E, pt il faut démontrer que lespoinLs g et q' ne sont .qu’un seul et même |)oiot, 
et que chaque groupe’ îles droites Q et 0'. I et I', E et È', n’est aussi qu’une 
seule cl thème droite ü , I et E. 

Pour démontrer. cette propositinit , nous ferons remarquer que nous savons. 
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que lorsque deux sections coniques sont situées sur un cOtic, si ces sections coni- 
ques n’ont aucun point coramun, on peut toujours les enrelopper par un second 
cône. Ainsi en considérant la courbe C et la courbe C, que nous savons être situées 
sur le cOne A qui a son sommet placé sur la droite 'L passant par le (>Oint p, nous 
pourrons faire rouler un plan iniigentiellemcnt à ces deux courbes C et C, mais 
intérieurement, et nous obtiendrons pour enveloppe de rcs|>acc parcouru par 
ce plan le second cône enveloppant les deux courbes C et C,; mais il est évident 
que, parmi toutes les positions que peut prendre dans l'espace le plan mobile, con- 
sidéré en chacune de 'ses positions comme une enveloppée, il y en aura deux où 
il sera vertical, et où il aura dés lors [tour trace liorizootale les tangentes inté- 
rieures 9'et 9/ aux deux courbes C et C'. Le sommet du second cône A.' sera 
donc situé sur la verticale Z' puissant par le point p'. 

Dès lors, en considérant le point p', ainsi que nous avons considéré le [K>int p, 
nous voyons que les droites I et I' se confondent en une seule et même droite. ” •' 

Mais nous aurions pu combiner la courbe C avec la courbe C,,el nous aurions 
trouvé un second cône A.' apnt encore son sommet situé sur la droite Z', et » 
dès lors nous aurions établi que les droites E et E' se confondent. 

Il se trouve donc démontré que la considération du point p ou du point p con- 
duit toujours aux trois mêmes droites'^} , I et E. 

Cela posé, si nous désignons par R. la droite ijp, par R' la droite gp', par r, r, , 
r', r,' les points d'intersection des droites P, P,, P', P.' avec la droite 0, nous 
pourrons établir la nomenclature des divers tijitème» polaires, qui fient l'une 
à l'autre deux sections coniques C et C, qui, situées dans un même plan, ont 
deux tangentes communes intérieures et deux tangentes communes extérieures. 

Cette nomenclature |)cut être établie ainsi qu’il suit ; 

1' Un système complet , com|)Osé d’unpôle q et de la polaire Q (système jKtlaire 
commun unique ). 

2" Deux systèmes corn posés, l’un du p6le p et des polaires P et P', et l’autre du 
pôle p' et des polaires P, et P,' ((pô/e unique conjuguant deux ;io/oire« séparées )_ 

3* Deux systèmes composés, l'un de la polaire R et des pèles r et r, et l’autre 
de la polaire R'etdcspô/ei r, et r, '(polaire unique conjuguantdeux pô/e* séparés). 

Pour la courbé C( dans les deux systèmes polaires), les polaires P, et R', I* 
et R passent respectivement , l'une par le pôle de l'autre. 

Pour la courbe C ( dans les deux systèmes polaires), les polaires P,' et R', P' 
et R passent respectivement l'une par le pô/e de l’autre. • 

• • . I. ^ • 

Deiixième cas. Les deux sections coniques C et G' étant extérieures et ayant un , ' ' 

point de rohtact. • • i' 

2* PASTII. i7 



Digitized by Google 



— 370 — 



ô90. Les deu\ sections coniques C elC' peuvent être extérieures l’une à l'autre 
et avoir un |X>iut de contact; dans ce cas elles pourront avoir trois tangentes 
communes. Exaroino.ns quelles sont les modiyïcafionf que subissent, dans ce pas les 
Ijrüpriiili-s /johJres qui /ieiii l'une à l’autre les deux sections coniques. 

Il sullit de jeter les yeux sur la /ig. 271 et de la comparer à la /ig. 270 
précédente, pour voir de suite que les droites tangentes £,,ê',ainsi que les 

polaire» U', P., P,' de la fig. 270 se confondent sur la Jîÿ. 271 en la seule 
droite I , et que par conséquent les points b, , f, r, , r,' se superposent sur le 
point /)' qui, dans la fg. 271 , devient le point de contact des deux sections 
coni(|ues données C et C'. 

Tuoisilme cas. Les lieux courbe» Q et c' se coupant en deux pmnU. ‘ 

.797, Les deux sei'tions coniques C et C' peuvent se couper en deux points et 
avoir deux tangentes communes extérieures. V 

Dans ce cas, les tangentes intérieures 9' et 9,' n'existent plus, ainsi que les 
points r, et r.' et les polaires P et P,'. 

Démontrons que, jtour ce cas particulier (fg. 272 ), les droites 1 et H' se 
confondent. Si l’on regarde la courbe C comme la base ou trace horizontale d’un 
e<’Hie A ayant son sommet s situé sur une verticale Z passaut par le point p, et si 
l’on rcgarile la courbe C' comme la base et section droite d’un cylindre vertical (C'), 
les deux surfaces A et (C') se cou|>eront suivant deux courbes planes C. etC, , 
puis(|u'elles ont deux plans tangents communs cl verticaux, doutles traces liorizon- 
i(des ne sont autres que les tangentes communes et extérieures S et 9,. Or comme 
la courbe C coupe lu courbe C aux deux points s et s', il s'ensuit que |c plan de 
i’unedesdeux courbes C, et C.aura pour trace horizontale la corde;»' prolongée, 
ainsi la droite zz' n'est autre que I. Celte droite I coupe la droite Q en un point 
p' quü je dis jouer ici le même nûle que le point p' de la fig. (271 ) précé- 
dente, c’est-à-dire que ce point p' eçl la projection horiioulale des sommets de 
cônes qui, ayant la courbe C pour base, seraient coupés |iar lecylindre(C'}sui- 
vant une courbe plane C, projetée en €'. ■ 

El en elfei : . ^ 

Nous savons que par deux courbes Cet C, qui ont deux points d'intersection 
: et s' ou une corde commune zs', on peut toujours faire passer deux' cônes A et A', 
(|ui ont deux plans tangents communs (T) et (T'), en les points z et z' extrémités 
de la corde zz' commune aux deux sections coniques C et C,. 

Or puisque nous supposons que la courbe C est sur le plan horizontal de pro- 
jection, les lungenles T et T' pour les points z et z' seront les traces horizontales 
des plans tangents (T) et (T'), et ces pians (T) et (T') seront déterminés de posi- 
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lion dans l'cspaca par les tangentes aux mêmes points s cl t'-i la courbe C, dont 
est la projection horizontale. , 

8i donc par lo point i, en lequel se coupent les tangentes T elT' ( point ( qui 
est évidemment sur la droite <i), on fait passer une droite D située dans le plan 
vertical passant par Q , cette droite Ü coupera la verticale Z passant par le point ;i 
en un point s, et la verticale Z' passant par le |K>int j> en un point et si l’on • 
considère ces points « et*' comme les sommets respectifs de deux cônes A cl A' 
ayant la courbe C pour base commune, ces deux cônes ’se recouperont dés lors 
et nécessairement suivant une seconde couritc plane C, dont la trace horizontale 
de son plan ne sera autre que la droite I. 

Ouclle que soit la direction de la droite D , pourvu qu’elle s’appuie loujour.s 
sur les droites Z et Z', et qu elle passe toujours par le point I, les |x>ints s, et i,' 
que l’on obtiendra pour une autre position O, de cette droite I), seront les som 
mets de deux nouveaux cônes A, et A,', qui,ayai1l toujours pour base commune la 
courbe C, se recouperont toujours et nécessairement suivant une courlrc plane 
C,' dont la trace horizontale de son plan sera toujours la droite I. 

Démontrons maintenant (jue loscourltes C, , C/,... se projetteront toujours ho- 
rizontalement suivant la courbe C’', ou, en d’autres termes, que ces diverses 
courbes planes C. , C,',.... seront situées' sur le cylindre vertical (C*) ayant lasec- 
I ion conuiuc C pour section droite. ’ ' - » . ■/ 

Puisqu’on faisant varier la positiom de la droite D, on obtient une série de 
couritcs C, dont les plans passent tous par la droite I , il suffît de démontrer qu'un 
plan quelconque passant par la droite I , coupera toujours un certain cône ayant 
son'sommcl sur la droite Z, suivant une courbe se projetant suivant C'; ou, en 
d’autres termes, il sudil dé démontrer que la courbe C et une courbe C. ayant 
la courbe C' pour projection ( le plan de cette courbe C. passant par la droite I ), 
sont toujours enveloppées par un cône ayant son sommet sur la ilroite-Z. 

Or la courbe C, aura son plan (C,) déterminé par sa trace horizontale I-, et 
par un peint de l’espace; prenons pour ce point un point «"ayant pour projec- 
tion horizontale le point la droite ce" coupera la verticale Z en un point * qui 
sera le sommet du cône A ayant la courbe C pour base et étant coupé jwr le 
plan (e",l ) suivant une section conique C,. < ' ' 

Celte section conique C, passera par les points s, s' et e"; sa projection horizon- 
tale passera donc par les points s, %' et e'; et comme le plan vertical, qui a pour 
trace liorizontale la tangentes, est tangent au cône A suivant la génératrice 
droite il s’ensuit que la projection horizontale de la courbe C, devra- être Ish- 
gente en e'à la droite fl;‘ de plus^la^courbe C, devra.se projeter horizontalement 
suivant une courbe tangente à la droite 9,, puisque cette droite fl, est la trace 
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horizontale cl'un second plan vertical cl tangent au cône A; la projection horizon- 
tale de la courbe C, doit donc passer par les trois points : , s', e' , et Aire tangente 
aux droites 9 et 9, , elle ne peut donc être autre que la courbe C', puisque cette 
courbe C' satisfait aux cinq mêmes comtilions. Donc, etc. 

Et comme nous pouvons arbitrairement choisir l'une des deux courbes C-etC', 
pour la base du cùnc sur laquelle se trouvera placée la courbe C', il s’ensuit que si 
aux points z et z\ nous menons à la courbe C' les tangentes 9 et 6' qui se' coupe- 
ront en un point i situé sur la droite Q , nous pourrons fairopasser par ce point t 
une droite B coupant les verticales Z et Z' en des points d et d' qui seront les som- 
mets de deux cônes > et V ayant la courbe C'pour base commune ^ et se coupant 
suivant une seconde courbe plane dont la projection horizontale sera la courbe C, 
et le plan de celte seconde section passera par la droite I. 

Quatrième cas. Les deux seciio/is coniques C et C ayant im point de contact et deux 
points d’intersection. 

598. Traçons sur le point horizontal de projection deux sections coniques C et 

se coupant en deux points z cl z' et se touchant en un point b,. Ces deux courbes 
l>ourronl être telles qu’elles aient trois tangentes communes (*)(fig. 273), savoir : 
la tangente au point b„ et les deux tangentes extérieures 9 cl 9, toucliant la courbe 
C aux points e et e, , cl la courbe C' aux points e' et e,'. 

^Les trois tangentes communes se coupent en les points p,p",p'", et ces trois 
points sont les sommets d'un triangle circonscrit aux deux courbes données C 
et C'. 

Cela posé : 

Le pointp peut être regardé comme la projection horizontale et orthogonale du 
sommet d’un cône A ayant la courbe C pour base , et la courbe C' peut être re*. 
gardée comme la base ou section droite d’un cylindre vertical (C); or, puisque 
évidemment ces deux surfaces A et (C') ont deux plans tangents communs, verti- 
caux et ayant pour traces horizontales les tangentes 9 et 9, , ces deux surfaces A 
et (C' ) se couperont suivant deux courbes pianos C, et C, ayant la courbe C' pour 
projection horizontale, et il est évident que la corde zs' jvrôlongée sera la trace du 
plan de la courbe C, , et que la tangente au po'mt b, sera la trace du plan de la se- 
conde courbe C,. 



(*) Nom verrons plus loin , lorsque nous examinerons le cas où denx seotioos cmiiqucs se coupent en 
quatre points, que cos sections coniques peuvent ^tre telles qu'elles aient quatre ou trois ou ancune 
tangentes comiBuncs, car le nombre tics tangentes communes ne dépend pas du nombre des pointscom- 
inuns entre les deux sections coniques > mais des positions qn 'affectent l'une par rapport à l'autre les 
deux sections coniques. 



> 
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Dés lors ces droites ne seront autres que les droites désignées ci-dessus par I 
cl E et se coupant au point q; cl si l’on mène du point q des tangentes 6 et S' aux 
courbes C cl C', les poinU de contact 6 cl b' seront en ligne droite avec le point b. , 

et ainsi la droite Q sera déterminée. _ 

Il est évident que, ni le point * (en lequel le.S droites Q et «' se coupent ) 
ni le point de contact é. des deux courbes C et C' ne |>eul être considéré comme 
la projection horizonulc du sommet d un cône A' ayant C pour base, et coupant 
le cylindre (G') suivant une courbe plane projetée en C', car il est évident pour 
ceux qui sont habitués à lire dans l'cspce, que, [wur que le point k pût être le 
sommet d’un tel cône, il faudrait (jue la courbe C' ne fût pas tangente à la 
courbe C, et que pour que le point ô, fût le sommet d un tel cône, il faudrait que 
la courbe C' fût enveloppée i>ar la courbe C, ou enveloppât celle courbe C. ^ 
Ainsi le point p' n’exisic pas dans le cas particulier qui nous occupe. 

Mais il existe deux nouveaux points qu’t jouent le même rôle que le point p, ce 

sont les points p" et p'". • • 

Ainsi le |)oint p" peut être considéré comme la projection du sommet d un 
cône A" ayant la courbe C pour base , et qui sera coupé par le cylindre (C') suivant 

deux courbes planes C." etc." projetées horizonialomcnl en C', et cela parce que 

les deux surfaces A" et (G') om deux plans tangents communs , verticaux et ayant 

pour traces les tangentes 9 et qb,. " 

Il est évident que les traces horizontales des plans de ces^deux courbes G, et 
C." se confondront en une sculedroite qui ne sera autre que <jî., en sorte que cette 
droite sera en môme temps pour le point p" les deux droites I cl E' . 

l>ar les mômes raisons, la droite sb, jouera , par rapport au point p'", le rôle 
des droites 1"' cl E"'. eljç point ô, sera un second point <f jouant le môme rôle (juc 
le point 7, et la droite qb, sera une droite Q' jouant par rapport au point q le même 
rôle que la droite 0 par rapport au point q. 

GiNQCiËMt: CAS. Lei deux seclioiit coniques C et G' n aifanl qu un seul point de con- 
incl et s’enveloppant f une C autre. 

599. Soient tracées sur le plan horizontal deux sections coniques G et G' 
(/17. 274), n'ayant en commun tju’un seul point de contact p, s enveloppant I une 
l’autre cl rtiiyanl dès lors qu’une seule tangente commune. Nous pourrons re- 
garder le point p comme la projection orthogonale du sommet d un cône A ayant 
la courbe G pour base, et nous pourrons considérer la courbe G' comme la base 
ou section droite d’un cylindre vertical (G'). Démontrons que les deux surfaces se 
coupent toujours suivant une courbe plane G.. 

Les deux surfaces A et (G*) ont pour génératrice de contact la droite verticale Z 
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|iussanl par le point p, on doit donc considérer ces deux surfaces A et (C’) comme 
se coupant déjà suivant une courbe plane C, (qui n'est autre que la droite Z ) et 
dont le plan sera le plan langent (l)commun à ces deux surfaces; ce plan (I) aura 
pour trace liorizunlalc la droite I tangente commune en p aux deux courbes don- 
nées C et C'. , ' . 

Puisque les deux surfaces A et(C') ont déjà une section plane C,. commune, 
<'lles doivent SC recouper suivant une seconde courbe plane C, ; par conséquent ^ 
si , |xir la droite Z , on mène une suite de plans verticaux (Y),...., ils couperont la 

surface conique A suivant des génératrices droites G Icsquchus cuu|ieroni la 

courbe C, en des points y.... et la courbe C en des points m.... et les tangentes à 
la courbe C,]M»ur les points ÿ.,.. et les tangentes à la courbe C pour les points m.... 
se couperont en des points 2.... qui seront sur la droite E trace horizontale du 
plan (C,) de la courbe C,. 

Il suilit donc , pour déterminer cette droite E , de mener par le point p une suite 
de droites Y, Y',.... coupant C en les points m, et coupanlla courbeC aux 
points et de construire les tangentes m'a;, m/x'.... à la courbe C pour les 

|)oiot8 m', m/ et les tangentes mx, m,x',.... à la courbe C pour les points m, 

III Les tangentes m'x et mx se couperont en un point x, lus tangentes m.'x' cl 

m,x' SC couperont en un point x'ct ainsi de suite, et les divers points x, x',... se- 
ront sur une droite E (|ui coupera la droite I en un point y , tel que si de ce point 
y on mène deux tangentes 6 à C et 6' à C', les deux points de contact b et b' seront 
avec le point p en ligne droite, et la droite bb'p sera précisément la droite Q. 

Sixième cas . Let deux gectUms coniyues C et C' n’ayant aucun point commun , et 
étant intérieures finie par rapport à C autre. 

600. Étant données deux sections coniques C etC' satisfaisant à la condition de 
s'envelopper l'une l'autre, on voitdesuite.que si l'onprenddans l'espace un point 
(, et qu'on le regarde comme le sommet commun à deux cônes $ et ayant pour 
base, le premier la courbe C, et le second la courbe C, ces deux cônes devront 
aussi s'envclop|>cr l'un l'autre, et que dés lors on pourra toujours les couper par 
un plan, de manière à avoir pour section deux ellipses, dont l'une sera inté- 
rieure par rapport à l'autre ; déplus, il est évident que l’on pourra toujours choisir 
la position du point s et diriger le plan sécant , de manière à ce que l'une des sec- 
tions soit un cercle B et à ce que l'autre section soit une ellipse A , intérieure ou 
extérieure au cercle D. 

Il nous suilit donc d'examiner ce qui doit arriver pour un cercle D et une ellipse 
A enveloppée par le cercle B, pour avoir résolu la question dans toute sa généra- 
lité, et ainsi quelles que soient les sections coniques C et G'. 
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Si au lieu d'avoir un ccrele B et une ellipse A, on avait deui cercles B' et A', 
intérieurs l’un à l'antre, alors il serait facile de déterminer leur pôle unique et 
leur fiolaire unique, car la poiaire serait l'are de similitude, et le pôle serait le 
rentre de similitude. • 

Et au moyen des projectimu, on détermine de suite cet are et ce centre. 

Car d'abord l'axe de similitude S (/!</. 275), passe évidemment par les cen- 
tres b' et «' des deux cercles B' et A', et si l'on prend pour ligne de terre la droite 
S il suflira de déterminer la position ( sur le plan vertical de projection) du som- 
met « d'un cène A , qui , ayant le cercle B' pour base, serait coupé par un cylin- 
dre vertical et de révolution (A')ayant le cercle A' pour base , suivant une courbe 
plane A/. Or il est évident que, puisque tout plan horizontal coupera le cène A 
suivant un cercle et le cylindre (A') aussi suivant un cercle, il est évident, dis-je, 
que les deux surfaces A et (A') se couperont suivant deux cercles horizontaux. Poui 
déterminer le sommet », il sutBra donc de nicner par les points /* et f* (en lesquels 
la droite S perce le cercle A' ) des perpendiculaires à la ligne de terre et de menei 
une parallèle A,** à cette ligne de terre, les points / et /' étant unis aux points i et 
■'(en lcs<|ucl$ la droite S perce le cercle B') on aura deux droites qui se couperont 
en un point s, et abaissant de ce point » une perpendiculaire sur la droite .S , ou 
aura en s* le pôle ou centre do similitude des deux cercles A' et B'. 

Mais si l'on a deux ellipses a et S concentriques, il ne pourra arriver que deux 
ras : ou 1* ces deux ellipses seront semblables et semblablement placées, ou 
2* cllos ne seront pas semblables, ou , étant semblables, elle ne seront pas sem- 
blablement placées. 

Dans le premier cas, les deux courbes a et g auront évidemment une infinité de 
systèmes de diamètres conjugués, superposés en direction. 

Dans le deuxième cas , les deux courbes a et g n’auront qu’un seul systénoe de 
diamètres conjugués superposés en direction ; et en effet, supposons que l'cllipsr 
X soit intérieure à l’ellipse g, nous pourrons construire une infinité d’ellipses x', 
x",.... concentriques et semblables à l’ellipse x , et il est évident que , parmi toutes 
ces cilipws , il y en aura une x, qui sera tangente en deux points à l’ellipse g, et 
ces deux points seront les extrémités d’un diamètre d commun aux ellipses x, et 
g; dès lors il est évident que'le conjugué d,' de d pour l’cIlipSe x, aura la même di- 
rection que le conjugüé d* de d pour l’ellipse g; par conséquent le système d«» 
diamètres del (f do la courbe g se superposera avec l’un des systèmes de diamé- 
ircs conjugués de l’ellipse x. 

Cela posé ; ' 

Ayant deux ellipses concentriques et semblablement placées x et g, si l’on 
conçoit dans l’espace un point « pris pour sommet commun à deux cônes ayant 
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respectivemeiil pour base les courbes a et €, si un plan coupe l'un de ces cdnes 
suivant un cercle, il coupera le second suivant une ellipse, et si l’on a deux el- 
lipses sinipleinent concentriques, le plan qui coupera l’un des cùnes suivant un 
cercle coupera encore le second cdne suivant une' ellipse. Mais il est évident que, 
dans les deux cas, le cercle et l’ellipse ne pourront pas avoir entre eux les mêmes 
relaùoM poUrirei. On voit donc que , si l’on a un cercle B et une ellipse A inté- 
rieurs l’un à l'autre, il ne serait pas convenable de ramener le problème à la 
solution du problème si simple , mais si particulier, de la recherche du pôle 
de similitude de deux cercles, et de plus on voit très-bien que l’on se trouve 
traiter, dans toute sa généralité, la quettion polaire relative à deux seciiont comi- 
ques intérieures l'une à l'autre , en examinant le cas simple d’un cercle et d’une 
ellipse intérieure à ce cercle. 

De plus , ce qui précède nous fait voir que nous pouvons passer de ce qui existe 
polairemeul pour deux ellipses simplement concentriques , à ce qui doit être po- 
lairement entre deux ellipses, ou entre un cercle et une ellipse ( intérieures l’une 
à l’autre, et non concentriques ) et que les propriétés polaires , auxquelles nous ar- 
riverons parce moyen, auront toute la généralité possible. 

Or, si nous considérons deux ellipses seulement concentriques, et ayant dés 
lors un seul système de diamètres conjugués superposés en direction , et pour 
rendre la fig. 276 plus simple, nous supposons que le système soit celui des 
axes , nous voyons que les deux courbes sont telles qu'on |)eut circonscrire à cha- 
cune d’elles un parallélogramme, ou, d’après la fig. 276, un rectangle, et 
que ces deux parallélogrammes ou rectangles ont leurs côtés respectivement pa- 
rallèles, mais que leurs diagonales ne se superposent pas en direction. 

Désignons par o le centre commun aux deux ellipses a et Ë; par m et n, p et q, 
les extrémitésdes axes mn et pqde l’ellipse a; par in' et n', p' et q' les extrémités 
des axes m'n et p'q‘ de l’ellipse ë; par M, N , P, Q, M', N', P’, Q', les côtés des 
parallélogrammes ou rectangles circonscrits, en supposant ces côtés indéfiniment 
prolongés; par x et x, , y et y, les extrémités des diagonales xx, et yy, du paral- 
lélogramme ou rectangle circonscrit à l’ellipse a; par x'et x,', y' et y,' les extré- 
mités des diagonales x'x,’ et y'y/ du parallélogramme ou rectangle circonscrit à 
l’ellipse Ë; par X, Y , X', Y', les diagonales elles-mêmes, en les supposant pro- 
longées indéfiniment; par S et T les axes prolongés. 

Cela posé : 

Prenons dans l’espace un point s, et regardons ce [loint comme le sommet com- 
mun à deux cônes A et à' ayant respectivement pour bases les courbes « el ë, cl 
de plus, par chacune des droites du système plan et par le point t faisons passer un 
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l>Uta; 4w filaBs pMam» par i« {toiot « ai !«• 

ilroHoall, It,.... ' , 

' lM(COupfes d«' piaMqi)i< pMieroni por daa-drMlios qtti'fionl pariHùles esire 
oUet Mir ie«f«WiM pé»( Mif le plan det eourboa « al S) , Oa oeuperosi oaivanl une 
limita qui poMera par le ppinl « e* qui Mra parallèle aox>ilroite« parallèle» ealn 
•Hiaaet.aHMql dan» I* plait^ÿ, q), par coaaèqaeiM qnisera parallèle au plan 

•let'baaàa a e(€i‘ -W.* v • •• 

'■ Menons donc pdr le point** un plan y parallèle au plan des basoa «-et nMw 
aaronadesièroiief ftT'.T,, M,'> N,, Qu'J!,, •^7-, *,*;•¥?; roêpectWernem-pa- 

raHèles aoa dmitm* «tuée* dans le plan dea^aaes. . . 7 ' 

~ ConponMoat lesyMèine eoniqiM'par un plan qnelconqne>]t, nous obuandcoas 
sor ce plan deux ellipaes «r' et 8', aéetièna /aiio» par ce'plm X dèna leèjoùnaa A-ai 
è.', et une droite R, iuteraectionalel!eplâBXae6oleplanp,etIaniroitcaM;«.Nh.v.. 
oeuparont cette drolie R cn-das painlspar losquelt passeront respèetiveiiieoT les* 
intetseciionsdes divers plans pa'r le plan ^ - >1. 

Noua aurons dope la fig. 3711 6m, qui nous monlroiquc les deux courbes «' et 
S*, iniêtinnfes l’une i l’autre , sont (t^r l'uneliTaatrC parun triaitgle pohlfe dpni 
lot tonnrets sont rcspectivciticntlos )>ô6n-^$ cdtés opposés qtif en sont les polafan, 
ftih des cdlés j>roUmgé de cc trian^l» étant h» àr^tc R i 'en sÔMc que lés <f?ux 
< odirbds ^ éi & ont trois sÿMéme* potiim» co tommua , chnqmsystètnc'étapt èdtpr ' 
iiâté'd'nnodlr unique et d’une poiolr* untbuc. 



' si, au tontriimi nou« avions éônndénl^ddnx el)ipseeè'tirll, edntxm 
sèttbiabics et semli1al>lai)cni plâcêès Ijig. 3TT) dn aurait 1)H circonserfre 4 ebd- 
cune de ces coi^l>eB une tnfinité'^dè Sjstèine* de paràHélogitamitiüe ayant 'lenfs 
L'èÙS respectivement parallèles etleurs diagonales étant supèrpdséesen'dircctran', 
■•J l'on obtieiidraft slOr la plan 1 la fig. 377 hit, qui noua montre ^que dans 
ttd aas , les ooarbes a* et C ont une.intlnité de systèmes polaires dotnmu^ , ou 
une* Infinité de hdanglct pôtuires communs ayant tons un sommet comitAnj qili 
caflapdlr de la droite R-, sur laquelle sont placées les bases de tons çes trâinglèd. 

èipsi , if se trouve démontré qnc Wsqae J’on s deux serrmns conîq^C ei'c*, 
intérieures rnncid'sub*e, ailes seront iouj[nurs liée» r«me S lïntfcptr' l’un tle» 
iif^fnet polaira reproeentés'par les jig. 3'78 6i*-èt 377 ht. . .. *'*’ 

'Xorsquefon adeUxcoortma''et^ RéM' eiftre elles comme eÜM^ sont shé In 
jtg, 477 tià, en menant par le point * uae deuite D. <k directiott'ârbitrairc danv 
I ecpaae>4aux«6ne8 A et è' ayant leurs sommets dèl / situés arbitraiTeiDeot'iür 
resta d»èiia|) et apaot pour basa , le .premier la courbe ■'».et le-seeond la coorbâdV 
s'éntracpuparmt sainnt dèux courbes planes dont les plans passeront ppr la droite 
Rvm» seata qiMt uaOe'dmtt» il -ioneje -même rète que las dapîMaJ nt' ÿ da ia 

i* rxint. 18 
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sont tous distribués SUT 1» droite K. •• •; 

Mais si , par le point s de la fig. ïi76 ^ , on Btenait unn ^ôite D de direction 
arbitraire dans l’espace’, les oùncs d et A' ne 9'enireoô^erâienlpM suivam dettx 
rouH>es planes , et cola est évident en considécant la>ÿ. 27»-, car si, par |e pointe, 
on élève Une droite verticale ou une droite de d.ircCtioti arbitraire ;pea impocte, 
deux cènes qui auront leurs sommets sur celte verticale ou sur la droitedediiec- 
lion arbitraire, et qui auront resptsptivenieüt pour bases les eourbos a. et^fi,‘Vne 
|M>urront jamais se couper suivant des courbea^t'^anea j tandis que i'oh voit Uès- 
Ih( 3) par la fig. 277, que lorstpie' les ellipse» « et & sont semblables et semUa- 
bloment placées, les deux cènes A ef a' s'enlrocouperoot-loujours saivput deux 
courbes planes dont les plans seront parallèles antre eux et Itorizoaiaux. ou. 
i-n d'autres termes, parallèles au plan des coArbes set-é. r • ,» 

' Ainsi <dansiecasde la /i 7 . 27tié(f ', lesalroites I et £ seront rein|4api^ par des 
ligHCS courbe*. v- ' . ’«'■ ' - 

• . * ' . ' ‘ • r *.-• • 

.* "r ■ ■ 

SïMiÈus CAS..- Let deux secùcm cgfiiguet C^et coupaul eh i/ualre points. , 

\ 60t. Lorsque noqp avons examiné lespj'<îprfèi<‘»poi((ire»qaidcvaient exister «piix 
•leux ^sectiüns coniques , I’ n’ayant aucun point coiumun , et extérieufes ou inié- 
rieures l'une à l’autre, 2" ayant un point de çontact , et clanl intérieures ou exte- 
lieures l’une à rauifé-,’3’se ebu|tant en deux points, 4 * m touchant ep un po^ 
et se coupant en deuipqiqte, nous aurions dû combiner les dlverpes espèoes d<* 
secdoos coniques ot c^niincr dés k>rs oe qui devait arriver dans chaque cas par- 
ticulier, CD considérant les divers systèmes formés, l' de deux ellipses , 2* de dçn> 
hjpeiboles, 3* de deux paralwlcs, 4” d’une etlq)»o el,d' une hyperbole, d’Aline 
hyperbole et. d'une parabole, et O" enfin d'une.ellipsé et d’une pqrabole.; 

C’est cè’que nous.alluns faire en discutant le cas où ^os denx sections coniqués 
•lounées CeiC' se coèpenlcn quatre (loiuts; et l'on pourra rovenft- aUS; cas pré; 
rédents et' y appliquer tout ce que nous allons 'tUru sur ce dernier cas,. savoir : ' 
« clui où les deux sections coniqucsdonncea oui quatre point» oominuns. 

Toutefois je u’enlrerai pas dans le détail couipjéidss diverses propriétés polair^ 
<lu système de deux sections coniques ayant quatre poinis communs. Ceux qui 
Xuudront étudier d'une iiiaiiièrc complète k liieorte des polaires, doivent lire l'ou- 
vrage remarquable publié pir M. Pojh.u.it souple litee de rAçori* rf«propiÿ<Ve» 
promeuves il).. ' ‘ . •- c. , 
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LuteuH/etG^O éumtéiux eUif*e*. '■ ’ i- ' ‘ *• 

' Nous pootons' supposer d’ol^rd ’qu* tes deui ellipses C et C^se conpsDt en 
ipialfe points, ouf roéine centre (^, aw ).. Alors eliee auroni'nécessairemeni 
4 |uatre tangcates «oniniunw feroiaiit ue |«:rallétofraifiine circonscrit en même 
temps aux deex ootirbes^ et les quatre poinlad’iniersectioA seront les sommets 
d'un-paralWo«raiiiBae4nÿoril aussi eRménè temps aux deux caorfaes, et d-eet 
évident'que ces d^ix oQurbos auront .M fpnèata dS-disasétreS'eonjtipufc tel que 
i.es-diamètres seront supsrpot^ en duectioo. <• 

- Celaitos»»: - ' 

Il ponrra arriver deux cas i on f les diagdnalesdu pars Hologramme inacrit so- 
I ont res{iectWemenl pamllétes aux cftiAs du paridlélograraniê ciroonserit jwi a* les 
diagonales du paraHélogromme inscrit ne seront pas respectrreraenl parallèles aux 

cùtès dq parallclegramine cireonscrit j et.il est ètidenl que ees deux manières 
d^airudos deux etÜpscs.iUuie par rapport à l'autre, sont les seules qu* pt»issent 
e!(istér.. 

Si donc on prend dmis l'espace un point » arbitraire , et qu’on le regsrdecemm* 
le-semmet oonimuH à deux eèncS A et- A' ayant rcspectisemeot pour 'besea le» 
<-ourbee C et C',‘ ot siy par cè apniinel s et ^r chacune des diverses droites du 
systènM tracé sur le plan ltorixoaial,_on ûut passer un plan , ou voit de stihc ^ 

' ' V : ■ " * > • . y • . — ■ 

— ^ -^4 ,r • • * . i ’-i"'- 

lUorit jtototm, ralsItMiBeWanxMettMM mUqU*» •( aux torniM du «âcand or^, rarUtei^ 
ml^heda dea projeclion,. M.aiiui eu employant la laugue gnpbiqnaon, en d’autrea tariuaa, U OdoaiS- 
»rieS«*fn'pTir«, et une avoir beeoio de recourir ni aux ràpporu barmoutqnea amplejrea par let anciena 
aéomitraa,,ni k rinralnUon <la',ix pointa, tbeorèoM qui aU dA t DsaaBaen. * - ' 

It y a tâw tpngtampa quuj'^ r^oanni|na ia gâooiiiiria Aeacriptiva pouvpit auffirc pour racbarcbar,et 
établir, et dàpmotrea tea propfirléi pOlairet dont jonimept laa aectioua couiquea at ki tnrfaoaa du ae- 
.OTidordte.combinâcadeuxàdetuon'hvdailroii. lotaqu’ellaaont entra eilat oartainaa relaBpHt.ie 
ptfithm., 

en ASSd, ja inajilrairiapiniira Irrrmn, i l'aeola da Mariabarg paàa Stdekbolni etapréaavaia In roUygafe 
da U. Poitctan, que let bellea at nouvellea propriétéa tronvéai par ce tavant gàométty , ponvaiaot bei- 
. Icnien» dire démontréea par la Cévatélria dMmpItee , attendu qu'ellaà élaiaal Scn’lM dana laa dpurtt 
Sa*'la tection faica par nn plan dana un.cSna âbmaaeation conlqna,ardaha laa épurer de llnleriaatloii 
Se deux oduaa ayant ebaeun pour baaa una aaotion coatqaa at a’autcaeottpapt atdvant deux courben 

plaqet , et qn*aiuÀji tufliaait d’appren^a à lire leapmpriâlài polaire# àoriloa ai» éoa ^uru. . 

tlaot venta' à >ana an itfS , ] expotai li la Soeiâtd philomathique maa idépa i ce aqjat , at pliîa lard , 
je pubb'ai dpu* la CorrraponSsnce da aalbemolifuae 'M da àu Ptpt-Bttt, rddieda par 

U. qusma* At Umxallea, plutiam» mémnirtt baaàaaup eettanaanliro d’anviaagar la Uidoria dba polaAat. 

f'vfti ivudaoite A'ur 1er prugriikéttu cmtTk*$ik*»t»’kAi*tr4 dant i‘«padt , la mé- 

moira ivr In fnpriétfiii (roif rtnrSrepfauMiiluéetaur nue tSr^^duteetmd ^re-, lamâmolrc 
Sur Iqi jfmprtew# polaira fui efûtenl aulr# let Autl nurkrt Isuptnlei d (roi# Meeliont pluue» d’uni 
>arpMeduieeondbf<dreieta.,dtai,<la,, *' ^ ' 
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i|ue l’on oblionJra pour ««lion plane dans le $gttème fouique «le l’espace , une 
ligure telle que celle indiquée fig. 278 W». • " ■ 

Mais celte fig. 278 bu pourra présenter deux xariélés ires-dislinotes. Ainsi , 
lorsquo(/g. 278) les allés opposés du parallélogramme circonscrit seront paral- 
lèles , respeciivoment aux diagonilos du parallclogranmc inscrit, la /j, 278 bin 
nous donnera les points p'" et p" «toos sur ta droite qg, , et ces jMinUp'" et p" se* 
ronien même tem|>s situés sur les diagonales du quadrilatère inscrit aux deu* 
sections coniques se conpanl en ipialrirpoinU; mais lorsque (Jlp. 278, a) les côtes 
opposés du parallélogramme circonscrit ne sont pas respeelircment parallèles 
aux disgonalesdu parallélogramme ÎMcril, alors les points p" et p"' seront toujours 
plaoés (fig. 278 ur). Sur la droite ’qq, . mais en dehors des diagonales du quadri- 
latère inscrit. 

En sorte que lorsque l'on'se donne deux elttptn C et C se coupant en quatre 
poinua.a', b,b'(fig.n»buoa ter), lesquaUx: tangentes ronimuneset toutosôV- 
lérieures aux çllipscsC et C' se coupent deux à deux en six points, dont quatre p 
ay, p, et p,' sont situés, lawiir : deux sur la droileliei deuxjwr la droite 0, ; et 
las doux âuü-esp''elp"'8eroiil, flesiulcrseclionsde la droite qq, etdes diagonales 
du quadrilatère inscrit aa'bb’ifig 278 bit ), ou seront 2" situésjlous les deux sur 
la droite qôi, ma''* «n dc|iors des diagonales prolangécs bb' et aa' (fig. 278 4rr ). 

Ces deux résultats poloiret cl d'Hcrents entre eux , et qui sont les seuls qui peu- 
vent exister, étant signalés, èxannnoi» quelles sont 1rs droites du système 
Çfig, 278 bù et <er-),.qur représenteront les droites' désignées ti • dessus par 

Irriv. et par F/-.. ■*"' 

nu moment que les deux- ellipses Cet C‘ ont deux wogenles tommuneS, on 
fiBiM régarder le point on lequel ces tangentes se coujient comme la projection ho- 
riionlalcdu sommet d’un cône A ayant pour base la txiurbc C , cl ce cône A sera 
roopé par îo cylindre vertical (C') sutiant deux courbes pianos C, et C., et lés 
tewes des plans <C.) et (C.) de ces courbes C. et ne seront autres que les 



droites I et E demandées.^ 

Or il est évident, d’après, tout ce qui a été dit ci-dessiiselà ce sujet, que les 
l'-ôtéa opposés ab et ÔV du quadrilatère inscrit , seront précisément |es droites I 
cl E , soit que l’on, considère le |>oiDl p , seSi que l’on considère le point p conrmo 

ct^iil la 4 )rojcclion du sommet du cônl:, . 

l'ar la memes raisons , soit q^ l’onijmiisidérc le point p,, soit que l'on consi- 
dère le point p', «CS côtés opposés aV et n'b du quadrilatère inscrit seront les droUcs 

I, ciE,-. -• . ' , . ^ » 

Lorsque l’iMi coiisidércia le point p'"(qu’ij smiouxion l’inlersectionde taïUsgn- 
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iMie et de la droite comme la projection du sommet d'un Cuue ayant rellipse C ’ 
pour base, les traces des plans des courbes snnant lesquelles le cylindre (C') 
coopéra cecdne, se confondront en une seule et inénrc droite qui ne suraévidem- 
ment autre que la diagonaleM' prolongée; on aura donc ençette diagonale bl/\es 

droites l*" et Ç'V . f ' 

Par les mêmes raisons, encore, lorsque l’on considérera le point p", la di^unale 
au prolongée jouera U rôle des droites I" et E'!, , . 

2* Les Courbet Cet C éaüïl deux hypfrbolet. * 

TlaçonsC/iÿ. 279)deut hyperboles C et C' se coupant en qüatrê points’o, a', b, b', 
eTayant roéraecentreo; et supposons .•■i*qae ces deux liyperltolcs sont tellement 
placées qu''on puisse leur mener quatre' tangentes communes, ce qui aura lieu 
évidemment toutes les fois que les deux courbqs auront un système de diamètres ‘ 
conjugués qui sont superposes, en direction , et |l faudra en même temps que les 
deux diamètres iransverses sç su|>erposeat qn dirçelion^ 

Les qiiaUe tangentes' communes aux deux hyiterbolcs se couperont en quatre 
pointsp et p', p, et p,\ situés deux à deux sur lesdiamèlresconjuguès superposés 
en direction, qt il est facile de voir que jamais les côtés opposés du parallélo- 
gramme pp'p.p,' circonscrit (par leprofongémont de scs côtés) aux deux hyperboles 
concentriques ne pourront être jwallélcs aux diagonales aa' cl bb' du parallélo- 
gramme inscrit.' . . . , . ... . . 

En mettant la fig. .279 en perspeciiie,, on obtiendra la forme de système polaire ' ‘ ‘ 
.qui /ie entre elles deux hyperboles qui, se coupent en quatre points et qui ont 
quatre tangentes communes. - ’ , ^ . 

Supposons : 2* que les deux’ hyperboles eoncenlriqucs ae coupant en quulre 
poinls a,ajb,b,Xfiy- 280) sont tellement placées J’une par rapport à. l'autre qu'on 
ne puisse leur construire de tangente commune, ce qui arrivera évidemineiit 
toutes les fôis que les deux hyperboles seront inversement placées. 

.En faisant la perspective de la Jig. 2à0, on obtiendra deux hyperboles ayant en 
.commun un quadrilatère inscrit', mais comme ces courbes n'auront pas de tan- 
gentes communes, on ne pourra plus employer la cojisidération d'un cône ô ayant 
|K>ur base l'une C des hyperboles et d'un cylindre (C') ayant l'autre hyperbole C* 
pour section droite, puisque ces deux surfiices n'auraient pas deux plans tangents 
communs ; car, dans ce cas ,. nous ne pourrions plus affirmer si ces surfaces se 
coupent ou ne se oeaipent pas suivant des courbes planes. Plus loin nous revien- 
drons sur ce cas et sur d'auttés analogues et qui vont se présenter, et je montrerai , 
qu'on ne peut les résoudre que par la considération des surfaces gauches doublc- 
iMiH réglées enveloppqqt deux seeSions coni<pies; et qu’ainsi lorsqHO précisément 
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on tic peut pas résoudre ces .cas tout particuliers, par la considération des surface 
coni(|ues,ou le peut toujours par la considération des suriaces gauches double- 
ment réglées. . , - , - . , 

S" I.e$ covrket C et Cf étant deux parabok». 

Lorsque deux paraboles se eoupent en quatre points(J!ÿ. 281 )., on peut (oo- 
jonrs leur construire trois tangentes conimunes qui se coupent deux à'dcux en 
trois points P, p', p"; et ces trois points qui pourront dès lors être chacun consi- 
dérés cofurire la projection horizontale du sommet d'un ci>ne A, qui, ajant pour 
base l’iiné C des paraboles, sera reoou]m suivant deui courbas planes par le 
cylindre (C') ayant la seconde parabole C' pour section droite^ on établira donc 
le tytième polaire tout aussi facilement que pour les fig. 270 et 271r, . ..... 

k' Les courbes C et C étant Ctmeune ellipse et Va\Ore une hyperbole. 

\\ peut se présenter deux cas : ou {Jig. 282) l'ellipse C côiqvera chaque branche de 
r hyperbole en deux points) et on ne pourra pas construire de ungente coransuHe 
aux deux courbes; ou 2* {fig. 283)Tellipse C' coupera seulement une des branches 
de riiy|)«rholc C et en quatre points. Dans ce demie)' cas, on aura quatre tan- 
gentes communes à l’ellipse et à la branche d'hyperbole sur laquelle se trouvent 
situés les quatre sommets du quadrilatère inscrit; ai l’ellipse ne coupe pas les 
asymptotes de l’hyperbole; et deux tangentes communes seulement, si l’éllipse 
coupc les deux asymptotes; et trois tangentes communes, si l'ellipse ne conpe 
qn'unc des deux asymptotes. Mais les qualretangènies communes existeront tou- 
jours, parce que l'on pourra mener, ou deux tangentes , on une tangente cpip- 
munc et à l'ellipse et à la seconde branche de l’hyperbole, dans les deux dernier» 
cas particuliers que nous venons d’énoncer ci-dessus. 

Dans le cas de la fig. 282, on ne pourra pas établir le tyttèmé polaire par la 
«^msldération des cônes, mais bien par la considération des surfaces gàuobes 
doublement réglées et enveloppant deux sections coniques. 

Dans tous les casque peut présenter la fig. 283, on ^lurra étaldir le système 
jMlaire parla considération -des cônes enveloppant deux surfaces coniques, et on' 
pourra' dès lors raisonner géométriquement ainsi que 'nous l’avons fait pour les 
yîÿ. 270 et 27 1 , etc. , ' ' 

5* Les courbes C et C' étant Fung une parabole et Ftmtre une hyperbole. * . 

l..orsque la parabole coupera chacune des branches de l'hyperbole ( fig. ^4), 
uous dirons oe qui a été dit ci-dessus pour \a fig. ' 

Lorsque la parabole coupera une seule branche de l’hyperbole {fig. 286), alors 
die coupera toujours une des asymptotes ; il potirra donc arriver, rndement , ôu 
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f^que la paratiole se coupo pas la seconde asymploie, et alors on pourra con- 
struire trois tangentes communes à la parabole 'et & la branche de l'hyperbob- 
<]ui est coupée en quatre points par la parabole ; ou 2* que la parabole coupe la 
seconde. asymptote, alors on ne pourra plus oonstniire que deux tangentes 
communes à la parabole et é la branche de l'hyperbole coupée par cette parabole, 
mais, dans ce cas, on pourra construire une troisième tangente commune à la 
parabole et é la seconde branche de l'hyperbole. Ainsi on aura toujours, trois 
tangentes commuoes, déterminant, pu leur intersection deux à deux , un triangle 
circoDscrit aux doux sections cooiquesdounées. 

On pourra donc , dans ce dernier cas, établir le tystéme polaire comme pour les 
fig. 270et 27 1< Mais, dans le premier cas, on devra considérer des surbccs gau- 
ches doublement réglées et enveloppant deux sections coniques. ■ 

K* 1er Courbet C et C' étaul l’tme une parabole et C autre une ellipse. 
tl sera toujours possible {fig. 280), dç construire quatre tangentes communes à 
une ellipse et à une parabole se coupant en quatre points. Le tyttime polaire peut 
donc être racilcincnt établi / comme po'ur lés fig: 270 et 27 i . - 

Des polaires réciproques du sysii}ne formé de deux cônes à base section conique. 

002. Concevons un cène A du second degré, etayaotsonéommeten un point « 
de l'espace; coupons ce cône par deux plans P et P*, on obtiendra deux sections 
coniques 6 ctS' qui pourront avoir trois manières d’être entre elles, suivant la 
direclion donnée aux plans sécants P et P'. ' ‘ ' 

r Les deux courbes e et 6* peuvent n’avoir aucun point commun, et alors la 
droite S, suivant laquelle se coupent les plans P et p', sera extérieure'au cène A, ou, 
CB d'autres termes, cette droite S n'aura aucun point commun avec le cône A. 

2* Les deux courbes é et 6* peuvent se- couper en deux pôinls b et'ô',< ot alors 
les deux plans P et P' se couperont suivant une droites qui ne sera autre que 
la corde A6'sup|)Osée prolongée indéfiniment; cette droite S snra dés lors luté- 
riedi«au oône A, on, m d'autres termes, cette droite 8 percera le cône A en des 
deux points 6 et é'. > • . 

3* Les deux courbes (été* peuvent té toucher en un point a; alors les deux 
plhns P et P' se couperont suivant une droite S qui passera par le point n-, ot qoi 
sera ungeotc en ce ppiat avx deôx-cqnrbes < et é'. ' ‘ 

Cela posé : ^ ^ • ■ ' . ■ • ■ . • . , 

Nous savons que foo ' peut toujonrs faire paeaer un second cône A' par. les 
deux sections coniques é et S', lorsqu’elles n’ont aucun point comuHin,. oii 
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<|u’ollet te c(Mi{)ent en deux points 4 et 4'; et nons sarons aussi que lorsqu'elles 
se touchent en un point o, on ne peut Ips envelopper que par un seul c6ne. 

Dès lors, dans les deux premierscas, les courbes Set 6' seront enveloppées par 
(leux cônes A et A', dont les Boninets « et l' détermineront une droite Z. . • 

Ce sont losdroites S et Z qui ont reçu le nom de polairet rée^oquet des deux 
cônes. ^ • 

Il est évident (|ue,.1* lorsque la droite S est intérieure au cône A, la droite Z 
(fsi extérieure par rapport aux nappes des deux cônes A et A', et 3* lorsque la 
droite S 0*81 extérieure au cône A , la droite Z est intérieure par rapport aux 
na{>pos des doux cônes A et A'. ' 

Cela pos(! : ^ • 

Énonçons la propriété remarquable dont jouissent les polaires réciproques S et 
Z de deux cônes du second ordre ou du second degré. _ 

Tout plan passant par la droite S coupera le cône A suivant' une section coni- 
<|ùe 3 , «et le cône A' suivant une section conique ÿ. ' ' 

fout plan K'pas^nt par la drçilc Z coupera les cônes A et A' suivant des géné- 
ratrices droites G et G,, G' et G/. 

L«s diverses sections coniques 3... cl 3'... seront enveloppées deux à deux par 
des cônes dont les sommets seront (Kstribués sur la droite Z. 

Les plans T et T, tangents an cône A suivant les gcnéralrieesG et G,, et les plans 
T' cl T,^ tangents au cône A' suivant les génératrices G' et G/, se couperont tous 
les quatre en un point t, situé sur la droite S. 

Il est inutile de démontrer la vérité de cette propriété, elle est évidente pour 
tous ceux qui savent lire dans Tespace. . . . 

. Et réciproquement : • ' 

Si par un point I de la droite S , on mène des plans tangents T et T, au cône A , 
cl T' et T.' BU cône As les quatre génératrices droites de contact O et G,, G', et 
G,' seront situées dans un même plan K. . 

.Le point lest dit pôle, et 4e plan K est dit ploa polaire du système des deux cônes. 
Et ainsi : les deux cônes A et A', se coupant suivant deux courbes planes Selff, 
jouissent de la propriété, savoir : qu'ils ont une infinité de plans peloires communs 
K , et une infinité de pôleti, cbaeun de ees pôles correspondant i un plan fwiatre 
parüculier; . _ , ^ ^ 

Tous les plans polaires communs, passent |»r la droite Z;, 

Tous les pôles communs sont situés sur la droite S. e 

Ç'esi celte propriété remarquable qui a bit donner aux droites Z et S le nom 
de poiairet réciproque» du sysiéme de deux cônes du second ordre. 
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Lorsque les dèifx couHjes 6'ut C mdi tangentes l'uiiei l’autre par un point a, 
alors on ne peut les eawluppcr que |wr un seul c6ne âv- *' 

I>ans oc cas particulier, les polaires réoiproqnea'da cùne A sont la tangonie S 
uommune'aux deux courbes 6 et 6' ponr lo point a, et lu génératrice droite G de 
ce oôoe A |>assanl par le pointa; ou mieux, les «freites S etG, joaent la rdle de 
’ potairet 

Remarquons que , lorsque la droite S est exUriemre aux deux cènes A et A* , la 
droite t est jnutrieara i eos cAoes» et que dés lors , ccs'cAnes ne peuvent avoir de 
pians tangents commuas ; et remarquons aussi que , lorsque au contraire la 
droite S est intérieure , la droite Z est ugêérieur» , et que, dans ce eus, les deux 
cAner A et A' ont deux points de oooiæi, qui sont les points A et é' en lesquels 
ils sont percés i>ar la droite S , et que dés lors cos cènes ont deux plans tangents 
communs. ' , • , 

• Ainsi on |(e«M énoncer ce qui suit: • - , 

. ^ • ! . . . •*. ■ • ' • • • 

- ijortque deux oàme» du second ordre se céupent Muivànt deux tectiou» conUfuet ,ou, en 
.d’autres terme», suivant deux courbes plauet, ils eut un ty»time de polaires réci- 
proques. . -• » I . 

Et réoipEoquomeni : , . • * 

Lor»^ deux cônes du seepui ordre pouédeut m système .de, pobi res. récâ|tr|aques, 
jlt te coupent lufceetairetnent-euitxmt deux oeurbet püme», ' . ' ' 

Et dée lors : 

Si deux cônes du second ordre , qui ont deux plans tangeut* tom»n»ttt»,*e ceupemt tmi- 
vmt deux courbes planes , cett qu'il* ont faroément dan* ce ca* an tq*téine de polaires 
réciproqués; et dont cecaeJa polaire S est intérieure. ' . . 

Et si deux côttet du second ordre peueenL se cossper tuiaunt deux eourbet plane* , 
tan* avoir deux plans langent* commun*, c'est qu'il* ont dons ce cai un système de po- 
laires réciproques , ei dons ce «u éi polaire S.est extérieure. 

.'003. Concevona deux cènes A et A' du eeoond ordre, se coupant aaivdkit deux 
courbes planea 6 et 6', dont les plans J'et P' se coupent suivant une droite S j 
et désignons par Z la 'droite qui unit les sommets s et s' des deux cônes A et AV 

Cela posé : • ' ' . ' 

Nous savons que, si sur le droite 8, qu'elle sait intérieure ou exUriaure aux 
deux eùnee A et A', on prend ya point t, et. que l’on mène per ce point I doux 
plans T et T, tangents abx cônes A, «t deux plans T* et T,' UnganU aux cône A', les 
généralricee droites de contact sont toutes quatre dans un plan K pusant per la 
_ droite Z. 

Si donc nous désignons |)ar o et o' les points en lesquels la droite Z perce les 
T rxxTU. 49 
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l>laM P et P', il est évidèBl que, si dechaque poinlide la droites, ou mène deux 
tangentes 9 el«, à la courbe®, et 9' et 9,' à la courbe 6', les points de contact m et 
n,,ii' et K,' de CCS tangentes et dos courbes Sel 6' satisferontaui conditions suivantes : 
•■1* Les cordes passeront par le point 

2* lycs < ordes passeront par le pohil e*. . 

3" Les quatre points n, n, , n', n.', seront dans un même plan K passant par la • 
droite Z , et dés lors les cordes nn,, a'»,' ébint prolongées, ae couperoni en un 
point (, ! situé sur la droite S , et qui sers oehii en lequel le plan K ooupeceuc 
d'roilo S. 

4* Lee quatre imnls n, n, , n', n,', seront unis deux i deux par six droites qui te 
rouperontdcbx 4 deux en trois points , qui seront le point i, et les deux sontmeis 
* et *' des deux oAnes A et A'. . 

Cela posé : 

Si nous projetons tout le système conique précédent sur un plan K, nous au- 
rons sur ce'plan A deux sections coniques C et C, projections des courbes S et 
€*, et le polaire de l’espace se projeltora suivant un tyMéme folàire ptm qui 

rdicra entre elles les doux sectrnns coniques C et C qui Sont tracées aurle plan A . . 

Or le plan 'A |)cut avoir toute direction par rapport au système conique de 
l'espace ,-on voit donc de suite que l'on pourra du système de l’espace passer 4 di- 
vers systèpies plans particuliers; et pouvoir ainsi établir de suite le $ifUème po- 
laire qui doit relier l'une à l’autre deux sections conH|ues C et C', qui seraient 
l'une par rapport à l'autre en des positions trèS-difTérentes dans le plan sur lequel 
■■Hes seront données ou tracées. <- - > 

1 • . 

Dm divertet relations de position nui peuvent exister mlre-tes ptofectums des courbes S 
' et P, intersections planes de deux cônes du secônd ordre. 

. ■ • • t . . . 

ttUii. Nous aurons trois systèmes coniquét'de l'espace 4 considérer. 

' 1* Celui. pour lequel la droite Z qui unit les sommeisdes deux cAnas A et A' est 
nitrriêitr 4 COS cAnes , et dés lors la droite 8 est exiérieurè aux cAnes A et A^ 

Dans oc cas, les deux cAnes Act A' n’bnt pas de plans tangents communs. 

2’ Celui pOur lequel la droite Z qui unit les sommets de deux cAnes A .et A' est 
e.tti(rieur à’oeg oAncs, et dés lors la droites est imtérieure aux cAnes A et A'. 

Uans ce cas, (es deux cAnes A et A' ont deux plans tangeotS'comnHius, et Hs 
ont aussi et nôteoeairemeni deux points de contact situés suris droites. 

•'t' Goini poorlerptel les deux snci ions coniques ne peuvent être enveloppées 
que |>ar un seul cAne A; dans ce cas, les deux sections coniques ont' un point de 
contact. . • r • • . 
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Cela posé : 

ËD prenanl le premier tytUme conique dt fetpace, . , 

Nous pourrons : 1* diriger le plan A, sur lequel on doU projeter^ Içg deux sec 
lions coniques 6 cl 6', paraÜèlemenl à la droite .Z etconpanl la droite S ; dans ce 
cas, les courbes 6et S' se projetteront^uÎTanldeuxcourbesCet C'situées l'uiicpar 
' rapport à l’autre , comme dans la /ÿ. 270, . . 

Les points p et p' seh>ni les projections des sommets a et a[ des deux cônes A 
et a'; CCS deux points p et p' seront alors des pôka conjuguée. , ... 

Nous pourrons : 2* diriger le pian A perpendiculairement à l’une des généra- 
trices droites G du oône A dont le sommet i est ejiléririir,- alors les.courbes C et 
C' seront situées l’une par rapport à l’autre , comme dans la fig. 27A. . 

Nous, pourrons : 3* diriger le plan A perpendiculairement à l’une, des géuéru- 
irices droites G' du cône A' dont le sommet «' est üuérieur; alors les cuurbjss C et 
C seront situées l’une par rapport à l’autre', comme dans la fig. 271. 

Nous pourrons : 4* diriger le plan A perpendieulaireiueat à la droite Z ; alors les 
deux courbes C et C' seront inlérieures l'une à l'autre, comme dans la yîÿ.,277 Oh. 

En prenant le tecond système conique -de Ceapace , * 

Nous pourrons, t° diriger le plan A parallélenient i la droite Z, et coupant hi 
rtroite S; dans ce cas, les courbes C et C* seront situées l’une^wr rap|>ort à l’au- 
tre, comme dans la ySÿ. 272. •• iHWi,.- . ' U : 

Nous pourrons, 2* diriger le plan A pri^MiBg|ihifnwinnt à l'Une .des généi a- 
triees droites G du cône A, ou G' du cône A', et dans ce cas les courbesC èt C' se- 
ront situées comme dans la fig. 273. ' ; - 

En prenant le troisième système conique de [espace. 

Nous pourrons , V diriger le plan A perpendicnlairemenl à la génératrice 
droite G du cône A, génératrice qni passe par lepoint.de contact des deux sec- 
tions coniques S et S', et alors les tourbes G et G' seront entre elles comme dan.s 
la fig. 274. 

Nous pourrons, 2* diriger le plan A parelléleoienl à la générairicedroiteG , <{ui 
l>agse par le point de contact des deux sections coniques 6 et 6', et alors les cour- 
l>es C et C' seront entre elles comme dans la fig. 271 ou comme dans la fig. 274. 

Nous voyons doneque les'Jlp.271 et 274 nous donnent chacune des projections 
nlemiques pour deux systèmes coniques dilTérents entre eux. * * , 

Les propriétés polaires qui existeront dans ce cas entre les courbes C et C' 
seront donc les projections des propriétés de relation de position qui existent 
séparément pour l’un et l’autre système conique de Fespace. . • 

De sorte que l’ensemble des propriétés potaires dont peuvent jouir les courbes 
C et C, placées l’une parT;ip|X>rt à l’autre, comme dans les fig. 271 et 274, ne 
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. . . 3 

peut être établi complètement qu'en examinant ce qui existe pour les dent 

lémei coniques de l'espace, et non pes seulement ce qui existe pourxin seul de ces 
sytlèmet conique» de f espace.' . ; • - 

Nous pourrions dirige? le plan A de diverses autres manières, et nous teouve*-' 
rions alors des cas'pardcutier» se rapportant S l'une ou è l'autre dos po»itiom qé»é- 

ra/e* représentées par les yîj. 270 , 271 , 272 , SIS, 27t, 27T èia. , *:• 

Il est évident jen vertu de tout ce qui 'précède , que Pélude et l'examen de res 
cas particuliers, ne peut offrir aucune difficulté. 

605. Nous venons d’établir ce qui doit arriver lorsque les ‘courbes C et sont 
les projections de deux sections coniques 6 et S' situées sur an odpe A; mais il peut 
arriver que les courbes C et G* ne soient pas les projections dedeux courbes planes 
S et 8* situées sur un cône ; et cela peut en eflel airiver , car nous devons nous 
"rappeler que lorsque nous avons examiné les propriétés des surfaces du second- 
ordre, nous avons reconnu que jwrmi pes surfaces, deux d’entre elles, Mvoir, 
le paraboloïde hyperbolique et l’hyperboloïde à une nappe pouvaient être coupées 
par deux plans.de telle manière que les sections coniques obtenues ne soient 
pas susceptibles d’ être cnveluppées par un eéne. ■ - i 

l.orsqne cela arrivera comme dans les fig. 280 , 282 , 284 , où les sections coni- 
ques G etc' se coupent et n’ont jtasdé tangentes communes, alors on pourra tou> 
jours regarder ces courbes C et G' comme les projections de sections eoniques 4 
et S' en'olopixies dans l’espaocpar un byperboloïde à'une nappe ou par un para- 
boloïde hyperbolique. - 

Et alors, au lieu de considérer la courbe C qtynme la base d’xin eéne,ct 
la courbe G' comme la base d’uu cylindre vertical, il faudra coocevoir deux 
^ surfaces é»uclies doublement réglées passant l’une et l’autre par U courbe.C, 
et SC céopani dès lors suivant une seconde courbe plane C, ayant la courbe G' 
|K>ar 'projection. ■ . . 

Du tronc de pyramide qoadrtxnyuktire , intcrii à deux tettion» toniquet 

enveloppée» par un cône.- .. t ~ v; t/., 

' . , ■ I • . ■* 

'606. Concevons deux sections planes 6 et 6* d’uncôhcdu second ordre A > dési- 
gnons par S la droite suivant laquelle les plans P et P* des courbes S et fi sa cou c 
pent , et par » le sommet du cône A. - . - 

Lesdeuxcoorbes Set S'étant supposées n’avoir aucun point commun, on pourra 
les envelopper par un second cône A' ayant son soromol »' ôtiérirur par ra(>pori 
aux plans des courbes 6 et 6', et le sommet » sera extérieur i ces p\ans. . * 
Désignons par Z la droite qui nnh les sommets i et i'. ' • 
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Cel» posé ; ’ ‘ ^ 

La droite Z perce le plan P en un point o, et le pian P' eu un point d, et uuuk 
savons que la droite S est polaire , le point e étant pd/e |iour la courl>e 6 \ noua sa- 
vons de même que ht droite S est polaire, le point d étant pôle pour la courbe 
Prenons sur làdroito S un point I, nous pourrons construir-e la droite L qui, ps- 
sant pr le point o, sera polaire de la courl>e' t pour le pdlei, et cette droite L 
roupera la droite S en un point qui sera le piUe de la polaire L' qui unit 
les points / et o. 

Le point / sera aussi le pôle d’iinc droite L,, qui , tracée dans le plan de la 
i^urbc S*, passera par le point o', ef celte droite L, viendra évidcimncnt percer In 
droite S au même point F ( indiqué ci-dessus ) puisque les deux courbes € et 6*^ 
sont enveloppées par un même cône A- 

Ce point F sera le pôle de la polaire L/ qui unit les points l et o'. 

Cela jwsé : ' • . 

Construisons un quadrilatère inscrit é la 6ourbc Set apnt ses cétes opposés , 
prolongés , passant pr les pints / et F, et ses diagonales se croisant au point o. 
Désignant les sommets de ce quadrilatère par n, n, m , m’, les diagonales étant 
nmet n'm*, si («ar le sommet t du cène A , ‘et par chacun des qualrê côtés et des' 
<leui diagonales , on fait passer un plan ,on aura six plans qui psscront, savoir : 
(leux par la droite si, deux pr la droite 'sF', deux pr la droite sd ou Z ; cl ces 
plans délerniincront sur la courbe €' quatre points/),, n|*, tn., m,', qui sêronl les 
sommets d'un quadrilatère inscrit à cette courbe S', et tel que. scs diagonales 
fi.m, cl R,'m,' SC croiseront au point o', et que les o)lés oppo'sés étant prolongés 
psseronl parles points /et/'. 

Ces deux quadrilatères formeront un tronc de pyramide quadrongulaire, com- 
mun à trois pyramides quadrangulaires, ayant rcspciivcmcnt pour sommet les 
points s, I et F, cl les diagonales de ce tronc pyramidal se croiseront au point d, et 
les diagonales des quatre fases latérales se croiseront en des pinfs qui seront , 
pur les faces oppsees au pinll, sur une droite X pssant pr le point I, et pour 
les faces opposées au point F, sur une droite Y passant par le pint /'. ' 

En sorte que les six faces du tronc pyramidal forment trois groups composés 
chacun dé deux faces opposties, et les pintsen lesquels se croisent les diagonales 
Je ces six faces, sont distribué^ deux i deux sur les droites Z, X, Y, pssant 
rospeclivcmonl pr les sommetss, /, t des trois pyrabiides quadrangulaires (|ui 
interceptent eiilreelles le tronc pyramidal. 

Si l'on projette sur un plan A Ithil ce système de l'espace, on voit de suite que 
la projection des arêtes du tronc pyramidal et des sections coniques e et S* et 
des points I, F, $ et d et de la droite S et des droites Z , X, Y,, etc., donnera une 
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yî9iir« (lra8 laquelle il sera facile de lire de nouvelles prepriéUt polaires liant entre 
«Iles deux sectioDs ooniquas C et C' tracées sur un pieu (*). 

li^xamiaons roeimenant les propriétés dont jouiasent deux surfaces du second 
ordre lorsqu’elles peuvent être enveloppées par un même cône. . . - 

Du reiaùom polairu qui peuvent exister entre deux tur/acu du second ordre. 

607. Démontrons d’abord que l'on peut toujours construire deux surfaces du 
second ordre 2 et X', telles qu'elles soient toutes deux enveloppées par un. même 
cène A. - . X > 

' Pour cela , prenons la fig. 270, et concevons par le point q une tfroilc S de di- 
rection arbitraire dans l’espace. 

Menons par ladroitc&et chacun des points b, b, , b', b,', en lesquels la droite 
Q perce les sections coniquesCet C'des plans (S,é), (S, b,), (S, b’), (S, b,'). 

Cela fait, menons par la droite S et Ja droite P un plan (S, P), et traçons dans 
ce plan une section conique i coupant la courbe C aux points e ete,. 

Concevons le cùne A ajant le point p pour Sommet , et la section conique c pour 
base ou directrice. _ . . , ‘ 

Cela posé : 

^ous pourrons faire tourner la courbe C autour de la droite Q', de manière à 
ce qu’en variant do forme, elle s’appuie sur la courber, et soit tangente en les 
points fixes b et b, aux plans (S , b) et (S , b,). Nous savons que par ce mode de 
gênératiim OU de construction , on obtient une surface du second ordre X, tangente 
au cène A suivant la courbe plane c. 

Cela posé : ’ • * 

Coupons lecAne A.par le plan (S, P'), nous aurons une section conique c', cl 
en faisant tourner la courbe C' autour de la droite tt, de manière à ce qn'en 
changeant de/orme, elle s’appuie sur la courber' et soit tangente en les pomLs 
fixes b' et b,' aux deux plans (S , b') et (S, é,') , on obtiendra une seconde surface 
du æcond ordre 2' tangente au cOne A suivant la courl>e plane r'. 

On voit de suite que les droites S et Q sont polaires réciproques , et pour la sur- 
face 2et pour la stirl'acc i', cq sorte que ces deux surfaces ont en commun un sys- 
tème de polaires réciproques. 

II est facile de voir que, lorsque l’on considère les deux surfaces 2 et 2', et 
non plus sculementles deux courbes C et C', le point q est remplacé parladroite 



(•) yoyex le mtinoire qui a pour litre ; Des propriétés polaires de quelques polpèdru , et que j'»i 
publié pour le première, fois dans la Correspondance de mathématique et de physique des Pops- 
Bas. Tome III , n" 4. 
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S ei qu^ les droites P, P', P, , P,', R . R', sont reinplawes pur les plaus^S , P) , 
(S, P), (S, P,). (S, P,'), (&, R), (Ss R')> <l*tc les cordes de conUci ee,, e'e,' 
ri, , i'i,', sont reinpiscées pur des courbes planes t^t^, J, i', qui sont re6|reclive- 
mcnl les courbes de contact des surfaces £ et 2' et du oOne Aayantson soutiuet au 
|M>iot P, et du cône A' ayant son sommet au |K>ial p. 

Lorsque les courbes C et C'se coupent en doux points comme dans la Jig.'rt'i, 
elles donneront naissance à deux surfaces du second ordre £ et 2' se coupant 
suivant une courbe plane dont le plan. sera (S, 1) , et ces deux surfaces seront 
enveloppées par un cône A ayant sou sommet au ]>oint p. 

Lors<iuc les courbes C et C' se coupent en quatre points , comme dans la 
fig. 278 bit, elles donneront naissance à deux surfaces du second ordre 1 et 2', 
qui , pour Être enveloppées par deux cùucs, ayant l'un son sommet au point p" . 
et l'autre son sommet au point p"\ devront se couper suivant deux courbes planes 
dont les plans passent par les diagonales bb' clW' du quadrilatère inscrit^ et, 
dans ce cas, la droite S devra passer par le point g en lequel ces diagonales su 
croisent. Dés lors les courbes suivant lesquelles les deux surfaces 2 et 2' s’entre- 
coupent, *se coupent en deux points s et s' situés sur la droite S> et pour ces 
IxtTnts ï et*', les deux surfaces 2 et 2' ont dcuxplans tangents communs', on , eh 
d'autres termes, lesdeux surfaces 2 cl 2' se touchent en ces deux points s et t'. 

Lorsque lés courbes Cet C'se coupent cifdcux points et se touchent en un 
point, comme d_ans la fiij. 273, elles donneront naissance à doux sorlaces dn se- 
cond ordre 2et 2*, qui seront 'envelop|>ées fwir un seul cène ayant son sommet au 
|)oinl p , cl ces deux surfaces se toucheront au point b, et se couperont suivant une 
courbe plane dont le plan passera par la corde sx'. 

On voit donC|)ar ce qui précède, que lorsque .deux surfaces du second ordre 
sont enveloppées par un cène , elles peuvent être : 

t*. Extérieures f'une i l'autre et n’avoir aucun |>oint commun, 

2' E;(léricurcs l'une b l’autre et se toucher par un point. . . 

3* 8e couper suivant une seule courbe plane. 

. 4* Se loucher en un point et se couper suivant une courbe plane. 

(T Se couper suivant deux courbes planes se coupant en deux |>oints, qui sont 
en même temps deux points de contact des surfaces. 

Deux surlàcesdu second ordre peuvent se couper suivant des courbes planes,- 
etçepeodant n’èire point envclo|>pées par un cène; cela arrivera toutes les fois 
que les deux surfaces auront en commun un tyttème depoUtires réciproquet. 

AioM en considérant les /ig. 280 , ou 282, ou 284 , les courbes C et C' pourront 
ilonner naissance i deux surfaces du second ordre 2 et 2' se coupant suivant deux 
courbes planes, et ne pouvant pas être cependant enveloppées par un même cène. 
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Mai» le* deux courbe» planes (e( l*, suivant lesquelles s'untrecouperonljes deux ' 
surfaces 2 et S', pourront être enveloppées par deux odoes dont la droite Z unis- 
sant les'Sonimels de ce» cdnes sera ( pour l'uneet l’autre surlàce £ et Z' ) la pelqire 
rMpmqut (le la droite S suivant laquelle se coupent les plans descoutbes( et 
608. Ce qui vient d’étre énoncé ci-dessus nous permet de considérer les' deux 
S(!ctions<coniqu(^ C êt C' ( ayant entre elles les relations de position indiquées ptti 
les /9'278 bh, 279, 240 , 281 , 282 , 283, 288, 285 et 286), comme étant la sec- 
tion faite dans le système de deux sorliices du second ordre Z et £' par un plan 
diamétral principal, commun é ces deux surfaces. f *■ 

Et dés lors nous pourrons, dans toutes ces figur(i$ , comme noos allons le fbirc 
|)our la fig. 278 bh, regarder les courbes ( sectiont couiques)C et C' , se coupant en 
quatre points a, a, b, b', comme appartenant à trois' i^sk’met différents entre 
eux et composés chacun de deux surfaces du scoo>nd ordre', ayant le plan de cos 
courbe» C et C pour plan diamétral principal commun. . ■ • 

‘ El en cBfol : , , , ' ’ 

Nous pourrons, 1° concevoir deux surfaces du second ordre 2 et Z'se coupant 
suivant deux cpui-bes planes projetées ortbogonalement suivant les côtés opposés 
fig. 278 bh,ab ctaV du quadrilatère inscrit, des deux courbes (aé) et seront 
enveloppées par deux cônes ayant jytur sommets respectifs les points q’ et q,. 

Nous péurrons, 2* cooeevuir deux surfaces du second ordre 2, et 2,' se coupant 
suivant deux (M^urbes planes projetées orlbogonalement suivant les côtés opposés 
né'ela'ô du quadrilatère inscrit ;ei le» suiuinets des cônes enveloppant les courbes 
(né') et (o'ô)seronl les |M>ints q'et q. • 

Nous pourrons, 3* concevoir deux sur&ces du second ordre 2, et 2,' se cou- 
pant suivant deux courbes planes projetées ctrtliogonaleinent suivant les diago- 
nales bb' et 00 * du quadrilatère inserit , et les sommets des cônes enveloppaqt les 
tourbes (66') et (aa') seront les points y et q, . ' * 

Ainsi, deux sections coniques tracées sur un plan , peuvent être considérées 
comme la projection orthogonale de deux sections planes d'un cône, eten tnème 
temps comme la section faite dans plusieurs systèmes, composés cha<nin de deux 
surfaces du second ordre, par un plan diamétral principal com'fnun à chacun de 
ces systèmes. Dés lors les propriétés polaires de deux sections coniques tracées 
sur un plan , seront les projection^ sur ce plan des propriétés de relation de posi- 
tion , qui existent, soit entre les intersections flancs de deux cônes du second 
ordre, soit (bvtrc les intersections, planes des divers systèmes qui peuvent 
existcr' ct qui seront composés chacun' de dtuix surfaces du second ordre, 
ay.mt un même plan diamétral principal. 
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Des propriétés polaires qui peuvent exister entre trois sections coniques tracées 

sur un plan. 

609. Pour irouver les propriétés polaires qui peuvent exister entre trois sections 
ioniques tracées sur un [ilaii, nous pourrons : l'consiJérer deux sections coni- 
ques C et C' tracées sur un plan, pris |)our plan horizontal de projection, comiiie 
étant les bases de deux cènes, savoir : la courbe C d’un cène A et la courbe C'd'un 
cène A', ces cènes A et A' étant tels qu'ils aient deux plans tangents coniniuns, 
ou un système commun de |>olaires réciproques’; dés lors ces deux cènes A et A* 
se couperont suivant deux courbes planes C, et C,, qui sc projetteront horizonta- 
lement suivant deux sections coniques C/et C*; et en projetant les relations de 
|K>sition qu'il sera facile d'étudier sur les doux cènes qui relient entre elles 
les courbes C , C', C.clC,, et les sommets set s' de ces cènes, on pourra énoncer, 
sans diUiculté aucune, toutes les propriétés polaires qui lient les courbes C et C 
•ivec l'une seulement , ou avec les deux courbes C,* et C*. 

On peut encore ü’ considérer les relations de positions qui existent entre 
trois sections planes C, C', C", d’une surface du second ordre A, et les projeter 
sur un plan , et l’on déterminera facilement par ce moyen les propriétés ]K>laires 
qui |)cuvcnt exister entre trois sections coniques C*, C*, C"*, tracéessur un plan (*). 

Pour que le plan sur lequel sont tracées trois sections coniques C*, C'*, C''*, 
joue par rapport à ces courbes le même rèle que la surface du second ordre A , 
sur laquelle se trouvent données trois sections planes C , C', C", il faut que les 
courbes t.*, C*, C"*, soient liées l'une à l’autre par des relations géométriques qui 
existent forcément entre les courbes C, C', C'', en vertu de cc'quc ces trois cour- 
bes C , C', C", sont les sections planes d’une surfacedu second ordre. 

Or j’ai démontré le premier, et par la Géométrie descriptive , en 18 IA, dans 
le tome IIP, n* 1" de la Correspondance de f école polijUcImique, publiée par 
Hacuettc, que si l’on avait, sur une surface du second ordre A, trois sections 
planes C, C', C", telles <|u’clles puissent être cnvelop|>écs deux à deux |>ar 
un cène, ces trois courbes pourraient dés lors être enveloppées par six cènes 
dont les sommets seraient distribués trois à trois sur quatre droites situées dans 
un même plan. 



t’) y opes duu I* Corrnpondanee ie mathématiques et de physique des Paqs-Bas, le» inénioim 
d*iu Iwjueli je me raie occupe des relatioas polaires qui existent entre les trois settions glanes d’une 
surface du second ordre, et desrelations potairesqui existent entre les huit sections eomques tangentes 
d trois sections planes d’une surface du second ordre. 

2' FAITII. iO 
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Ce sjslèmederospacectanlprojetésor un plan P, nousdonnera pour condition 
à exister entre trois sections coniques O*, C"*, tracées sur ce plaff^etpour 
que ce plan fjoue par rapport à ces courl>e8le rJfed'uno surface de second ordre, 
la condition suivante , savoir : que les trois points en lesquels se coupent deux à 
deux les tangentes, extérieure», menées à ces courbes combinées deuxl^ffox, 
soient en ligne droite. w 

Lorsque cette condition sera remplie , les trois courbes C*, C**, C"*, jouiront de 
propriétés polaire» qui seront les prqjecdons des relations de position, reconnues 
exister entre trois sections planes d’une surface du second ordre. 

6i0. Nous ferons observer en terminant ce chapitre, qu'il existe une corrélation 
remarquable entre les propriétés polaire» des sections coniques et les propriétés 
des transversales, corrélation facile à saisir, en vertu du mode de recAercAe et de 
démonstration que nous avons cmplojé, savoir : celui des projections. Et en effet 
un doit se rappeler que, dans la première partie de cet ouvrage, nous avons con- 
^^déré les transversales comme la projection d'un système de droites de l'es- 
paec , données par les interactions de divers plans ayant entre eux certaines re- 
lations de position , et nous avons fait voir que les propriétés des transversales se 
déduisaient en définitive de la solution graphique du problème de l’intersection 
de deux plans. 

Et par ce qui précède on voit, t* que les propriétés polaires de deux sections 
<oniqucs tracées sur un plan, se déduisent en définitive de la solution ^apAitpie du 
problème de la section faite dans un cône du second ordre par un plan ; et 2* que 
les propriétés polaires de trois sections coniques tracées sur un plan, se déduisent 
aussi en définitive de la solution graphique da problème de l'intersection de deux 
cènes du second ordre, s’entrecoupant suivant deux courbes planes. 
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ADDITIONS. 



!• Page i06; après la ligne 9 , il faut ajouter : 

Mais dans la fiÿ. 215 1 er, on a supposé que l'on inscrivait dans le cercle C un 
i-arré; mais dés lors les tangentes à ce cercle C pour chacun des sommets Qu 
carré inscrit , déterminent un carré circonscrit. 

Pour obtenir les propriétés généralei, il faut insc)ire au cercle C un rectan-, 
gle , car alors (y!ÿ. 287*, Pl.90), l’on aura un parallélogramme circonscrit au 
cercle C (ce qui est évidemment le cas le plus général') et en mettant en per* 
upective la fig. 287 *, on aura lus relations de position , qui doivent , en général , 
exister pour une section conique E entre les côtés prolongés d’un quadrilatère 
qui lui est inscrit et d’un quadrilatère qui lui est circonscrit, les côtés de ce der- 
nier polygone étant des tangentes à la section conique E |K)ur les sommets du 
quadrilatère insent. 

La fg. 215 ter nous donne un cas particulier, qui est celui pour lequel il arrive 
i|uc les diagonales du quadrilatère inscrit à la section conique E sont les prrspet - 
tivM d'un système de diamètres conjugués d’une certaine section conique E' doni 
la courbe E serait cllc-méme la penpective. 

2* Page 278 ; à la Un du n° 504 , il faut ajouter : 

504 bis. Si l'on cherche par l'analyse l'équation polaire d’un cercle , en suji- 
posant que le pôle o est situé sur la circonférence, on trouve précisément 
p = nsin cd ou p = a cos u' suivant que l’on compte les angles u à partir de la 
tangente menée' au cercle pour le pâle o , ou que l’on compte les angles u' à par- 
tir du diamètre passant par ce pôle o. 

Et il est facile de voir qu’en faisant varier le signe de la ligne trigonométrique 
(siniuou cosinus) ou en faisant varier les angles u ou u' depuis 0* jusqu’à 300°, 
les équations p=a sin u etp=a cos «'représentent deux cercles de même rayon 
et tangents l’un à l’autre par le pâle o. 

Sans avoir besoin de recourir à l'analyse , il nous sera facile de démontrer que 



J.';, 
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la spirale «iniMoïde uu cosinusoïde n'est autre , en cITct , que deux cercles de même 
rayon et tangents l'un i l'autre au pôle oi_Jig. 241 bhj Pl. 85). 

Et en effet , nous avons trouvé que la J^^iralc 3 jouissait de la propriété remar- 

(|uablc , savoir ; que si d'un point quelconque p, p' de la droite R origine des 

angles w, on menait une tangente à cette courbe d, on avait toujours^^= pni , 

p’oz=p'm, On devra donc pouvoir construire une série de cercles G, C' 

tous tangents entre eux au point o et respectivement tangents à la spirale 3, au 

|K)int m , m', La courbe 3 sera donc V enveloppe de la série des cercles C, C',... 

l'onsidérés comme des enveloppées. Mais tous ces cercles C , G',.... s'enveloppent 
les uns les autres ; il est dès lors impossible de construirè'une courbe 3 qui leur 
soit tangente en d'autres points que le point o qui est leur point de coni'act et 
qui est le seul point que ces cercles puissent avoir en commun en les considérant 
deux à deux, et en considérant deux cercles successifs et infiniment voisins. 

*La courbe 3 et tous les cercles G , G', doivent donc se confondra en une 

seule et meme courbe, et dés lors il est démontré (puisque d'ailleurs, la 
spirale 3 doit couper la droite R' en deux points distants chacun du pôle ô d'une 
quantité égale à n), que la spirale 3 n'est autre que deux cercles tangents l'un à 
l’autre et ayant chacun leur rayon égal à : ( | o). 



FIS DE LA UEtIXièNE PARTIE. 
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